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Inhalt der Vorlesung

(Ende Méarz — Anfang April)
Grundbegiffe; auf Feldern basierende Datenstrukturen
Termin Inhalt

1 Grundbegriffe, sequentielle und binare Suche

2 ADTs, dynamische Felder, zirkulare
dynamische Felder

3 Mengen, assoziative Felder, Hashtabellen

... Java-Klausur
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Inhalt der Vorlesung

RWTH

(Anfang April bis Ende April)
Verkettete Listen und Baume

Termin
4

© 00 N O O1

Inhalt

Verkettete Listen

Binarbaume, binare Suchbaume

Balancierte Baume, AVL-Baume

B-Baume

Varianten von B-Baumen, Baumdurchlauf (1)
Heaps, Heap-Sort
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Inhalt der Vorlesung RWTH

(Ende April bis Mitte Mai)
Baume und Graphen

Termin Inhalt
10 Graphen, Breitensuche
11 Tiefensuche, Baumdurchlauf
12 Travelling Salesman
13 Backtracking 1
14 Backtracking 2
15 Dijkstra-Algorithmus
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Inhalt der Vorlesung

(Mitte Mai bis Anfang Juni)

Textsuche

Termin Inhalt
16 Floyd-Warshall-Algorithmus
17 Textsuche
18 Regulare Ausdricke, PCRE
19 Simulation nach Kleene
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Inhalt der Vorlesung

(Anfang Juni bis Ende Juni)
Sortieralgorithmen

Termin Inhalt
20 Einfache Sortierverfahren
21 Quick-Sort
22 Merge-Sort und Radix-Sort
23 Klausurvorbereitung
24 Klausurvorbereitung
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RWTHAACHEN
Vorlesung 1 UNIVERSITY

Vorlesung 1

Grundbegriffe, sequentielle und
binare Suche
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RWTH

Algorithmusbegriff

Abu Ja‘far Mohammed ibn Musa al-Khowarizmi:
— Persischer Mathematiker, lebte um 820 in Bagdad

— Sein Name wurde in den lateinischen Ubersetzungen
des Mittelalters zu Algorismi.

W — Der Name stammt eigentlich von seiner Geburtsstadt
' Khowarizm, dem heutigen Chiwa in Usbekistan. Die
Stadt enthalt zahlreiche Kulturdenkmaler und wurde
1990 komplett zum Weltkulturerbe erklart.
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Algorithmen im Alltag RWNTH

Bedienungsanleitung fur Munztelefone

Kochrezept

Losungsanleitung flr den Zauberwdrfel
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RWTH

Der Algorithmusbegriff

> EIn Algorithmus (in der EDV) ist

- eine Losungsvorschrift fur eine Problemklasse
-eine Problemklasse ist z.B.: ,|0se quadratische Gleichung®.
-das konkrete Problem wird durch Eingabeparameter spezifiziert.

- geeignet fur Implementierung als Computerprogramm

- endliche Folge von elementaren, ausfuhrbaren Instruktionen
(Verarbeitungsschritten)

» Beispiele fur Instruktionen:
X = xXx + z;
if (a > 0) b = 1;
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RWTH

Eigenschaften eines Algorithmus

Terminierung:
Ein Algorithmus heil3t terminierend, wenn er (bei jeder erlaubten
Eingabe) nach endlichen vielen Schritten abbricht.

Determiniertheit:
Festgelegtes Ergebnis: Bei vorgegebener Eingabe wird ein
eindeutiges Ergebnis geliefert.

Determinismus:
Festgelegter Ablauf: Eindeutige Vorgabe der Abfolge der
auszufihrenden Schritte. (= Determiniertheit)

Die meisten hier betrachteten Algorithmen sind deterministisch und
terminierend. Sie definieren eine Ein-/Ausgabefunktion:
f . Eingabewerte >Ausgabewerte
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Darstellung von Algorithmen RWTH

* Verbale Umschreibung (Handlungsanweisung)
« graphisch: Struktogramme, Flussdiagramme, ...
* Pseudo-Code

« Hohere Programmiersprache

* Churchsche These = Alle Darstellungsformen von
Algorithmen sind aquivalent.
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RWTH

Komplexitatsanalyse

« Unterschiedlichste Darstellungen fir denselben Algorithmus;
auch Programme sind Darstellungen ...

* Aul3erdem: Unterschiedliche Algorithmen fur das gleiche Problem

= Ziel: Algorithmen miteinander vergleichen (Komplexitatsanalyse)
- Kiriterien: Laufzeit und Speicherplatzbedarf

- Komplexitat wird ausgedruckt in Abhangigkeit von Menge und
Grol3e der bearbeiteten Daten

« Komplexitat von Algorithmus (bedingt) auf konkrete Implementierung
Ubertragbar
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Zusammenhang Algorithmus/Funktion RWTH

« Komplexitat:
Zur Berechnung erforderliche Aufwand an Betriebsmitteln
(Speicherplatz, Rechenzeit, bendétigte Geréte, usw.)

« Komplexitat eines Algorithmus: erforderlicher Aufwand bei
Realisierung des Algorithmus (innerhalb des Berechnungsmodells)

«  Komplexitat einer Funktion: Komplexitat des bestmaoglichen
Algorithmus von allen Algorithmen, die die Funktion berechnen

« Sei A ein Algorithmus, der die Funktion f berechnet
— Komplexitat von A > Komplexitat von f
— Komplexitat von f < Komplexitat von A

 Fallen untere und obere Schranke zusammen, so hat man einen
optimalen Algorithmus ftr das gestellte Problem.
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Laufzeit bestimmen RwTH

Moglichkeiten fur das ,Messen” der Effizienz eines Algorithmus:

1. Algorithmus auf realem Rechner implementieren;
Zeitverbrauch messen
Nachtelil: Zu viele Einflussgrofien abgesehen von Algorithmus selbst

2. Zahlen der Rechenschritte, die bei Durchfihrung fr eine Eingabe
gemacht werden = Frage: was ist ein Rechenschritt?
= formales Berechnungsmodell, z.B. Turingmaschine oder RAM
= Algorithmus in klnstlicher Programmiersprache ,programmieren®;
Operationen zahlen und gewichten
Nachteil: Aufwand; Frage der Ubertragbarkeit

3. Operationen auf sehr hohem Niveau zahlen (z.B. Anzahl der
Vergleiche beim Suchen in Liste oder Anzahl der zu vertauschenden
Elementpaare beim Sortieren)

Nachteil: Grobe Abschatzung
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RWTH

Zeitkomplexitat: Einfuhrung

Wir benutzen als einfach zu handhabende Messgrof3e den
Zeitverbrauch.,

« Gegeben ist ein Problem der Problemgrof3e n
Beispiel: Sortieren von n Werten.

* Es gibt mehrere mogliche Algorithmen flr das Problem.

* Welcher Algorithmus der schnellste ist, hdngt von der Problemgrdl3e
n ab.

« Fdr sehr grof3e n wird aber immer derjenige Algorithmus der
schnellste sein, dessen Laufzeit am wenigsten mit n ansteigt.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 17



Mathematischer Einschub RwTH

Zusammenfassung einiger mathematischer Zusammenhéange, die in der
Vorlesung gebraucht werden

e Gauldsche Summenformel

< nn+ 1)
Zk=1+2+3+4+..+n=

2
k=1
« Geometrische Reihe
- 1
qu =1+qg°+q¢3+..= ——; |ql <1
1—q
k=0
Insbesondere:
1 o 2 00
q=§=>2k=oqk=2 und qQ=3= Yi=0q" =3
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RWTH

Mathematischer Einschub (2)

Zusammenfassung einiger mathematischer Zusammenhéange, die in der
Vorlesung gebraucht werden

Logarithmus
sy =] _Ina
a= x =logpa = —
Speziell:
_oxes y o] _Ina
a= x =logza =1 —
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Problem — Algorithmus — Programm

RWTHAACHEN
UNIVERSITY

Problemklasse

z.B.: I6se quadra-
tische Gleichung

/ reprasentiert

Programm 2.1J

Programm 2.2J

o

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 20



Beispiele RWTH

Problemklasse: Suchen im sortierten Feld

Algorithmus 1: Sequentielle Suche
Algorithmus 2: Binare Suche

Beide Algorithmen kénnen unterschiedlich (gut oder weniger
gut) implementiert werden.

Problemklasse: Test einer naturlichen Zahl, ob sie eine Primzahl ist

Algorithnmus: Versuche alle Teiler zwischen 2 und sqrt(n).
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Worst, Best, Average Case RWTH

« Man unterscheidet den Zeitbedarf im

— Im schlechtesten Fall (worst case),
— in einem ,durchschnittlichen® Fall (average case) und
— Im besten Fall (best case).

« Der durchschnittliche Fall ist dann wichtig, wenn der beste
oder der schlechteste Fall selten auftretende Sonderfalle
sind.
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Sequentielle Suche / best,worst,average RWNTH
case

« Man sucht das Feld von vorne bis hinten durch.

* Im besten Fall (best case) steht das gesuchte Element vorne.

* Im schlechtesten Fall (worst case) steht das gesuchte Element hinten
oder ist gar nicht vorhanden.

« Den ,durchschnittlichen” Fall (average case) definiert man hier als die
durchschnittliche Suchdauer fur ein vorhandenes Element.

« Der durchschnittliche Fall ist dann wichtig, wenn der beste oder der
schlechteste Fall selten auftretende Sonderfalle sind.
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RWTH

Binare Suche (Binary Search)

Voraussetzung:
— Liste ist sortiert

Prinzip:
— Greife zuerst auf das mittlere Element zu
— Prufe, ob der Schlissel des gesuchten Elements

* kleiner als der Schliissel des betrachteten Elements ist
= suche genauso in linker Tellliste weiter

» gleich dem Schliissel des betrachteten Elements ist
= fertig

» gréRer als der Schliissel des betrachteten Elements ist
= suche genauso in rechter Teilliste weiter
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Beispiel zur binaren Suche

RWTH

e Suchen der 27

lteration
1

0 1 2 3 4 5 6 7 38
1122|2733 |/38(/40||41||160| | 200
TL TC TR
1122|2733 |/38(/40||41||160| | 200
Ll TR
11 (22|27 ||33|/38(/40||41||160| | 200
ILlc Tr
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Beispiel zur binaren Suche RWTH

e Suchen der 26

Iteration
1 11 | |22 ||27||33||38 (/40| |41||160 | | 200

TL TC TR
2 11| |22 (|27 ||33]|38([40||41||160 | | 200

Il Tc Tr
3 11| |22 (|27 ||33||38([40||41||160 | | 200

Llc Ir
4 11 | (22|27 ||33||38|/40|[41||160 | | 200 \
'R TL
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Java - API RWTH

java.util .Arrays.binarySearch (type[] a, type key)

type: (Es gibt Varianten fur int, long, float, double, ..., Object)

Searches the specified array for the specified value using the
binary search algorithm. The array must be sorted (as by the sort
method, above) prior to making this call. If it is not sorted, the
results are undefined. If the array contains multiple elements with
the specified value, there is no guarantee which one will be found.
Parameters:

a - the array to be searched.

key - the value to be searched for.
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Java - API (2) RWTH

Gibt es auch fur Collections:

bis Java 1.4:

java.util.Collections.binarySearch (List list, Object key);

ab Java 1.5 (Verwendung von Generic Types)
java.util.Collections.binarySearch (List <? extends

Comparable<? super T>> list, T key):

In Java 1.5 stellt die Methode von vornherein sicher, dass key mit den
Elementen aus list vergleichbar ist.

Fortgeschrittene Verwendung von Generic Types, an dieser Stelle keine
Erlauterung.

Verwendung wie bei Java 1.4 mdglich.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 28



RWTH

Landau-Symbole

« Uns interessiert, wie ein Algorithmus fur grof3e n von n abhangt. Um
das mathematisch genau fassen zu kdnnen, benutzt man die Landau-
Symbole.

Edmund Georg Hermann Landau:

*14. Februar 1877, T+ 19. Februar 1938

Deutscher Mathematiker, der sich um die analytische
Zahlentheorie verdient gemacht hat
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Problemstellung RWTH

Ausgangspunkt: Man moéchte wissen, wie sich die Laufzeitfunktion T(n) far
fr grof3e n verhalt.

« Daraus kann man Riuckschliisse ziehen, wie grol3 n bei akzeptabler
Laufzeit sein darf.

In den meisten Fallen entspricht das dem asymptotischen Verhalten

lim t(n)

n—>0o

Fur die sequentielle Suche gilt: Best Case: O(1), Average/Worst Case: O(n)

Das folgende Beispiel zeigt aber, dass diese Definition nicht allgemein
genug ist.
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Problemstellung RWTH

« Ein Programm soll herausfinden, ob eine Zahl n eine Primzahl ist.
« Es wird kontrolliert, ob n Teiler zwischen 2 und +/n besitzt.

« Warum reicht es, die Zahlen bis v/n zu kontrollieren?
« Falls n keine Primzahl ist, besitzt n ein Teilerpaar n=a-b.
« Wenn a > +/nist, muss b < +/n sein.

public static boolean istPrim(int z) {
for (int i=2; i<=Math.sgrt(z); i++) {
if (z%i==0) {
return false;
}
}

return true;
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Laufzeitfunktion

IStPrim
7 » Die Laufzeit des Algorithmus
6 . schwankt stark:
. . e e * Fir Primzahlen ist sie hoch.
» FUr gerade Zahlen ist sie niedrig.
4 *o—¢
3 b e o o ¢istim o Betrachtet man nur die

Primzahlen, ist die Laufzeit T(n)
eine Stufenfunktion.

0 . . . . . « Man kann kein asymptotisches
Verhalten angeben.

Schleifenobergrenze in Abhangigkeit von

 Geeignete Notation notig.
der zu prufenden Zahl. J J
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RWTH

Definition: Landau-Symbole

In der Regel ist man nicht an exakter Anzahl v. Operationen interessiert,

sondern an Komplexitatsklassen:
,2Wie verandert sich der Rechenaufwand, wenn man die Eingabedaten um

einen bestimmten Faktor vergrof3ert? Wie ist der qualitative Verlauf der
Laufzeitfunktion?”

Fur eine Funktion g:IN— IR>° sind folgende Funktionenmengen definiert:
O(g) = {f:IN— IR>° | 3n,eIN>°, c<IR>° mit f(n)<c-g(n) vn=n,}
Q(g) = {f:IN— IR>? | In,eIN>°, 3celR>° mit f(n)=c-g(n) Yn=n,}

Bezeichnungen flr O (sprich: ,grof3 O eigentlich ,grofy Omikron®):
* ,Asymptotische obere Schranke®;
« ,Ordnung der Funktion®;
 .,Komplexitatsklasse”
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RWTH

Erlauterung zur O-Notation

* O(g) ist die Menge aller Funktionen, die asymptotisch
hochstens so schnell wachsen wie c-g.

e 7z.B.Ist

2n° +5n+130(n?)
2n° +5n+13¢ O(n)

5n+13 € 0(n?)
5n+130(n)
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Erlauterungen zur O-Notation (2) RWTH

c-g(n)

fe O()

v
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Erlauterungen zur O-Notation (3)

RWTHAACHEN
UNIVERSITY

IstPrim

feoln

@istPrim

10 20 30 40

50
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Erlauterungen zur O-Notation (4) RWTH

« Bel Summen setzt sich der am schnellsten
ansteigendeTerm durch.

Beispiel:

f(n) @ /n+10

T steigt am schnellsten an.
=> f(n) € O(n?)
Bewels: 2n2+7n+10 < 3 n?
furn,=9
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Erlauterungen zur O-Notation (5) RWTH

Man kdnnte auch schreiben

f(n) =2n2+ 7n + 10 € O(2n2 + 7n + 10)

Es interessiert aber nur der Vergleich mit einfachen
Funktionen, wie O(n), O(n?),...
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Faustregel far O-Notation RWTH

« Faustregel: Kleinstmdgliche Komplexitatsklasse (in O-
Notation) ergibt sich aus T,(n) durch:
— Extraktion des ,dominanten” (grof3ten) Terms und
— Weglassen des Koeffizienten
z.B. T(N)=60n? + 4n = TeO(n?);
T(n)=ld(n) + 1 = TeO(ld(n))=0O(log(n)), wegen

log, (n)
log, (a)

log_(n=
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RWTH

Genauer hingesehen

« Ein Algorithmus habe den maximalen Zeitbedarf T,(n) = 3 n2. Also ist
— Ta(n) € O(M?)
— Ta(n) € 0O(nd)
— usw.

» Interessant ist naturlich nur das minimale O(q), hier also O(n?).
« Das Wortchen minimal wird aber oft weggelassen.
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Beispiel RWTH

= To(n) =n(n-1)/2
T,e O(n?), denn:

=T,(N) = n%+2n
T,e O(n?), denn:

Also:
— Algorithmus mit T,(n) = n(n-1)/2 ist zwar besser als einer mit n>+2n(!);
— aber sie sind beide in der gleichen Komplexitatsklasse (etwa gleich gut).
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RWTH

Beispiel

= T,(n) =n(n-1)/2
T,e O(n?), denn:
n(n-1)/2 = 1/2 (n?-n) < n?-n < n? (n>0)
= mit ny=1, c=1 erfillt T,(n) die Definition der O-Notation

=TA(N) = Nn%+2n
T,e O(n?), denn:
n%+2n < n?+ 2n? = 3n?
= mit ny=1, c=3 ist die Definition erfullt

Also:
— Algorithmus mit T,(n) = n(n-1)/2 ist zwar besser als einer mit n>+2n(!);
— aber sie sind beide in der gleichen Komplexitatsklasse (etwa gleich gut).
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Analyse von Algorithmen: Beispiele (1)

« Schleife

for (int i=1; i<=n; i++) {
ali] = 0;

}

o( )

« Nacheinanderausflihren
for (int i=1; i<=n; i++)
ali] = 0;
for (int i=1; i<=n; i++)
for (int j=1; j<=n; j++)
alif =al]] +i+j;

Oo( )

 Geschachtelte Schleife
for (int i=1; i<=n; i++)
for (int j=1; j<=n; j++)
k++;

Oo( )

* Bedingte Anweisung
if (x > 100) {

y=X
} else {

for (int i=1; i<=n; i++)

if (a[i] >y)
y = a[i];

}

Oo( )

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug
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Analyse von Algorithmen: Beispiele (2) RWTH

* Innere Schleifenbedingung » Schleifenvariable in jedem Lauf

hangt von Lauf ab halbiert
for (int i=1; i<=n; i++)

for (int j=1; j<=1; j++) int i=n;
k++; while (i>=1) {
X ++;
T(n)= i/=2; /iwird immer halbiert
}
=29
‘) T(n)=

* Aussprung
for (int i=1; i<=n; i++)
if (i>2)
return;

T(n)= =0( ) =0( )
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Rekursive Berechnung RWTH

O(n) Funktionsaufrufe

static long fakultaet (int n) {
if (n>0) {
return (n * fakultaet(n-1));
} else {

return 1;
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Komplexitat der Binaren Suche RWTH

« Bel jedem Suchschritt halbiert sich die Grol3e des noch zu
durchsuchenden Restfelds
—im Worst Case | Id (n)] +1 Suchschritte

« Mit k Suchschritten sind 2% -1 Elemente erreichbar.

« Nach Lld (n)] Schritten ist etwa die Halfte aller Elemente
erreichbar
= Worst Case nicht wesentlich aufwandiger als Average Case
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Suchen In sortierten Listen R“TH

— Prifen:

« Element muss in der Liste gesucht werden.
— Best Case: O(1)
— Worst Case: O(log n)
— Average Case: O(log n)

« GuUnstig, falls oft gesucht wird
(aber selten eingefligt oder geldscht)
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Zeitkomplexitat (bis n=18) RW

4
3510
3t —  f(n)=1000n
—  (n)=200 nIn(n)
2.5+ 5
— f(n)=10n
_ ol — fm=30n’
" g :
£ —  fn)=2"
N 1.5 5
1 L
0.5}
0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
ProblemgroRe

n=9
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RWTH

Zeitkomplexitat (bis n=250)

73(10
6. f(n) = 1000 n Faktor in Problem-
— f(n)=200nIn(n) grof3e bei 10 mal
5. — Hn)=10n? schnellerem Rechner
—— f(n)=30n°
w4 — f(n)=2"
.E. (n) 3
‘@
N 3¢ 3.162
ol 2.163
1
/ n=148 _
00 50 160 15‘0 260 250
J ProblemgrofRe

n=89
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Bezeichnungen typischer Klassen RWTH

Klasse |Bezeichnung Beispiel
1 konstant elementarer Befehl
log n | logarithmisch Bindre Suche (2er-Logarithmus)

n linear Minimum einer Folge

nlogn | Uberlinear effiziente Sortierverfahren
n? guadratisch einfache Sortierverfahren
n3 kubisch Matrizeninversion
nk polynomiell Lineare Programmierung
2¢n exponentiell Erschopfende Suche, Backtracking
n! Fakultat Permutationen, Handlungsreisender
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RWTH

Beispiel: Fehlprognose durch zu kleines n

Laufzeit: t = n% + 100 n (Ms)
n= 5: Laufzeit 0.525 sec
n = 10: Laufzeit 1.100 sec
n = 33: Laufzeit 4.389 sec
= IRRIGE Annahme: lineares Wachstum: t = 110 n (ms)
= n = 200: Laufzeit: 22 sec

In Wirklichkeit sind es 420 sec = 7 min
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RWTHAACHEN
Vorlesung 2 UNIVERSITY

Vorlesung 2

Abstrakte Datentypen
Dynamische Felder
Zirkulare dynamische Felder

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 52



Atomare Datentypen und Datenstrukturen RWTHAACHEN
/P UNIVERSITY

Datentypen

/\

Atomare Datentypen Datenstrukturen

(elementare, skalare Datentypen; (strukturierte, zusammen-
Java: primitive Datentypen) gesetzte Datentypen:
Java: Objekte)
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Beispiel flr Datenstruktur RWTH

Vektor = Strukturierter Datentyp (Datenstruktur) mit
 Datenelementen,
«  Strukturregeln
« speziellen Operationen

2.1 5.3
i=01]| b=|22
6.3 3.2

2.1\ (5.3) (21+53\ (74
C=3d+b=01|+/22|=|01+22|=]23
6.3) 13.2) |6.3+3.2) |95

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug

~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019

54



Homogene / heterogene Datenstruktur

In einer homogenen Datenstruktur haben alle Komponenten
den gleichen Datentyp.

In einer heterogenen Datenstruktur haben die Komponenten
unterschiedliche Datentypen.
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Abstrakte Datentypen (ADTS) RWTH

« 2 Prinzipien:
— Kapselung: Zu einem ADT gehort eine Schnittstelle.
Zugriffe auf die Datenstruktur erfolgen ausschliel3lich

Uber die Schnittstelle (z.B.: addElement(...),
deleteElement(...))

— Geheimnisprinzip: Die interne Realisierung eines ADT-
Moduls bei der Umsetzung bleibt verborgen.
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Spezielle ADT in Java RWTH

* Viele wichtige abstrakte Datentypen werden in Java durch
Interfaces beschrieben.

« Es gibt ein oder mehrere Implementierungen dieser

Interfaces mit unterschiedlichen dahinter stehenden
Konzepten.

— Package java.util

- Ahnliches gilt fir andere Bibliotheken, z.B. .NET:
— Namespace System.Collections.Generic
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Implementation abstrakter Datentypen RWTH

« Abstrakte Datentypen konnen unterschiedlich realisiert
werden.

« Z.B.der ADT ,Liste” mit der Datenstruktur ,dynamisches
Feld” oder ,verkettete Liste".

« Daher gibt es in Java zum Interface ,List" die
Implementationen ,ArrayList” und ,LinkedList".
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RWTH

Grundlegende ADTs in dieser Vorlesung

ADT Java- Java-Klassen (Bsp.)
Interface
Feld - (Felder), HashMap
Liste List ArrayList, LinkedList,
TreeList*
Menge Set HashSet, TreeSet
Prioritatswarteschlange - PriorityQueue

* Bestandteil der Bibliothek ,Apache Commons®.
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Weitere ADTs in dieser Vorlesung

RWTH

ADT Kurzbeschreibung Grund-ADT | Java-Klassen

Stack | Stapel List

Queue |Warteschlange List

Deque |,Double ended List Deque (Interface),
queue” ArrayDeque

Map Assoziatives Feld Set Map (Interface),

, Telefonbuch*

HashMap, TreeMap
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Weitere ADTs in dieser Vorlesung

RWTH

ADT Kurzbeschreibung | Grund-ADT | Java-Klassen (Bsp.)
BidiMap |Map in 2 Map BidiMap*, BiMap** (Interf.)
Richungen HashBiMap**,

TreeBidiMap*
Multiset, | Menge, in der Map Bag*, Multiset** (Interf.)
Bag doppelte Element TreeBag*, TreeMultiset**,

erlaubt sind.

HashMultiset**

* Bestandteil der Bibliothek ,Apache Commons*.
** Bestandteil der Bibliothek ,Google Guava“.
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RWTH

ADT Feld

« Der ADT Array(Feld) hat folgende spezielle
Eigenschaften:
— Feste Anzahl von Datenobjekten

— Auf jedes Objekt kann direkt (lesend oder schreibend)
zugegriffen werden

— In Java: Normales Feld o
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ADT Liste RwTH

« FUr die ADT Liste(List) kommt gegenuber einem Feld
hinzu:
— Eine Liste kann wachsen und schrumpfen.

e |n Java
— ADT in Java: Interface List

— 1. Wahl fur Implementierung: ArrayList
 Dynamisches Feld

 Schwachen: Einfugen/L6schen vorne, Mitte, worst case auch
hinten

— Alternativen: LinkedList (doppelt verkettete Liste), evtl.
HashMap (Hashtabelle)
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ADT Stack, Queue und Deque RWTH

« Spezieller sind Stack, Queue und Deque

— Stack (Stapel, Keller): Daten konnen an einem Ende
hinzugefligt oder entnommen werden.

O—0—"~0—"~0=

— Queue (Warteschlange): Daten konnen an einem Ende
hinzugefligt und am anderen Ende entnommen werden.

— O—0O0—"0—"~0—

— Deque (Double ended queue): Daten kbnnen an beiden
Enden hinzugeflgt und entnommen werden.

— O—O0O—0O0O—"—~0O=—
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Stack, Queue und Deque in Java RWTH

 |n Java

« Stack:
— 1. Wahl fur Implementierung: ArrayList oder LinkedList

* Queue und Deque
€
— Gleiche Anforderungen an Igorithmus
— ADT in Java: Interface Deque

— 1. Wahl far Implementierung: Klasse ArrayDeque
« Zirkulares dynamisches Feld

— oder LinkedList

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019

65



ADT Assoziatives Feld RWTH

« Englische Namen: Associative Array, Dictionary, Map

« Wichtigste Operationen
— Schlussel-Wert-Paar einfligen.
— Wert zum Schlissel finden.

* In Java
— ADT: Java-Interface Map.

— 1. Wahl bei Implementierung: Klasse HashMap.
« Datenstruktur Hashtabelle
« Einflgen/Loschen O(1) !
— Alternativen: Klasse TreeMap
« Datenstruktur Rot-Schwarz-Baum
« Einfugen/Loschen O(log n)
« Daten liegen (im Gegensatz zur Hashtabelle) sortiert vor.
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ADT Menge (Set)

RWTH

« Eine Menge (Set) ist eine Sammlung von Elementen des

gleichen Datentyps.

— Innerhalb der Menge sind die Elemente ungeordnet.

— Jedes Element kann nur einmal in der Menge vorkommen.

« Wichtigste Operationen: Einfligen, Loschen, Testen (ob

vorhanden).

e |n Java:

— ADT: Java-Interface Set

— 1. Wahl bei der Implementierung: Klasse HashSet

 Datenstruktur Hashtabelle

— Alternative: Klasse TreeSet

 Datenstruktur Rot-Schwarz-Baum, Daten sind sortiert.
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ADT Prioritatswarteschlange RWTH

 Auch Vorrangwarteschlange oder Priority Queue
genannt.

« Eine Warteschlange, deren Elemente einen Schitssel
(Prioritat) besitzen.

« Wichtige Operationen bei Prioritdtswarteschlangen:
— Element in Schlange einfligen
— Element mit der héchsten Prioritat entnehmen.

* |n Java:

— 1. Wahl bei Implementierung: Klasse PriorityQueue.
« Datenstruktur: Dynamisches zirkulares Feld

— Alternative: Klasse TreeSet.
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C# und Java RWTH

Java C#

Interface List Interface IList
ArrayList List

LinkedList LinkedList
ArrayDeque Queue, Stack
Interface Map Interface IDictionary
HashMap Dictionary
TreeMap SortedDictionary
Interface Set Interface ISet
HashSet HashSet
TreeSet -
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| RWTHAACHEN
ADT Liste UNIVERSITY

Datenstrukturen zum ADT Liste
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Datenstrukturen zum ADT Liste RWTH

« Gut geeignet: Lineare homogene Datenstrukturen
— mehrere gleichartigen Datenobjekte
— 1:1 - Relation

O—0—~0C——0

« Die wichtigsten linearen homogenen Datenstrukturen
sind:
- pas Feld, eventuel dynamiSCh und/oder
ZIrkulary (eute)

— Die verkettete Liste (Vorlesung 5)
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Einsatz linearer homogener RWNTH
Datenstrukturen

« Lineare homogene Datenstrukturen eignen aul3er flr den
ADT Liste noch far

« den ADT Feld,
« sowie die Spezialfalle der Liste Stack, Queue und Deque.
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Dynamisches Feld RWTH

« EiIn dynamisches Feld bestent aus:
— Einem (normalen) Feld, das nicht vollstandig gefullt ist.

— Einem Zeiger, der anzeigt, welches das erste unbesetzte
Element ist.

14
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RWTH

Einflgen hinten (1)

Dynamisches Feld:

Solange das neue Element noch in das Feld passt:
Tist[n] = newEntry;
n++;

= Einflgen eines Elements: O(1)

 Wenn das neue Element nicht mehr in das Feld passt:

— Ein Feld mit einer gr6f3eren Anzahl von Elementen wird
angeleqt.

— Alle bisherigen Elemente werden umkopiert.

— Das neue Element wird angehangt.

= 0(???)
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RWTH

Einflgen hinten (2)

 Nehmen wir als Beispiel: 1000 Elemente sollen in die Liste
eingefugt werden.

« Java nimmt als Anfangsgrol3e fur das Feld 10

— Dies kann (und sollte auch) verandert werden, falls die maximale
Grol3e der Liste vorher bekannt ist.

* Immer wenn das Feld zu klein wird, wird ein neues Feld mit doppelt
so vielen Elementen erzeugt und alle Elemente umkopiert:
— Dies ist eine Vereinfachung zur besseren Rechnung. In
Wirklichkeit betragt der Faktor:

« Sun-Java: 1,5
« Gnu-Java: 2

« C# (Mono): 2

* Python: 1,125
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Einflgen hinten (3)

RWTH

Element Nr. Neue Feldgrol3e Umzukopierende Elemente

11 20 10

21 40 20

41 80 40

81 160 80
161 320 160
321 640 320
641 1280 640

Summe: s =1270

- Wird eine Liste aus n Elemente aufgebaut, ist die Anzahl der
kopierten Elemente immer < 2n

= Aufbau von n Elementen: O(n)
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RWTH

Einflgen vorne

Aufbau einer Liste von n Elementen durch Einfligen
neuer Elemente von vorne:

Bei jedem Einflgen mussen alle Elemente einen Platz nach
hinten kopiert werden

Das ergibt:
« 1+2+43+......+(n-1)=(n*(n-1))/2 Kopiervorgange
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RWTH

Auslesen

« Dynamisches Feld: Elemente kdnnen generell direkt
ausgelesen werden.

=0(1)
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RWTH

Komplexitat

Dyn.
Feld
Java-Klasse Array
List
Auslesen Anfang O(1)
Auslesen Mitte O(1)
Auslesen Ende O(1)
Einflgen/Loschen Anfang O(n)
Einflgen/Loschen Mitte O(n)
Einfligen/Loschen Ende avg.O(1)
wst.O(N)
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RWTH

Eignung fur Stack und Queue

« Ein dynamisches Feld ist fur einen Stack gut geeignet.
— Einflgen Ende + Auslesen Ende O(1)

« Ein dynamisches Feld ist fur eine Queue schlecht geeignet.
— Entweder Einfigen oder Auslesen O(n)

« Daher werden fur Queues zirkulare dynamische Felder
benutzt:
— Manchmal auch doppelt verkettete Listen (spater)
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Zirkular organisiertes Feld

RWTH

14

15

13

12

11

10

OO IW|IN

Umlauf im Uhrzeigersinn:
1 = (1+1) % data.length;
Umlauf gegen den Uhrzeigersinn:

1 = (1-1l+data.length) % data.length;
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Queue mit Hilfe eines Feldes (1) RWTH

public class ArrayQueue {
private int head;
private int tail;
private Object [] data;
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Queue: Methode isEmpty() RWII

private void clear() ({
head = 0;
tail = 0;

public boolean isEmpty () {
return head == tail;
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Queue: Methode put(..) RWTH

public void put (Object o) {
datal[tail] = o;
tail = (tail+l) % data.length;

//Fortsetzung naechste Folie
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Queue: Methode put() (2) RWTH

/ Noch 1
Element

frei

//Fortsetzung von voriger Folie

if (head==tail) {
resize () ;

}
}  //Ende der Methode

voll
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Queue: Methode get() RWTH

public Object get () throws QueueException {
if (1sEmpty()) {
throw new QueueException
("Queue 1ist leerxr!");

}
Object ret = datalhead];

head =(head+1l) % data.length;

return ret;

}
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Datenstrukturen fur Deque RWTH

* Wiederholung: Eine Deque ist eine lineare Datenstruktur,
bel der die Daten an beiden Enden eingefugt oder
entfernt werden kdnnen.

« Die geeigneten Datenstrukturen entsprechen denen der
Queue.

— Es wird dazu Ubergegangen, statt einer Queue gleich eine
Deque zu implementieren.

— So auch in Java:

« Klasse ArrayDeque (zirkulares dynamisches Feld) flur Queues
» Zugehdriges Interface: Deque
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RWTHAACHEN
Vorlesung 3 UNIVERSITY

Vorlesung 3

Hashtabellen
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Abstrakter Datentyp Menge (,,Set") RWTH

Eine Menge (Set) ist eine Sammlung von Elementen des gleichen
Datentyps.

Innerhalb der Menge sind die Elemente ungeordnet.

Jedes Element kann nur einmal in der Menge vorkommen.

Operationen:

— Elementare Operationen: Einfigen, Loschen, Testen (ob
vorhanden).

— Darauf aufbauende Operationen: Typische Operationen aus der
Mengenlehre: Schnittmenge, Restmenge, ...
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Datenstruktur Menge (,,Set") RWTH

« Die Datenstruktur Set ist nur in wenigen
Programmiersprachen direkt in der Sprache verflgbar
(z.B. PASCAL).

« In Java ist Set ein Interface, das (unter anderem)
folgende Klassen implementieren:

— TreeSet (keine .NET-Entsprechung): Basiert auf der
Datenstruktur Rot-Schwarz-Baum, implementiert Erweiterung
SortedMap.

— HashSet (.NET: HashSet): Basiert auf der Datenstruktur Hash-
Tabelle.
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ADT Assoziatives Feld RWTH

« Englische Namen: Associative Array, Dictionary, Map

 Sonderform des Feldes

— Verwendet keinen numerischen Index zur Adressierung eines
Elements (wie a[1]).

— Verwendet zur Adressierung einen Schltssel (z.B. in der
Form a["Meier"])

« QOperationen
— Feldeintrag einflgen
— Feldeintrag auslesen
— Feldeintrag l6schen

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 91



Einsatz von Assoziativen Feldern RWTH

« Assoziative Felder eignen sich dazu, Datenelemente in
einer grof3en Datenmenge aufzufinden.

« Jedes Datenelement wird durch einen eindeutigen
Schlissel identifiziert.

daten[suchschluessel]=datenelement

« Beispiel: Telefonbuch

— Datenelement: (Name, Adresse, Telefonnummer)
— Suchschlissel: Name
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Assoziative Felder in Java R“TH

* ADT entspricht dem Interface java.util.Map

« 2 Implementationen

— TreeMap (.NET: SortedDictionary): Basiert auf der Datenstruktur
Rot-Schwarz-Baum, implementiert Erweiterung SortedMap.

— HashMap (.NET: Dictionary): Basiert auf der Datenstruktur Hash-
Tabelle.

« Assoziative Felder gibt es auch in vielen anderen
Sprachen (gewohnlich als Hash-Tabelle):

— C++ (Map), Python (Dictionary), Ruby (Hash), Perl, PHP,
Visual Basic, ...
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Beispiel in Groovy und Java

RWTH

 Am Beispiel: Telefonbuch als ass. Feld
« Groovy (in C# fast identisch):

Map tel =

new HashMap () ;

tel ["Mustermann"]1=123456;
System.out.println(tel ["Mustermann"]) ;

 Java
Map tel =

new HashMap () ;

tel.put ("Mustermann", 123450) ;
System.out.println(tel.get ("Mustermann")) ;
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Anwendungsbeispiel in Java RWTH

« Beispiel in Java (Klasse HashMap) .

HashMap<String, Integer> map =

new HashMap<String, Integer>();
map.put ("Januar",1);
map.put ("Februar", 2) ;
map.put ("Maerz", 3) ;
System.out.println (map.get ("Februar")),; = 2
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Beispiel in Java (2) RWTH

« Man kann auch prifen, ob ein String ein Monat ist

boolean s = map.containsKey ("Januar"); = true

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 96



Mengen und assoziative Felder RWTH

* Ein assoziatives Feld kann immer auch als Menge
verwendet werden:
— Das Datenelement ist dann ein Dummy-Element.
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Mengen und assoziative Felder (2) RWITH

« Eine Menge kann leicht zu einem assoziatives Feld
umgewandelt werden.

* public class Element ({
Object key;
Object data;

//Zwei Elemente sind gleich, falls
//die Schluessel gleich sind
public boolean equals (Element b) {

return (this.key.equals(b.key))
}
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Mengen und assoziative Felder (3) RWTH

« Diskussion der Datenstrukturen ist fur beide ADT gleich.

« Im folgenden werden die Datenstrukturen immer am
Beispiel der Menge vorgestelit.
— Die Erklarungen sind dann etwas einfacher.

« Die Hauptanwendungen sind aber assoziative Felder.

* In Java:
— HashSet -« > HashMap
— TreeSet - > TreeMap
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Geeignete Datenstrukturen RWTH

 Assoziative Felder kdnnen sehr unterschiedlich
verwirklicht werden:

« Einfache L6sung: Verwendung einer ArrayList:

Einflgen:
L6schen:
Prifen:
Auslesen:

add (element)
remove (element)
contains (element)

get (indexOf (element)

« Aufwendige L6sung: Verwendung einer Datenbank
— MySQL, Oracle, Access, ...
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RWTH

Geeignete Datenstrukturen (2)

Wichtige Fragen:

« Welche Datenstrukturen werden an welcher Stelle
verwendet?

« Welche Datenstrukturen sind wann geeignet?

* Folgende Datenstrukturen werden untersucht:

— Die schnellste Datenstruktur (Hashtabelle) wird nachfolgend
betrachtet.

— Weitere Datenstrukturen (balancierte Baume) betrachten wir
spater.
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Hashtabellen R“TH

(Hashtables / Streuwerttabellen)

Einfihrung: Hashfunktion und Kollision
Hashing in Teillisten
Offene Adressierung (Sondieren)
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Grundprinzip einer Hash-Tabelle

* Elemente werden in einem grol3en Feld gespeichert.

* In welchem Feldelement ein bestimmter Eintrag gespeichert wird,
berechnet eine Hashfunktion h(X) aus dem Schlussel X (,address

calculator®) Feld Index
1
2
X 3
X ci?cdur Ieastzr R 4
T N-1
N
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RWTH

Definitionen zu Hash-Funktion

S sei eine Schliisselmenge und | eine Adressmenge im weitesten
Sinn.

Dann heifst h: S — | Hash - Funktion.

Die Bildmenge h(S) c | bezeichnet die Menge der Hash-Indizes.

.

[T/ = 6GroRe N der
Hash-Tabelle

Bemerkung:

Die Schllisselmenge ist im allgemeinen sehr viel grof3er als die

Adressmenge. _———— | Alle Adressen
Deshalb wird eine Hash-Funktion surjektiv ( h(S) =1), werden

erreicht.
aber nicht injektiv sein (h(s)=h(t)»s=t) !
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Hash-Funktionen fir verschiedene RWNTH
Datentypen

« Hash-Funktionen hangen ab von
— Datentypen der Schlissel
— Anwendung

* Integer: Divisionsrest-Methode (,Divisions-Hash®):
h(x) =x mod N
— Bevorzugtes Verfahren, wenn die Schlusselverteilung nicht
bekannt ist.

— Etwaige RegelmaRigkeiten in der Schlisselverteilung sollten sich
nicht in der Adressverteilung auswirken.

— Daher sollte N eine Primzahl sein.

— Andere Methoden: Faltung, Mid-Square, ...
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Hash-Funktionen fir verschiedene RWNTH
Datentypen

« Andere Datentypen: Ruckfihrung auf Integer.

— Alle Datentypen: Verwenden der Speicheradresse.

— Strings: ASCIl/Unicode-Werte addieren
(evtl. von einigen Buchstaben, evtl. gewichtet)
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Beispiel fur Hash-Funktion: h(s) =s mod 10

RWTH

Index | Eintrag

0

1

2 42

3

4

5

6

7

8

9 119

EinfGgen von 69
fuhrt zu Kollision
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Beispiele fur Hashfunktionen (2)

h3(s):

int index = ord(s.charAt(0));

index += ord(s.charAt (1)),
index += ord(s.charAt(2));

o

index = index % 17;

. Mai, September

- Januar
- Juli
- Marz

~NOoOUAWNRO

8
9
10

- Juni
: August, Oktober
: Februar

11:
12:
13:

14
15

: November
. April, Dezember

16:
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Hashing in Java (1) RWTH

 Collections Framework unterstutzt Hashtabellen, z.B. mit
Klasse HashMap

 java.lang.Object definiert Methode

int hashCode ()

— berechnet Hash-Wert flr Objekt (u.U. aus Speicheradresse)

- java.lang.Integer und java.lang.String liefern eigene
Implementierungen

— kann in selbstgeschriebenen Klassen uberschrieben werden

« hashCode () dient als Basis fur Hashfunktionen ...
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RWTH

Kollision

Definition:
Sei S Schlisselmenge, h Hash-Funktion.
Ist fir s; #s, (Mits; € S)

h(s,) = h(s,),
so spricht man von einer Kollision.

« Wahrscheinlichkeit von Kollisionen ist abhangig von Hashfunktion
= Hash-Funktionen sollten moglichst gut streuen!
* Aul3erdem: Hash-Funktion muss effizient berechenbar sein.

» Wahl einer guten Hash-Funktion schwierig (- Wikipedia)
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Wahrscheinlichkeit von Kollisionen R“TH

Annahme:
iIdeale Hash-Funktion, d.h. gleichmaldige Verteilung tber die Hash-
Tabelle

,Geburtstagproblem®:
Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 2 von n Leuten
auf einer Party am gleichen Tag Geburtstag haben?

Analogie zum Geburtstagsproblem:
— m = 365 Tage = Grol3e Hash-Tabelle (bisher N genannt)
— n Personen = Zahl Elemente
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Wahrscheinlichkeit von Kollisionen RWTH

p(i;m) := Wahrscheinlichkeit, dass i-ter Schllssel auf freien Platz
abgebildet wird (i=1,...,n), wie alle Schltssel vorher:
o@m) =10 _a-0y e platzefrei)
m m

o2m=""2_a_21y (ein Platz belegt, m-1Pltze frei)
m m

m-—i+1

p(i;m) = = 1—ﬂ) (i-1Platzebelegt, m-i1+1Platzefrei)

Wahrscheinlichkeit fur ,keine Kollision®:

P(NoKol |n,m) = Hp(l m) = H(l——)

Wahrscheinlichkeit fur ,mindestens eine KoII|S|on :
P(Kol | n,m) =1-P(NoKaol | n,m)
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RWTH

Tabelle zum Geburtstagsproblem (m=365)

4 Schon bei 23 Gdsten ist N

die Wahrscheinlichkeit fiir

.Geburtstagspdrchen” »
0,5!

}(”Gebuﬁs‘ragspar‘adoxon“) Y.

n Pr(Kol|n,m)
10 0,117

20 0,411

22 0,476

23 0,507

24 0,538

30 0,706

40 0,891

50 0970 |

Bei 50 Gdasten ist
.Kollision" fast sicher
T
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Kollisionsbehandlung RWTH

Situation: zwei Eintrage werden auf die gleiche Feldadresse abgebildet,
d.h. h(x;) = h(x,)

Strategien bei Kollisionsbehandlung (u.a.):

a) ,Verkettung der Uberlaufer®, ,Hash in Teillisten*:
Liste fur alle Elemente, die die gleiche Position belegen.

b) ,Sondieren®, ,Hashing mit offener Adressierung®:
Suchen einer alternativen Position innerhalb des Feldes. Wir
betrachten:

1. Lineares Sondieren
2. Doppeltes Hashing
3. Quadratisches Sondieren
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RWTH

Hash in Telllisten

h(S) — O 0 > > > >
hs)=1 | LT -
Prinzip:
. Hash-Tabelle besteht aus N linearen
Listen.
. Mit Hashfunktion h aus Schliissel s
N-1] , den Hashindex h(s) berechnen (gibt
an, in welche Teilliste der

Datensatz gehort).
. Dann innerhalb der Teillisten
sequentiell speichern.
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Beispiel zu Verkettung mit linearen Listen

h(i) =1 mod 10

\ 4

19

0 100

1

2 42 »202 >
3 333

4

515

6 — 666 » 36

7

8

9
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RWTH

Definitionen: Schrittzahl und Fullgrad

Die Schrittzahl S(s), die notig ist, um den Datensatz mit Schltssel s zu
speichern bzw. wiederzufinden, setzt sich bei Hashing in Telllisten
zusammen aus

* der Berechnung der Hash-Funktion und
« dem Aufwand fir die Suche/Speicherung innerhalb der Teilliste.

Der Fullgrad einer Hash-Tabelle ist der Quotient
o = n/N,

mit

* N := Grof3e der Hash-Tabelle (# Adressen) und

* N .= # gespeicherte Datensatze (normalerweise ist N > n).
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Schrittzahl beim Suchen in Teillisten

RWTH

N = # Telillisten; n = # gespeicherte Datensatze

Fullgrad der Hashtabelle: a=n/N

« Beilidealer Speicherung entfallen o Elemente auf jede Teilliste.

e Schrittzahl im Mittel: /

Hash-Index berechnen.

— erfolgreiche Suche: ¢, + ¢, - a/2

— erfolglose Suche: c, + ¢, -«

Lineare Suche in Teilliste.

= Suchaufwand: O(a) = O(n/N)

= wird der Fullgrad zu grol3, sollte die Hashtabelle vergrof3ert werden

(dynamisches Hashing).
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RWTH

Dynamisches Hashing

« Um zu viele Kollisionen zu vermeiden, muss die Hash-
Tabelle ab einem gewissen Fullgrad vergrol3ert werden
—>dynamisches Hashing

* Folge einer VergrofRerung: Die gesamte Hashtabelle
muss neu aufgebaut werden.

— Sowohl beim Hash in Teillisten als auch beim Hash mit
offener Adressierung.

— Es sollte stets gelten: a<!/, (hach Sedgewick).
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Offene Adressierung (Sondieren) RWTH

e Speichern:

— Hashindex mit Hashfunktion aus Schlissel des Datensatzes
berechnen.
Falls Speicherplatz frei: dort speichern

— Bei Kaollision: Ersatzadresse berechnen und Speicherversuch
wiederholen
Falls berechneter Speicherplatz erneut belegt: Neue
Ersatzadresse berechnen; solange bis

« freier Platz gefunden oder
- verflgbarer Speicher ganz durchlaufen (%)

« Suchen: analog zum Ablauf beim Speichern

« Ldschen ist aufwandig!
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Lineares Sondieren RWTH

Definition:

Wird die Ersatzadresse bei jeder Kollision durch Erhohen der alten

Adresse um 1 berechnet, so spricht man von linearem Sondieren
(,linear probing®).

Die i-te Ersatzadresse flur einen Schlissel s mit Hash-Index h(s) wird
also wie folgt berechnet:

hi(s) = (h(s)+1) mod N

(ho(s) = h(s): Hashindex der Hashfunktion selbst)
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RWTH

Beispiel zum Sondieren (1)

« Aufgabenstellung:

— Eine Firma mit zur Zeit 60 Mitarbeitern vergibt Personalnummern.
Da Nummern von ehemaligen Mitarbeitern nicht neu vergeben
werden, hat man maximal vierstellige Nummern vorgesehen.
(Schltusselmenge: S = {1...9999}).

— 100 Speicherplatze fur Datensatze (von O an nummeriert) zur
Speicherung der Personaldaten
(Hash-Indizes: | = {0,...,99}).

« Hash-Funktion: h:S — 1 mith(s) =s mod 100

« Bel Kollision:
— berechneten Hashindex solange um 1 (modulo 100) erhdhen, bis
freier Platz (Speichern) bzw. gesuchter Eintrag (Suchen)
gefunden wird.
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Beispiel zum Sondieren (2)

RWTH

Einflgen: Schliussel Name h(s)
1233 Muller 33
2034 Meier 34
9539 Schulze 39
3433 Schmitz 33 1.Kollision, Ersatzadr. 34
2.Kollision, Ersatzadr. 35
Wiederfinden: Schlissel Name h(s)
2034 Meier 34 | Datensatz gefunden
3433 Schmitz 33 | nicht gefunden; Ersatzadr. 34
nicht gefunden; Ersatzadr. 35
Datensatz gefunden
7334 Huber 34 nicht gefunden; Ersatzadr. 35
nicht gefunden; Ersatzadr. 36
leer: nicht gefunden
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Primare und Sekundare Haufung R

Nachteil des Divisions-Hash mit linearem Sondieren:

« es bilden sich Ketten belegter Platze. Formal:
n,(8) =h,® ~h,(&)=h,®=h,.,=h,.®

— erhdoht Wahrscheinlichkeit flir weitere Kollisionen in diesem
Bereich.

— Diesen Effekt nennt man primare Haufung (,primary clustering").

SNNNNEEEEEEE

Alle Hashindizes, die auf die Haufung treffen,
landen auf dem ersten Element nach der Haufung
und tragen zu ihrer Vergrof3erung bei.
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Primare und Sekundare Haufung R

 Ahnlich: Sekundéare Haufung (,secondary clustering®)
(hangt von Hashfunktion ab):

h,(8)=h,®) =h,(s)=h,®

« Wenn primare Haufungen durch bessere Verfahren
vermieden werden, kbnnen immer noch sekundéare
Haufungen entstehen, wenn viele (urspringliche) Hash-
Adressen gleich sind.
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RWTH

Doppeltes Hashing

« Ahnlich wie lineares Sondieren.

e Der Schliussel wird nicht um 1 erhéht, sondern der
Inkrement wird mit einer zweiten Hashfunktion
berechnet.

« Beseitigt praktisch die Probleme der priméaren und
sekundaren Haufung.

* Nicht alle Felder werden durchprobiert. Im ungiinstigen
Fall kann ein neues Element nicht eingefligt werden, auch
wenn noch Felder frei sind.

« Beil der Verwendung von Speicheradressen als Hash-
Index kdnnen die unteren Bits als Hash-Index und die
mittleren Bits als Inkrement benutzt werden.
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RWTH

Vergleich der Hash-Verfahren

« FUr Mengen bzw. assoziative Felder sind Hash-Tabellen
anderen Datenstrukturen Uberlegen (aul3er in
Spezialfallen).

 Die Unterschiede zwischen den Hash-Verfahren sind
vergleichsweise gering.

« Gewdhnlich wird gewabhilt:
— Hashing in Teillisten oder doppeltes Hashing
— generell in Kombination mit dynamischem Hashing.
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Implementierungen von Hashtabellen

RWTH

Sprache |Klasse Variante Max.
Fullgrad
Sun-Java | HashMap, | Hash mit 3/4
Hashtable | Teillisten
Gnu-Java | HashMap, | Hash mit 3/4
(9c)) Hashtable | Telllisten
C# / Mono | Dictionary | Doppeltes 3/4
Hashing
Python Dictionary | Mehrfaches 213
Hashing
Ruby Hash Hash mit 5
Telllisten
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RWTH

Hashtabellen als Mengen

« Beispielhaft fir dynamische Hashtabellen mit Telllisten:

 Suchen:
— Durchschnittlich werden a Elemente durchsucht.
Bei dynamischen Tabellen gilt: a<c (c fest). O(1)
« Einflgen:
— Suchen (0(1))
— Einftigen (O(1))
— Eventuell Neuaufbau der Tabelle. Dies ist
durchschnittlich O(1) aus den gleichen Grinden

wie bei der dynamischen Liste O(1)
« Ldschen
— Suchen (0(1))
— Ldschen (O(1)) O(1)
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Hashtabellen als Mengen (2) R""I

« Beil ungunstiger Verteilung der Hashwerte (alle Elemente
haben denselben Hashwert) ist der Suchaufwand O(n).

« Muss die Hashtabelle vergrol3ert werden, missen alle
Hashwerte neu berechnet werden.

— Fur einzelne Elemente sehr lange Funktionszeiten mdglich
(worst case O(n)).
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Komplexitat von Mengen

RWTH

Unsortierte | Sortierte Baum (Dyn.)
Liste Liste (spater) Hashtabelle
Suchen O(n) O(log n) O(log n) O(1)
Einflgen O(n) O(n) O(log n) O(1)
wst: O(n)
Ldschen O(n) O(n) O(log n) O(1)
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RWTHAACHEN
Vorlesung 4 UNIVERSITY

Vorlesung 4

Verkettete Listen
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Definition der abstrakten Datenstrukturen R“TH

« Linearen homogenen Datenstrukturen ist gemeinsam:

— mehrere gleichartigen Datenobjekte
— 1:1 - Relation
O—O0—~0C——0

« Sie sind besonders geeignet fur die ADT Liste, Stack,
Queue und Deque.
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RWTH

Implementation

« Die wichtigsten linearen homogenen Datenstrukturen
sind:

. pie Verkettete Liste (heute) und das

« Feld (eventuell dynamisch und/oder zirkular)
— Felder wurden in Vorlesung 2 behandelt.
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Einfach verkettete Liste RWTH

Eine Einfach verkettete Liste besteht aus Knoten.

class Node {
Object element; // Datenkomponente

Node next; // Verweis auf Restliste

element

et
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RWTH

Zusammenfligen von Knoten

« Durch Hintereinanderhdngen von Knoten entsteht eine

By 3

* Die Listenklasse muss sich .
class MyList {
nur den Kopf merken Node head;

« Jeder Knoten zeigt
auf seinen Nachfolger

head

A 4
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Listenende RWTH

« Leerer Verwels am Listenende

— Fdar letztes Element gilt:
node.next = null; “

« Alternative : Ruckverweis auf Listenanfang (= Zirkulare

Liste) Head

AN 8

A 4
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Verkettete Liste: Durchlauf

head
—» » > —> >
Erster letzter
Knoten Knoten
pred node succ
Entsprechung fur Durchlauf von Arrays:
for (int i1i=0; 1 < a.length; i++)
bel Listen:
for (Node node=head; node != null; node = node.next)
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EinflUgen und Ldoschen

« void insert (int pos, Datenelement e)
— Flge Element an Position pos ein

e void delete (int pos)
— L6sche den Knoten an Position pos

= Ubung am Computer
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Varianten fur Listenanfang R“TH

Listenanfang erfordert head Alternative: ,Pseudo-Knoten’ am
Sonderbehandlung Listenanfang head

?

“h
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Komplexitat

RWTH

« Komplexitatsanalyse der einfach verketteten Liste:

Auslesen Anfang O(1)
Auslesen Mitte O(n)
Auslesen Ende O(n)
Einflgen/Loschen Anfang O(1)
Einflgen/Loschen Mitte O(n)
Einflgen/Loschen Ende O(n)
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Doppelt verkettete Liste RWTH

« Verwels auf Nachfolger und Vorganger

— S — S — S

class DNode { class DList {
Object obj; DNode first;
DNode pred; DNode last;
DNode succ; }

}

 Listenklasse merkt sich head und tall
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RWTH

Komplexitat

« Komplexitatsanalyse der einfach und doppelt verketteten Liste:

1fach | 2fach

Java-Klasse - Linked

List
Auslesen Anfang O(1) |O(1)
Auslesen Mitte O(n) |O(n)
Auslesen Ende O(n) |[0(1)
Einflgen/L6schen Anfang O(1) |O(1)
Einflgen/Loschen Mitte O(n) | O(n)
Einfligen/Loschen Ende O(n) |[0(1)
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RWTH

ArrayList - LinkedList

« ArraylListist in den meisten Fallen schneller.

* ArraylList ist insbesondere schneller, wenn oft auf Elemente in der
Mitte der Liste zugegriffen werden muss.

» LinkedList ist schneller, wenn oft Elemente am Anfang und am Ende
der Liste eingefligt oder geldéscht werden.

— Wichtig fur Queues oder Deques.

— Hier kann auch ein zirkulares dynamisches Feld verwendet
werden.

« Das Einfligen eines einzelnen Elements ist bei einer ArrayList im
schlechtesten Fall O(n).
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RWTHAACHEN
Vorlesung 5 UNIVERSITY

Vorlesung 5

Binare Suchbaume
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Gliederung RWTH

Zunachst betrachten wir die Definition von Baumen

Anschliel3end untersuchen wir Baume als Implementation von Mengen
bzw. assoziativen Feldern.

« Alternative zu Hashtabellen (Vorlesungen 3/4)
« Vorteil: Daten sind in Baumen sortiert.
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Grundbegriffe zu Baumen RWTH

Gibt es in einem Knoten nicht einen, sondern mehrere Verweise,
entstehen statt verketteten Listen Baume.

class Node {
Object element; // Datenkomponente
Node nextLeft; // Verweis 1
Node nextRight; // Verweis 2

element

element element
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Grundbegriffe zu Baumen (2) RWTH

 Bedingung flur Baume:

— Zwel beliebige Knoten sind durch genau einen
(einfachen) Pfad verbunden.

Graph, aber kein Baum:
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Grundbegriffe zu Baumen (3) RWTH

 Baum = Hierarchische (rekursive)
Datenstruktur

— alle Wege gehen von einer Wurzel aus

— A heil3t Vorganger von B, wenn A auf einem
Weg von der Wurzel zu B liegt. B heil3t dann
Nachfolger von A.

— A heil3t Vater von B, wenn (A, B) € E, B
hei3t Sohn (,Kind“) von A.

— Haben B und C denselben Vater, so heifden
sie Bruder.

— Knoten ohne Sohne heil3en Blatter
(, Terminalknoten®).

— Knoten mit So6hnen heil3en innere Knoten.
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Grundbegriffe zu Baumen (4) RWTH

« Ein Knoten S mit allen Nachfolgern
wird Teilbaum eines Baumes T
genannt, falls S nicht die Wurzel
von T ist.

« Der Verzweigungsgrad eines
Knotens ist die Anzahl seiner
Kinder
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. . . RWTHAACHEN
Knotenbezeichnungen an einem Beispiel UNIVERSITY

Wurzel (root)

Blatt (leaf)

iInnerer Knoten
(internal node)

Blatt Blatt
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Level und Hohe

RWTH

Jeder Knoten in einem Baum liegt auf einem bestimmten Level (Lange
des Pfades von der Wurzel zu diesem Knoten).

plus 1)

Level eines Knotens
ist (Level vom Vater

N

Level der
Wurzel ist O,

N

1

@

/.\‘0
9

@

@ [

A

Die Hohe eines
Baums ist gleich
dem maximalen
Level eines
beliebigen Knotens
des Baums.
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RWTH

Begriffe zu Binarbaumen (1)

O
Definition:
@p O @Q s

Die Knoten eines Binarbaums (,binary tree®) haben hochstens den
Verzweigungsgrad 2 (haben hochstens 2 Séhne).

Bei einem geordneten Binarbaum ist die Reihenfolge der S6hne durch
die Indizes eindeutig festgelegt (T, = linker Sohn, linker Teilbaum; T, =
rechter Sohn, rechter Teilobaum).
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Begriffe zu Binarbaumen (2)

Definition:
Ein Binarbaum heif3t minimal (bezogen auf die Hohe), wenn kein
Binarbaum mit gleicher Knotenzahl aber kleinerer HGhe existiert.

Ein links-vollstandiger Bindarbaum ist ein minimaler Bindrbaum, in dem
die Knoten auf dem untersten Level so weit wie moglich links stehen.

Alle Blatter eines vollstandigen Binarbaums haben den gleichen Level.

Beispiel fiir ———
/ linksvollstdndigen / Beispiel fir
Bindrbaum vollstdndigen
Bindrbaum
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EinflUhrendes Applet RWTH

EinfUhrung:

Kapitel Suchbaum (1)

binarer Suchbaum:

Ein binarer Suchbaum ist ein Binarbaum, bei dem fur jeden Knoten des
Baumes qilt:
. Alle Schlissel im linken Teilbaum sind kleiner, alle im rechten

Tellbaum sind grof3er oder gleich dem Schltssel in diesem
Knoten.
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Array-Einbettung RWTH

Eignet sich am besten zur Darstellung links-vollstandiger Binarbaume, z.B.:

Man nummeriert die Knoten ebenenweise durch. Das Feldelement O bleibt frei.
Dann berechnen sich die Positionen von Vorgangern und Nachfolgern so:

\Vorganger :Pred(n) =|n/2|

2N linker Sohn _ .
Nachfolger :Succ(n) = (falls diese existieren)
2n+1 rechter Sohn
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Binarer Suchbaum RWTH

Suchbaum 2

@ Suchbaum 1

alle Schlissel im linken Teilbaum
sind < der Wurzel.

alle Schlissel Im rechten Teillbaum @ @
sind > der Wurzel.
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EinflUhrendes Applet RWTH

EinfUhrung:

Kapitel Suchbaum (2)

binarer Suchbaum:

Ein binarer Suchbaum ist ein Binarbaum, bei dem fur jeden Knoten des
Baumes qilt:
. Alle Schlissel im linken Teilbaum sind kleiner, alle im rechten

Tellbaum sind grof3er oder gleich dem Schltssel in diesem
Knoten.
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Suchen im Suchbaum RWTH

Suchen der 50 @
\@
AN

50,

(99
.,

10,

Vater des
neuen Knotens
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Einflgen im Suchbaum (1) RWTH

Vor Einfligen der 4 /@ @
\@
AN

50,

10,

7

Vater des
neuen Knotens
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EinfGgen im Suchbaum (2) Rwlll.lwér?s{lw

Nach Einfligen der 40. @

o 79

10 \@

50,
(49
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Loschen im Suchbaum (1)

« Fall 1: zu I6schender Knoten ist Blatt (hat keine
Kinder)

« Knoten kann problemlos geloscht werden
» Beispiel: Loschen der 50

20,
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Loschen im Suchbaum (2)

 Fall 2: zu l6schender Knoten hat ein Kind
« Kind-Knoten rickt an die Stelle des Knotens vor
« Beispiel: Loschen der 30

20,
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Loschen im Suchbaum (3) RWTH

« Fall 3: zu I6schender Knoten hat zwei Kinder

« Suchen des nachstgrol3eren Knoten im rechten Baum
« Erst einen Schritt nach rechts

« Dann solange nach links, bis es links nicht weitergent.
» Beispiel: Loschen der 20 — nachstgrof3erer Knoten: 30
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Loschen im Suchbaum (4) RWTH

* Fortsetzung Fall 3

 Ersetze den zu léschenden Knoten durch den
nachstgrol3eren.
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Loschen im Suchbaum (5) RWTH

* Fortsetzung Fall 3
 Lasse rechte Seite des freien Platzes vorricken.

€D €D
W ) S @

50,
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Loschen der ,,70 (1) Rwiljm\i}ér?gl%\'

Knoten hat zwei
Sohne

109

NdchstgroBeres
Element
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Loschen der ,,70“ (2) Rwam\l}é\gglw
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Loschen der ,,70% (3) Rwam\l}é\gglw

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 169



Applet zum Loschen im Suchbaum RWTH

Kapitel Suchbaum (3)
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Struktogramm zum Loschen

RWTH

Datenstruktur:

class Node {
Node parent;
Node right;
Node left;
Comparable data;

remove(Comparable data)

Knoten mit Datenelement data Suchen

Knoten gefunden?

Fall 1

Fall 2

Fall 3

] n
Wieviele Kinder hat der Entfernen
maoglich.

0 1 2 Abbruch
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Unterroutinen zum LO6schen (1) R"I"

Datenstruktur:

class Node {
Node parent;
Node right;
Node left;
Comparable data;

CopyNode: Kopiert Daten und Referenzen zu
den Nachfolgern von Node nl in Node n2

public void copyNode
(Node nl, Node n2) {
n2.data = nl.data;
n2.left = nl.left;
n2.right = nl.right;

copyData:

}

Kopiert data von Node nl in Node n2

public void copyData (Node nl, Node n2) {
n2.data = nl.data;

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug

~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 172



Unterroutinen zum LOschen (2) R"I"

clearNode(Node n):
LOoscht n aus dem Baum. Darf nur aufgerufen werden, wenn
n ein Blatt ist.

public void clearNode (Node n) {
if (n==root) {
root = null;
return;
}
if (n.parent.left == n) {
n.parent.left = null;
} else {
n.parent.right = null;

}
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Loschen: Fall 1 und 2 RWTH

« Zu léschender Node: Node n
 Fall 1: keine Kinder

clearNode (n)

 Fall 2: ein Kind

if (n.left==null) {
copyNode (n.right, n);
} else {
copyNode (n.left, n);
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Loschen (Fall 3)

 Fall 3: zwei Kinder
//minimales Element auf der rechten Seite suchen

Node minR = n.right;
while (minR.left '= null) {
minR = minR.left;
}
//n durch minR ersetzen
copyData (minR, n);
//rechte Seite von minR nach minR schieben
if (minR.right!=null) {
copyNode (minR.right, minR) ;
} else {
clearNode (minR) ;
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RWTHAACHEN
Vorlesung 6 UNIVERSITY

Vorlesung 6

AVL-Baume
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RWTH

Komplexitat

« Die Komplexitat der Funktionen Suchen, Loschen und
Einfigen werden durch die Komplexitat des Suchens
eines Elements bestimmt

* Im schlechtesten Fall ist die Anzahl der zu
durchsuchenden Elemente gleich der HOhe des
Baums+1.

* Die HOhe hangt stark von der
Reihenfolge der Einflge-
Operationen ab.
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Applet zur Hohe von Suchbaumen RWTH

« EinfUhrendes Applet:

Kapitel AVL (1)
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EinflUgen in einen binaren Suchbaum RWTH

Beispiel 11« create() Beispiel 2: « create()
« insert(10) * insert(40)
« insert(20) * insert(20)
« insert(30) * insert(50)

* insert(10)
insert(30)
insert(60)

* insert(40)
* insert(50)
insert(60)

- Balanciertheit (Ausgeglichenheit) der Knoten-Verteilung nicht garantiert

« bei unginstiger Reihenfolge der Einfligeoperationen kdnnen zu linearen
Listen entartete Baume entstehen

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 179



Minimale und maximale H6he RWTH

« Ein vollstandig geflllter Binarbaum (voller Baum, in dem
die letzte Ebene voll besetzt ist) der HoOhe H hat

— n=1+2+4+.. .+ 2H = (2F*1-1)/(2-1) Knoten, (geometrische Reihe)

« Ein Bindrbaum mit n Knoten hat im besten Fall (optimal
balanciert) die Hohe |10g,(n+1) |-1=|log,(n) |

= Suchen ist O(log n)

* Ein Binarbaum mit n Knoten hat im schlechtesten Fall
(,entarteter”/,degenerierter* Baum) die Hohe n-1.
= Suchen ist O(n)
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Ausgeglichene Suchbaume RWTH

Wie kann Entartung verhindert werden?

* Eine Mdoglichkeit: Baum nach jedem insert/remove durch
Umstrukturierung ausgleichen.

= kann aufwandig sein, z.B.:

Ausgleichen #> @
(2] (6)

D 3 © @

Einflgen
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Balance-Kriterien (1) RWTH

(mindestens) 3 Losungsideen (Balance-Kriterien):

1. abgeschwachtes Kriterium flr ausgeglichene Hohe
= lokale Umordnungsoperationen reichen aus.

« Verschiedene Varianten, die jeweils unterschiedliche Kriterien
haben:
— AVL-Baume: Werden ausfiuhrlich behandelt.

— Rot-Schwarz-Baume: Werden in der Java-
Klassenbibliothek benutzt. Ahnlichkeiten mit B-Baumen
(siehe 3. Losungsidee). Kurze Vorstellung im Anschluss an
B-Baume.
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Balance-Kriterien (2) RWTH

2. Jeder neue Knoten wandert an die Wurzel des Baums.

— Vorteil: Zuletzt eingefligte Elemente lassen sich schneller
finden.

— Durch ein spezielles Einfugeverfahren wird der Baum
zusatzlich (teilweise) ausgeglichen.

« Splay-Baume: Werden in der Vorlesung nicht weiter
behandelt.
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RWTH

Balance-Kriterien (3)

3. Unausgeglichener Verzweigungsgrad ermoglicht
ausgeglichene Ho6he.
« B-Baume:
— B-Baume besitzen ausgeglichene H6he, lassen aber
unausgeglichenen Verzweigungsgrad zu.

— Varianten von B-Baumen werden speziell in Datenbanksystemen
als Indexstrukturen eingesetzt.

— Werden ausfuhrlich behandelt.
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AVL-Baum (Adelson-Velskij & Landis, 1962) RWTH

* Bel einem AVL-Baum unterscheiden sich die H6hen
zweler Teilbaume des gleichen Knotens maximal um
1.
— Der sogennante Balance-Index ist die Differenz

Hohe(rechter Teilbaum) — Hohe(linker Teilbaum)

Dieser Baum ist
kein AVL-Baum

— Er darf nur die Werte
-1, 0 oder 1 annehmen.
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Applet zum Balance-Index RWTH

Kapitel AVL (2)
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Ausgleichen im AVL-Baum RWTH

Wenn durch eine Einfuge- oder Losche-Operation die AVL-
Bedingung verletzt wird, muss (mit lokalen Operationen)
rebalanciert (ausgeglichen) werden.

Je nach Situation wendet man dazu entweder eine
Rotation oder eine Doppelrotation an.

— Wie die Rotationen aussehen, wird auf den folgenden Folien
erklart, ist aber nicht klausurrelevant.
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Ausgleichen im AVL-Baum (eine Rotation) RWTH

Ausgleichen#> /l\_\
. Y

N <o

A4
links Mitte rechts links Mitte rechts
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Ausgleichen im AVL-Baum (eine Rotation) RWTH

Ausgleichen
funktioniert >
SO nicht.
()
0 o

9

N

NN
links Mitte rechts links Mitte rechts
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Ausgleichen im AVL-Baum (Doppelrotation) RWTH

1. :l/l\
Rotation

N N\

links Mitte rechts links Mitte rechts
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Ausgleichen im AVL-Baum (Doppelrotation) RWTH

2. :l/l\
Rotation

links Mitte rechts links Mitte rechts
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Ausgleichen im AVL-Baum (Doppelrotation) RWTH

2. :l/l\
Rotation

; o

s
A

links Mitte rechts links Mitte rechts
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Ubungsaufgaben RWTH

Gleiche die folgenden Baume durch Rotationen aus
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Applets zum Rotieren von AVL-Baumen RWTH

Kapitel AVL (3) und AVL (4)

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 194


file://RZ-DC01/RZ-User$/ae006pf/ae006pf/AlgoDat/BinSuch/index.htm
file://RZ-DC01/RZ-User$/ae006pf/ae006pf/AlgoDat/BinSuch/index.htm
file://RZ-DC01/RZ-User$/ae006pf/ae006pf/AlgoDat/BinSuch/index.htm

RWTH

Komplexitat

* Die HOhe eines AVL-Baums ist um maximal 45% hdéher
als die eines optimal balancierten Baums.
— Suchoperation hat O(log n).

« Nach dem Einfigen wird maximal um alle Knoten
zwischen der Wurzel und dem
eingefligten Knoten rotiert.

— Ahnlich beim Léschen.

— Ausgleichen nach dem Einflgen
oder Loschen hat O(log n).
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AVL-Baume als Mengen RWTH

— Einflgen:

 Element muss gesucht werden (O(log n)).
Element muss angehangt werden (O(1)).
Baum muss ausgeglichen werden (O(log n)). O(log n)

— Ldschen:

« Element muss gesucht werden (O(log n)).
Das nachstgréfRere Element muss gesucht
werden (im worst case O(log n)).
Elemente missen umkopiert werden (O(1)).
Baum muss ausgeglichen werden (O(log n)). O(log n)

— Prifen/Auslesen:
 Element muss im Baum gesucht werden. O(log n)
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Komplexitat von Mengen

RWTH

Unsortierte | Sortierte Baum (Dyn.)
Liste Liste Hashtabelle
Suchen O(n) O(log n) O(log n) O(1)
Einflgen O(n) O(n) O(log n) O(1)
wst: O(n)
Ldschen O(n) O(n) O(log n) O(1)
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RWTHAACHEN
Vorlesung 7 UNIVERSITY

Vorlesung 7

B-Baume
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RWTH

B-Baum

« B-Baume wurden 1972 (19697?) von Rudolf Bayer und
Edward M. McCreight eingefihrt

« Ziel: effiziente Indexstrukturen flr riesige Datenbestande
(z.B. bei Datenbanken), die Uberwiegend auf externen
Datentragern (z.B. auf Festplatten) gespeichert sind.

* Viele Datenbanken (z.B. MySQL, Oracle, Access)
benutzen (als Default) B-Baume (bzw. eine Abart davon).
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B-Baum (2) RWTH

Jeder Knoten in einem B-Baum der Ordnung d enthéalt d bis 2d Elemente.
Die Wurzel bildet die einzige Ausnahme, sie kann 1 bis 2d Elemente enthalten.

Die Elemente in einem Knoten sind aufsteigend sortiert.

Die Anzahl der S6hne in einem B-Baum ist entweder O (Blatt) oder um eins
grofRer als die Anzahl der Elemente, die der Knoten enthalt.

32 34 40 41 44 50 56 ]
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B-Baum (3) RWTH

Alle Blatter liegen auf demselben Level.
« Garantierte Zugriffszeiten.

« Bel realistischen Parametern (z.B. Ordnung 1000) sind nur sehr wenige (<5)
Zugriffe auf das externe Medium notig.

B-Baume besitzen ausgeglichene Hohe, lassen aber unausgeglichenen
Verzweigungsgrad und Knotenflllgrad zu.

Der langste Weg in einem B-Baum der Ordnung d ist in O(logd+1 n) (ohne
Rechnung).

32 34 40 41 44 50 56 ]
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Andere Variante RWTH

« Bisherige Definition: Jeder Knoten in einem B-Baum der
Ordnung d enthalt d bis 2d Elemente.

« Es gibt eine weitere Variante des B-Baums. Jeder Knoten
In einem B-Baum der Ordnung d enthalt hier d-1 bis 2d-1
Elemente.

« Wir behandeln nur die erste Variante. Bei der zweliten
Variante ist das Einfiigen geringfligig anders. Das
bekannteste Beispiel der 2. Variante sind die (2,3,4)-
Baume (mit 1,2 oder 3 Element-Knoten).
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B-Baum der Ordnung 2

RWTH

\

10 20 25 [

3q;5%3\42

[\

&(-,30)

|

] [ 40 41

N\

J

44 50 56

32 34

|

<(30,38)

<(38,42)

|

=(42,7)
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RWTH

Suchen in einem B-Baum

Ausgehend von der Wurzel:

1. Prufe ob der gerade betrachtete Knoten den gesuchten Schitissel m
enthalt

Suche innerhalb eines Knotens: linear oder binar.

(Nicht wichtig, weil Laufzeit hauptsachlich von Anzahl der Zugriffe auf
Hintergrundspeicher (Festplatte) abhangt.)

Beispiel: 32 Ki K, Kj
39. 38 .\42
[ 10 20 25 32 34 40 41 44 50 56 ]
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RWTH

Suchen in einem B-Baum (2)

2. Falls nicht, bestimme den kleinsten Schliussel k;, der

grofRRer als m ist.
— k; gefunden: Weiter bei Schritt 1. mit Sohn links von k;: p;.;.

— k; nicht gefunden: Weiter bei Schritt 1. mit letztem Sohn: p,..

Beispiel: 32 Ki K, Kj
39- 38 -\42

Po :?/// Eg\\4 P3

[ 10 20 25 [ 32 34 ] [ 40 41 ] 44 50 56 ]
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Suchen in einem B-Baum (3) R\WNTH

Erfolglose Suche endet in einem Blatt.

kl k2 k3
30/ 38 0\42

Beispiel: 33
P P2

Po Ps3
[ 10 20 25 [ 32 34 ] [ 40 41 ] [ 44 50 56 ]
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Einflgen in einen B-Baum der Ordnung d RWTH

1. Suche nach Schlissel endet (scheitert) in einem Blattknoten ,node".

2. Schlissel in node in Sortierreihenfolge einfligen (und neuen leeren
Verweis einfigen).

3. Falls node nun tberfullt ist (2d+1 Elemente): node aufteilen
k sei mittlerer Eintrag von node.

1. Neuen Knoten ,current” anlegen und mit den d grofReren Schllisseln
(rechts von k) belegen. Die d kleineren Schltssel (links von k) bleiben in
node.

2. Falls node Wurzelknoten war:
* neue Wurzel ,parent” anlegen.
« Verweis ganz links in parent mit node verbinden.

3. kin Vaterknoten ,parent”von node verschieben.
4. Verweis rechts von k in parent mit current verbinden.

4. Falls parent nun tberfullt ist: Schritt 3. mit parent wiederholen.
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Beispiel Einfligen (1) RWTH

Beispiel: Einfigen von 56.

1. Suche nach Schlussel endet (scheitert) in einem Blattknoten ,node".

30 #38 «42

9 ¢

[ 102025 | | 3234 0 41 | | 245058 |
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Beispiel Einflgen (2) RWTH

Beispiel: Einfigen von 56.

2. Schltssel in node in Sortierreihenfolge einfligen (und neuen
leeren Verweis einfligen).

304 38 o42
[ 10 20 25 | [ 3234 | [ a4 | (44 50 5658 |
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Beispiel Einflgen (3) RWTH

Beispiel: Einfigen von 56.
3. Falls node nun uberfullt ist (2d+1 Elemente):

— Ist nicht der Fall

— Ende
300 38 42
[ 10 20 25 ] [ 32 34 ] [ 40 41 ] [44 50 5658]
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Beispiel Einfligen (4) RWTH

Beispiel: Einfigen von 60.

1. Suche nach Schlussel endet (scheitert) in einem Blattknoten ,node".

304 38 o42
[ 10 20 25 | [ 3231 | [ 4041 | (44505658 |
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Beispiel Einflgen (5) RWTH

Beispiel: Einfigen von 60.

2. Schltssel in node in Sortierreihenfolge einfligen (und neuen
leeren Verweis einfligen).

304 38 o42
[ 10 20 25 | [ 3231 | | 4041 | (4450 565860]
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RWTH

Beispiel Einfligen (6)

Beispiel: Einfigen von 60.

3. Falls node nun tberfdllt ist (2d+1 Elemente): node aufteilen

k sel mittlerer Eintrag von node.

1. Neuen Knoten ,current® anlegen und mit den d grél3eren
Schllusseln (rechts von k) belegen. Die d kleineren Schlissel (links
von k) bleiben in node.

2. Falls node Wurzelknoten war:

. neue Wurzel ,parent” anlegen.
. Verweis ganz links in parent mit node verbinden.

3. kin Vaterknoten ,parent” von node verschieben.
4. Verweis rechts von k in parent mit current verbinden.
300 38 o42
/ \ 56
[ 10 20 25 ] [ 32 34 ] [ 40 41 ] [4450] [58 60]
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RWTH

Beispiel Einfligen (7)

Beispiel: Einfigen von 60.

3. Falls node nun tberfdllt ist (2d+1 Elemente): node aufteilen

k sel mittlerer Eintrag von node.

1. Neuen Knoten ,current®anlegen und mit den d grél3eren
Schlusseln (rechts von k) belegen. Die d kleineren Schlissel (links
von k) bleiben in node.

2. Falls node Wurzelknoten war:

. neue Wurzel ,parent” anlegen.
. Verweis ganz links in parent mit node verbinden.

3. kin Vaterknoten ,parent” von node verschieben.
4. Verweis rechts von k in parent mit current verbinden.
300 38 o42 ¢ 56
[ 10 20 25 ] [ 32 34 ] [ 40 41 ] [4450] [58 60]
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Beispiel Einfligen (8) RWTH

3. Falls parent nun tberfullt ist: Schritt 3. mit parent wiederholen.

— in diesem Beispiel nicht notig.
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Element in Knoten einfligen RWTH

I
static void insert_into_node( Knoten, Element )

fuge neues Element der Ordnung nach ein

e ——

Knoten enthalt 2d+1 Elemente
T F

entferne mittleres Element aus dem Knoten

bilde neuen Knoten ausden d grof3ten  Elementen

Knoten == Wurzel
TRUE FALSE

bilde neue Wurzel mit dem

. insert_into _node(Vater, mittleres Element )
mittleren Element
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Loschen aus einem Blatt R“TH

» Unterscheidung: der zu I6schende Schlussel x=k; liegt

a) in einem Blatt mit Struktur (null, k,..., null, ki, null,...; k., null):
Entfernen von x=k; und der darauf folgenden null-Referenz.
Ein — Underflow tritt auf, falls n=d war.

[1oio/;5] [ 3234 | | a041 | [a450](s860]

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 217



RWTH

Loschen aus einem inneren Knoten

b) in einem inneren Knoten (py, kq, ..., Ki, Pi,---, Ky Py):
« alle Referenzen haben einen Wert ungleich null.

« analog zu Ldschen aus bindren Suchbaumen: Finde kleinsten
Schlussel s im durch p, referenzierten Teilbaum (in einem Blatt).

« Ersetze k; durch s und lI6sche s aus dem Blatt (Fall a).

ANy

300 38 o42 ¢.56

N

[ 10 20 25 | [ 3234 | 2041 | [4450](5860]
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Underflow-Problem RWTH

« Underflow-Problem: zu wenig (d-1) Schlissel im Knoten

[ 10 20 25 | [ 3234 | | 41| [a4s0][s860]
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RWTH

Behandlung des Underflows

« Bei der Behandlung des Underflows sind wieder
verschiedene Falle moglich.

* Wir bendétigen zwei Operationen:
1. Ausgleichen (zwischen zwei Bruder-Knoten)
2. Verschmelzen (von zwei Bruder-Knoten)

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019
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Ausgleich zwischen Bruder-Knoten RWTH

« Voraussetzung fur Ausgleichsoperation bei Underflow in
Knoten q: g hat benachbarten Bruder-Knoten p mit mehr
als d Schlisseln

. Falls vorhanden und
* Annahme' ausreichend besetzt. Sonst
-p ist linker Bruder von g. analog mit rechtem Bruder.
— Im Vater parent (von p und q) trennt der Schllssel t die Verweise
auf pund q.

[ 10 20 25 | | 32 | | a041 | [a450](s860]
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Ausgleich zwischen Bruder-Knoten (2) RWTH

 ldee: p schenkt g ein Element (,Umweg"“ Uber Vater)

| 4450 (s860]

(02@ )
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Ausgleich zwischen Bruder-Knoten (3) RWTH

« Ergebnis:
[ )| /] [\\][ J (58 00
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Beispiel: Loschen aus innerem Knoten RWTH

LOoschen der 30
304 38 42
[ 10 20 25 ] [ 3234 ] [ 40 41 ] [4450] [5860]

Ausgleicfﬂ/ 38 42 .\56J\
A

[1020‘] [. 4 | a041 | [a450]s860]

Ergebnis 254 38 o42 o 56
| ][/;] [\J% )
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Verschmelzen von Bruder-Knoten (1) R""I

* Verschmelzung mit Bruder-Knoten p bei Underflow in
Knoten g: Alle benachbarten Brider von g haben nur d
Schlissel.

[ 10 20 25 | [ 3234 | [ u | 4450 (s860]
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Verschmelzen von Bruder-Knoten (2) R""I

Falls vorhanden.

* Annahme: / Sonst analog mit
— pist linker Bruder von g. rechtem Bruder.

— Im Vater parent (von p und q) trennt der Schltssel t die Verweise
auf pundq.
« ldee: p und g mit dem trennenden Element aus parent
verschmelzen.

[ 10 20 25 | [ 3234 | | a | 4450 (s860]
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Verschmelzen von Bruder-Knoten (3) R“I"

« Ergebnis:

30 ¢ 42 o 56

i~

[ 10 20 25 | (32 34 40 41] (4450] [ 5860]
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Verschmelzen von Bruder-Knoten (4) R""I

« Jetzt eventuellen Underflow in parent behandeln...
« Underflow-Behandlung rekursiv nach oben fortsetzten.

* Die Wurzel darf auch einen einzigen Schllissel enthalten.
« Falls zuletzt der letzte Schllssel aus der Wurzel geloscht

wird (bei Verschmelzung der beiden letzten Sohne der
Wurzel zu einem einzigen Knoten):
Einziger Nachfolger der Wurzel wird neue Wurzel.

— HOhe des B-Baums um 1 verringert.
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Beispiel: Loschen aus innerem Knoten RWTH

LOoschen der 30
300 38 «42 ¢ 56
[ 10 20 ] [ 32734 ] [ 40 41 ] [4450][5860]

Veschmelzen 38 o
S

v

Com | 1 = ) [ wa ) [ws) (s
Ergebnis [ .38 W2 .56
=

(10 20 32 34] [ a4 | (4450] [5860]
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Spezialfall Wurzel (1)

Die Wurzel darf
weniger als 2

Verschmelzen Elemente enthalten.

(o )
Lo o

éé Relele

Xp Xp X3 X4 Xg
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Spezialfall Wurzel (2) RWTH

Letztes Element der
alten Wurzel
verschwindet.

Verschmelzen Einziges Kind ist
- neue Wurzel.
5 13 27 35

Lad
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RWTHAACHEN
Vorlesung 8 UNIVERSITY

Vorlesung 8

Varianten von B-Baumen
Baumdurchlauf (1)
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RWTH

B-Baume als Mengen

« Einfigen, Loschen, Prifen und Auslesen sind auch hier
O(log n).
« Vorteile haben B-Baume bei sehr gro3en Datenmengen,

die auf der Festplatte liegen.

— Es sei die Ordnung d=1024

— Bei einer Hohe von h=4 kénnen bereits 10244-1~10'?
Schlissel gespeichert werden.

— Dabei mussen fir jede Suchanfrage maximal 5 Baumknoten
Inspiziert werden.

« Bel kleinen Datenmengen werden eher Hashtabellen
verwendet.
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RWTH

B+-Baume

* Die wichtigsten Unterschiede zwischen B-Baumen und
B+-Baumen sind:

« B-Baume
— trennen Datensatze nicht von Schlisseln.

« B+ -Baume
— speichern in den inneren Knoten nur Schltssel.

— Die eigentlichen Datensatze befinden sich ausschlie3lich in
den Blattern.

— Dies ist bei der Anwendung fur Datenbanken naheliegend
und sinnvoll.
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- e RWTHAACHEN
Beispiel-Applet zu B+-Baumen UNIVERSITY
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http://www.seanster.com/BplusTree/BplusTree.html

RWTH

Rot-Schwarz-Baume (red black trees)

* Rot-Schwarz-Baume kombinieren (2,3,4)-Baume (eine
Variante der B-Baume) mit Binarbaumen.

« Gehen wir zunachst vom untenstehenden (2,3,4)-Baum
aus.

30 #38 «42

9 ¢

[ 102025 | | 3234 0 41 | [ 245058 |
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Rot-Schwarz-Baume (2) RWTH

* Die einzelnen B-Baum-Knoten werden als kleine
Binarbaume betrachtet, so dass jeder Knoten wieder nur
1 Element besitzt.

30)038/#42

DN
(ooe) (@) (Cae) (@@=
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Rot-Schwarz-Baume (3) RWTH

* Die einzelnen B-Baum-Knoten werden als kleine
Binarbaume betrachtet, so dass jeder Knoten wieder nur
1 Element besitzt.
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Rot-Schwarz-Baume (4) RWTH

 Jeder Knoten erhalt einen zusatzliches boolean-Attribut,
das sagt, ob der Knoten ,rot" oder ,schwarz” ist.

 Die Wurzeln der kleinen Binarbaume sind schwarz; die
anderen Knoten rot.
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RWTH

Rot-Schwarz-Baume (5)

« Einfigen und Loschen erfolgt wie bei B-Baumen.
« Zusatzliche Regel: Enthalt eine ,kleiner” Binarbaum 3

Elemente, dann wird das mittlere Element automatisch
zur Wurzel.

 Die binaren Suchbaume in der Java-Bibliothek sind Rot-
Schwarz-Baume
— Z.B.java.util.TreeMap, java.util.TreeSet.
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Rot-Schwarz-Baume als Mengen RWTH

 Das Laufzeitverhalten ist ahnlich wie bei AVL-Baumen.

Die H6he von Rot-Schwarz-Baumen ist etwa 15-30%
groler als bei AVL-Baumen.

— AVL-Baume sind also etwas kompakter.

— Dadurch verringert sich bei Rot-Schwarz-Baumen die Zeit
zum Einfligen/L6schen leicht.

— Die Zeit zum Suchen erhdht sich leicht.

* Trotz des sehr ahnlichen Verhaltens findet man Rot-
Schwarz-Baume weit haufiger als AVL-Baume.
— AVL-Baume sind meist Lehrbeispiel.
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RWTH

Vortell von Suchbaumen

« Ein Vorteil von Suchbaumen ist, dass durch einen In-
Order-Durchlauf (siehe spateres Kapitel) die Daten leicht
In einer sortierten Reihenfolge durchlaufen werden
kénnen.

— Mit einigen Modifikationen kdnnte man einen binaren
Suchbaum auch als Liste verwenden:

— Lesen, Schreiben, Loschen und Einfigen mit O(log n).
— Dies ist aber untblich.

« Dies ist mit Hash-Tabellen nicht moglich.
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RWTHAACHEN
Vorlesung 9 UNIVERSITY

Vorlesung 9

Heaps
Heap-Sort
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ADT Prioritatswarteschlange RWTH

 Auch Vorrangwarteschlange oder Priority Queue
genannt.

« Eine Warteschlange, deren Elemente einen Schitssel
(Prioritat) besitzen.

« Wichtige Operationen bei Prioritdtswarteschlangen:
— Element in Schlange einfligen
— Element mit der héchsten Prioritat entnehmen.

» Dies ist gewohnlich das Element mit dem kleinsten Schlussel,
 Manchmal ist es auch das Element mit dem grof3ten Schliissel.
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Anwendungen RWTH

Ereignissimulation

— Die Schlissel sind die Zeitpunkte von Ereignissen, diein
chronologischer Reihenfolge zu verarbeiten sind.

Verteilung der Rechenzeit auf mehrere Prozesse

Graphalgorithmen
— Dijkstra, Vorlesung 15

Sortierverfahren

— Alle Elemente in Prioritdtswarteschlange einfligen
— Nach der Reihe die grof3ten Elemente entnehmen
— Heap-Sort
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Anwendung aul3erhalb des EDV-Bereichs RWTH

« Wartezimmer eines Arztes

* Reihenfolge des Aufrufs wird durch
Prioritatswarteschlange bestimmt.

« Die Prioritat wird ermittelt aufgrund:
— Ankunftszeit
— Termin / kein Termin

— Privatpatient / Kassenpatient
— Notfall / kein Notfall
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RWTH

Datenstrukturen fur Pr.-Warteschlange

« Einfache Implementierung mit Array (Feld).
« Effiziente Implementierung mit AVL-Baum.

« Andere effiziente Implementierung: Partiell geordneter
Baum (Heap).
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RWTH

Prioritatswarteschlangen in Java

 Kein Interface

* Nur eine einzige Implementation einer
Prioritatswarteschlange: java.util.PriorityQueue

— (Wll’d auch in java.util.concurrent.PriorityBlockingQueue
benutzt).

« Die zugrundeliegende Datenstruktur ist ein Heap.
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RWTH

Heap

« Das Wort Heap (Halde) hat zwei Bedeutungen:

1. Heap: Besonderer Speicherbereich, in dem Objekte und
Klassen gespeichert werden.

2. Heap: Datenstruktur zur effizienten Implementierung
einer Prioritatswarteschlange.

« Beide Bedeutungen haben nichts miteinander zu tun. In
folgenden Kapitel widmen wir uns ausschliel3lich der
zweiten Bedeutung.

« Dabel betrachten wir ausschliel3lich den binaren Heap.
Es gibt z.B. noch den Binominial-Heap und den
Fibonacci-Heap.
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EinfUhrendes Applet RWTH

EinfUhrung:

Kapitel Heap (1+2)
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Definition: Heap RWNTH

Definition:
Ein Heap ist ein Bindrbaum mit folgenden Eigenschatften:
* Erist links-vollstandig

» Die Kinder eines Knotens sind hochstens so grof3 wie der
Knoten selbst.

— das groRte Element befindet @
sich an der Wurzel des Heaps @ @

Achtung: In der Literatur gibt es
auch die umgekehrte Definition @ e a @
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Heap-Eigenschaften RWTH

Ein Heap ist also ein Binarbaum mit den beiden Eigenschaften:

Form : (linksvollstandig)

und

Ordnu ng. Entlang jedes Pfades von einem Knoten zur
Wurzel sind die Knoteninhalte aufsteigend
sortiert.
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Feld-Einbettung RWTH

Vorteil der Linksvollstandigkeit: Feld-Einbettung leicht mdglich.

Vater und So6hne zu a[i]: ali/2]
/

ali]

N

a[2><i] a[2xi+1]

Anmerkung: In Java werden Felder beginnend mit 0 indiziert.
= entweder:

- der k-te Knoten wird in dem Feld-Element a[k-1] gespeichert...
- oder Feld-Index 0 bleibt unbenutzt!
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Element einfugen: upHeap(,,swim*)

* neues Element in Heap einfligen
geht (wegen Linksvollstandigkeit)
nur an genau einer Position.

« Ordnungseigenschaft kann dadurch
verletzt werden.

« Algorithmus zum Wiederherstellen
der Ordnung: upHeap.

e |dee:

— Knoten mit Vaterknoten vergleichen
und ggf. vertauschen.

— Dies setzt sich nach oben fort
(notfalls bis zur Wurzel).
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upHeap: Beispiel RWTH

by |
ey &) (M F] (S Al (M
D] (B](c](T D] (B](c](c
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Wurzel entfernen: downHeap (,,sink")

« Nach Entfernen der Wurzel eines Heaps
wird am weitesten rechts stehender
Blattknoten in der untersten Ebene die neue
Wurzel.
= Form wiederhergestellt.

a

« Ordnungseigenschaft kann dadurch verletzt
werden.

» Algorithmus zum Wiederherstellen der
Ordnung: downHeap.

e |dee:

— Neues Wurzel-Element wandert nach unten
(,versickert®).

— Dabei wird es jeweils falls ndtig mit dem
grofReren Sohn vertauscht.
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downHeap: Beispiel (1) RWTH
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Aufbau eines Heaps RWTH

 Einfache Methode:

— Alle Elemente der Reihe nach einfligen und aufsteigen
lassen.

« Falls ein bestehendes (unsortiertes) Array in einen Heap
umgewandelt werden soll, ist das Bottom-up-Verfahren
effizienter:

— Die erste Halfte der Elemente wird nach unten versickert
(downHeap).

— Auf dieses Verfahren wird in der Vorlesung nicht weiter
eingegangen.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 258



Zeitkomplexitat fur Heap-Aufbau RWTH

« sink folgt dem Weg von der Wurzel eines links-
vollstandigen Bindrbaums bis maximal zu seinen Blattern,
d.h. es werden hdchstens

[log,(n+1)]
Knoten besucht. ( +1) = O(log n)

« Aufbau eines Heaps (mit Bottom-up) ruft sink fr n/2
Elemente auf, also:

Ta&heapcreate(n) = TV heapcreate(n) =
n/2-log,(n+1) |e O(nlogn)
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RWTH

Heap-Sort

Der Heap ist die Grundlage fur ein bekanntes Sortierverfahren
« Zu Beginn: Unsortiertes Feld

« Phase 1: Aufbau des Heaps
— Einfaches Verfahren: Alle Elemente werden nacheinander eingefligt
— Schneller: Bottom-up-Verfahren (nicht in Vorlesung)
— Resultat ist ein Heap, der in ein Feld eingebettet ist.

« Phase 2: Der Heap wird geleert, indem immer wieder die Wurzel (d.h.
das grofdte Element) entfernt wird.

— Die Elemente werden in absteigender Reihenfolge entfernt.
— Der Heap schrumpft immer weiter.
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- RWTHAACHEN
Trick beim Heap-Sort UNIVERSITY

e Zunéchst wird das Feld komplett in einen Heap
umgewandelt:

Wenn die Wurzel entfernt wird, schrumpft der Heap um 1

Element und das letzte Feldelement gehdrt nicht mehr
zum Heap.

Hier kann das 1. sortierte Element untergebracht werden

Groldtes
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Trick beim Heap-Sort (2) RWTH

« Wenn weitere Male die Wurzel entfernt wird, schrumpft
der Heap immer weiter. Die freiwerdenden Stellen werden
mit den entnommenen Werten besetzt, die jetzt
aufsteigend sortiert sind.

Aufsteigend sortierte
Elemente

« Zuletzt ist der Heap auf O geschrumpft und das Feld ist
sortiert.

Aufsteigend sortierte
Elemente
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RWTH

Beispiel fur Phase 1 von HeapSort

18 | | 14 /71|17 3(|11|]10| 21 Heap

18 | | 14 7
18 | | 14 7
18 | | 14 7
18 | | 17 7
18 | | 17 7
18| |17 || 11
18| |17 || 11
21118 || 11
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Beispiel fur Phase 2 von HeapSort

21| 18] 11 || 17 71110 |14
- 18| 11|17 71110 |21
18|17 121 14 71110 [ 21

Sortierte Teilfolge

Verschobene Elemente

. versickerndes Element
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Beispiel fur Phase 2 von HeapSort

18] [17]] 12]] 14 711 10] [21
- 17| 11 || 14 71118 |21
17| 14| 12 |] 10 711181 [ 21

Sortierte Teilfolge

Verschobene Elemente

. versickerndes Element
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Beispiel fur Phase 2 von HeapSort

17| |14 || 12 || 10 711181 21
. 14| 11 || 10 17| [ 18] | 21
141 10]] 12]] 7 17| (18] 21

Sortierte Teilfolge

Verschobene Elemente

. versickerndes Element
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Beispiel fur Phase 2 von HeapSort

11 || 10 3 7111411718 | |21
10 7 3111|114 (|17 |18 | |21
7 31110 |11 ({14 |/ 17 ||18 | |21
3 /71110||11 /14|17 ||18 | |21
3 /1110|1114 |17 ||18 | |21

)
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RWTHAACHEN
Vorlesung 10 UNIVERSITY

Vorlesung 10

Graphen
Breitensuche
Bipartite Graphen

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 268



Graphen RWTH

« sehr allgemeine Datenstruktur

 bestehen aus Knoten und Kanten,
die die Knoten verbinden @ Kante @ Knoten

* Modellierung vieler praktischer Probleme mit
Graphen

— Z.B. Telefonnetze, Flugplane, ...

 viele Algorithmen fur Graphen bekannt
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Formale Definition fur gerichtete Graphen RWTH

« Ein gerichteter Graph G = (V,E) besteht

— aus einer endlichen, nicht leeren Menge V = {v,, ..., v} von
Knoten (Engl.: ,vertices®) und

— einer Menge E < VxV von geordneten Paaren e = (u,v), den
Kanten (Engl.: ,edges®).
Jede Kante (u,v) €E hat einen Anfangsknoten u und einen
Endknoten v und damit eine Richtung von u nach v
(u = v ist mdglich).

» Graphische Darstellung:

W—W
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Definition fir ungerichtete Graphen RWTH

« Ein ungerichteter Graph G = (V,E) ist ein gerichteter
Graph, bei dem die Relation E symmetrisch ist:

(uv) e E< (v,u) e E

» Graphische Darstellung: @—@
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Gerichteter / Ungerichteter Graph RWTH

Gerichteter Graph Ungerichteter Graph

® ®

— 1 4 5
[ ] @
@
D 2 3
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Weitere Begriffe aus der Graphentheorie RWTH

« G'=(V,, E') heildt Teilgraph von G = (V, E), wenn gilt:
Vic Vund E ' cE.
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Weitere Begriffe aus der Graphentheorie RWTH

« Zwei Knoten heil3en adjazent (benachbart), wenn eine
Kante sie verbindet.

« Bel einem gerichteten Graphen mit der Kante u->v ist u
Vorganger von v; v ist Nachfolger von u.

© ©
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Wege in Graphen RWTH

Sei G = (V, E) ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph.

* Eine Folge von Knoten W := (v, V,, V3, ..., V) heil3t Weg (oder Pfad)
In G, falls gilt:
vVi=l, ...,n-1 :(vi,vy,,) €E

(also eine Folge von ,zusammenhangenden” Kanten)

Beispielwege:
(A, B)
(B, E, D, C)
(D, C, D, C,D, C)
(A, B, E,D,A)
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Weitere Definitionen RWTH

« v; = a(W) heil3st Anfangsknoten des Weges W
* Vv, = o(W) heit Endknoten des Weges W
« VveV:(v) heil3ttrivialer Weg und ist stets ein Weg in G.

 Die Lange eines Weges ist [(W) := n-1, falls n Knoten auf diesem
Weg besucht werden.

 Ein Weg heil3t einfacher Weg, wenn kein Knoten (aul3er eventuell
dem ersten/letzten — siehe Zykel) mehr als einmal vorkommit.

« Ein Zykel (Kreis) ist ein (nicht-trivialer) einfacher Weg mit der
Bedingung o(W) = o(W).
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RWTH

Gewichteter Graph

« Ein Graph heil3t gewichtet
(bewertet), wenn jeder Kante

2 ein Wert als Gewicht
1 y .
v 2 zugeordnet ist (z.B.
) Transportkosten, Entfernung,
etc.).

~./3

3

S f 2 6 Um von 3 nach 1 zu kommen,
ist der Weg lber 4 billiger als
1 der direkte Weg.
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Speicherung von Graphen RWTH

Je nach Zielsetzung:

« Kantenorientiert
— Prinzip:
* |ndex flir Kanten

» FUr jede Kante speichern: Vorgangerknoten, Nachfolgerknoten, ggfs.:
Markierung, Gewicht

— Meist statische Darstellung, z.B. Kantenliste

 Knotenorientiert
— gebrauchlicher als kantenorientiert
— in vielen Auspragungen, z.B.:
« Knotenliste

» Adjazenzmatrix
» Adjazenzliste
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Kantenliste fur gerichteten Graphen RWTH

Platzbedarf: 2+2:|E]

Anzahl der
Knoten

Anzahl der
Kanten

Fur jede Kante:
Vorganger und Nachfolger

6,11,1,2,1,3, 3,1,4,1, 3,4, 3,6, 5,3, 5,5,6,5,6,2,6,4
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Knotenliste fur gerichteten Graphen RWTH

Platzbedarf: 2+|V|+|E]|
(normalerweise weniger
als Kantenliste)

Anzahl der

Fur jeden Knoten:
Knoten

Ausgangsgrad und
und Liste der Nachfolger

Anzahl der
Kanten

6,11,2,2,3,0,3,146,1,1, 23,5, 3,245
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Adjazenzmatrix fur gerichteten Graphen

RWTH

A - true,
I false,

falls (i, j) e E
andernfalls

Platzbedarf: |V|?

Adjazenzmatrix flr ungerichtete
Graphen ist symmetrisch

Gewichte kdnnen anstelle boolescher
Werte gespeichert werden

nach

7011000 )

000000
V1 100101
n| 100000
001010

\.010110 /
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Vor- und Nachteile der Adjazenzmatrizen RWTH

Vortelle:
+ Entscheidung, ob (i,)) € E, in Zeit O(1)
+ erweiterbar fir Kantenmarkierung und Gewichte

Nachtelle:

— Platzbedarf stets O(|V|?) = ineffizient falls |E| « |V|?

— Initialisierung bendtigt Zeit O(|V|?) \
wviel
kleiner
als”
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Adjazenzliste fur gerichteten Graphen RWTH

1 »2 — 3
2
3 < » 4 > 6
4 » 1
Platzbedarf:
* |V| Listen c i
* |E| Listenelemente
6 > 2 » 4 » 5§
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Vor- und Nachteile der Adjazenzlisten RWTH

Vortell:
+ Geringer Platzbedarf von O( |V| + |E| )

Nachteil:

— Entscheidung, ob (i,j)) € E in Zeit O(|E|) im schlimmsten
Fall
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Breitensuche/Breadth-First-Search (BFS) RWTH

1. zunachst alle Knoten als ,noch nicht besucht” markieren
. Startpunkt v wahlen (und als ,besucht” markieren)

3. Jetzt:

I. alle von v aus direkt erreichbaren (noch nicht besuchten) Knoten
,obesuchen”

ii. alle von v aus uber zwei Kanten erreichbaren Knoten ,besuchen®
li. ... uber n Kanten ...
Implementierung mit einer Queue.

4. wenn dann noch nicht alle Knoten besucht worden sind:
einen unbesuchten Knoten als neuen Startpunkt wahlen
und von 3. beginnen

N
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Beispiel zu BFS (1) RWTH

Rot: Position des Elements in Queue
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Beispiel zu BFS (2) RWTH
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Beispiel zu BFS (3) RWTH
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Breitensuche (BFS) RWTH

bfs(v)

Initialisiere leere queue

gueue.put(v)

Markiere Knoten v’ als besucht
Solange queue nicht leer

u = queue.get()
FUr jeden direkten Nachfolger w von u
(es gibt Kante von u nach w)

Falsch 'W' schon besucht?\Wahr

gueue.put(w)

Markiere Knoten 'w’ als
besucht
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RWTH

Baumdurchlaufe: Level-Order

 FuUhrt man die Breitensuche bei Baumen aus, stellt man fest:
— Es ist nicht n6tig, die Knoten zu markieren
— Der Baum wird Ebene fur Ebene durchlaufen:

« Angefangen bei der Wurzel

« Wenn man die Kindknoten jeweils von links nach rechts besucht, wird jede
Ebene von links nach rechts durchlaufen

 Diesen Durchlauf nennt man Level-Order-Durchlauf

_____ P Start Iﬂmﬂ}t

ﬂﬂﬂﬂﬂ
o

— -t
--------------

1

|

1

1

|

|

|

1

I
1
1

————
- - R

[
- -
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Initialisierung fur BFS RWTH

Zu Beginn muss daflr gesorgt sein, dass alle Knoten
als ,noch nicht besucht® markiert sind:

Fur alle Knoten 'V'

markiere Knoten 'v' als 'unbesucht'
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Struktogramm Levelorder RWTH

Durchlaufe Levelorder(v)

Initialisiere leere queue
gueue.put(v)
Solange queue nicht leer

u = queue.get()

Besuche Knoten ,u”

Fur jeden Kindknoten ,w*

gueue.put(w)
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RWTHAACHEN
Vorlesung 11 UNIVERSITY

Vorlesung 11

Tiefensuche
Baumdurchlauf (2)
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RWTH

Baumdurchlaufe: Preorder

1. Betrachte die Wurzel (und
fihre eine Operation auf ihr R 4"  Start Ende

aus) A
2. Durchlaufe linken Teilbaum
3. Durchlaufe rechten Teilbaum

-
- L.

Preorder (wurzel)

Besuche Wurzel

Preorder (linker Sohn)

Preorder (rechter Sohn)
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RWTH

Baumdurchlaufe: Inorder

1. Durchlaufe linken Teilbaum

2. Betrachte die Wurzel (und
flhre eine Operation auf ihr
aus)

3. Durchlaufe rechten Teilbaum
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Baumdurchlaufe: Postorder

1. Durchlaufe linken Teillbaum . 1
_ Start Ende_,  .-g=---.
2. Durchlaufe rechten Teillbaum ! o

3. Betrachte die Wurzel (und b afirTTe
fihre eine Operation auf ihr
aus)
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Beispiel

Preorder: 1,2,4,8,9,5,3,6,7
Inorder: 84925,1,6,3,7
Postorder: 8,9,4,5,2,6,7,3,1
Levelorder: 1,2,3,4,5,6,7,8,9
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Arithmet. Ausdriicke in Pre-/Postfix- RWNTH
Notation

* (@+b)*c+7
Prefix-Notation: +*+abc?7

Postfix-Notation: ab+c*7 + ?{ @

* (@a+b)*(c+7) @

Prefix-Notation: *+ab+c7

Postfix-Notation: ab+c7+* @/GD?
@b &

Bemerkung: Bei der Infix-Notation sind i.allg. Klammern notwendig,
um die Baumstruktur eindeutig wiedergeben zu kénnen.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 298



RWTH

Graphdurchlaufe

« Graphdurchlaufe sind prinzipiell @hnlich wie
Baumdurchlaufe.

 Allerdings mussen die durchlaufenen Knoten markiert
werden, damit man auf zyklischen Wegen nicht in
Endlosschleifen gerat.

Pre-Order - Tiefensuche
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Tiefensuche/Depth-First-Search (DFS) RWTH

Entspricht Preorder-Durchlauf bel Baum:

1.

2.

zunachst alle Knoten als ,noch nicht besucht” markieren
Startpunkt wahlen (und als ,besucht” markieren)

von dort aus maoglichst langen Pfad entlang gehen;
dabei nur bisher ,unbesuchte” Knoten ,besuchen”
(Implementierung rekursiv oder mit explizitem Stack).

wenn dann noch nicht alle Knoten besucht worden sind:
einen unbesuchten Knoten als neuen Startpunkt wahlen
und von 3. beginnen
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Beispiel zu DFS (1) RWTH
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Beispiel zu DFS (2) RWTH
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Initialisierung fur DFS RWTH

Zu Beginn muss daflr gesorgt sein, dass alle Knoten
als ,noch nicht besucht® markiert sind:

Fur alle Knoten 'V'

markiere Knoten 'v' als 'unbesucht'
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RWTH

Tiefensuche (DFS)

dfs(v)

markiere Knoten 'v' als 'besucht’
Fur jeden direkten Nachfolger w von v
(es gibt Kante von u nach w)

'W' schon besucht?
Falsch Wahr

dfs(w)
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Bemerkungen zu DFS und BFS RWTH

« Zeitkomplexitat von DFS und BFS:

— Bel Speicherung des Graphen mit Adjazenzlisten:
« DFS: O(|V|+|E|)
« BFS: O(|V|+|E|)

— Bel Speicherung des Graphen mit Adjazenzmatrix:
« DFS: O(|V|]?)
« BFS: O(|V]?)

« Warum Bezeichnungen Tiefen/Breiten-Suche?
— Eine Anwendung ist die Suche im Graphen nach einem
bestimmten Knoten:

» Vergleich des Knoteninhalts mit gesuchtem Inhalt und Abbruch bei
Gleichheit.

» Worst-Case-Komplexitat bleibt gleich.
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RWTHAACHEN
Vorlesung 12 UNIVERSITY

Vorlesung 12

Einfache Graphalgorithmen
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Ubersicht RWTH

In dieser Vorlesung werden behandelt:

Bipartite Graphen
Matching-Probleme
Minimaler Spannbaum
Algorithmus von Prim
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- RWTHAACHEN
Bipartite Graphen UNIVERSITY

Bipartite Graphen
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Bipartite Graphen RWTH

« Ein Graph G=(V,E) heil3t bipartit, wenn man V in
disjunkte Mengen U und W zerlegen kann, so dass alle
Kanten zwischen U und W verlaufen.

« Die Knoten eines bipartiten Graphen lassen sich mit zwel
Farben (schwarz/weil3) so einfarben, dass zwei
Nachbarknoten immer unterschiedlich eingefarbt sind.

()
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RWTH

Bipartite Graphen

Test: Ist ein Graph bipartit (hier: blau/rot)
« Einfarben des 1. Knotens
e Durchlauf mit Breitensuche

« FUr jeden durchlaufenen Knoten K

— Fur jeden Nachfolger L

« Knoten L noch nicht eingefarbt -> Knoten entgegengesetzt zu K
einfarben.

« Knoten K und L gleich eingefarbt -> Graph ist nicht bipartit.
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Aufgabe 1 RWTH

Eine Gruppe Kinder soll in zwel Ful3ballmannschaften aufgeteilt werden.

Um Prlgeleien innerhalb einer Mannschaft zu vermeiden, sollen Kinder,
die sich nicht leiden konnen, in unterschiedlichen Mannschaften spielen.

Modellieren Sie das Problem und beschreiben Sie einen
LOsungsalgorithmus, der ermittelt:

» Gibt es eine entsprechende Aufteilung?
 Wenn ja, wie sieht die Aufteilung aus?
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Aufgabe 2 RWTH

« Studierende einer Hochschule wollen ein Benefiz-Rugby-Spiel
organisieren. Aus Sorge vor Repressalien, sollen Studenten nur
gegen Professoren spielen, bei denen Sie keine Prifung mehr
ablegen mussen. Umgekehrt sollen, im Sinne der Teambildung, in
einem Team nur Professoren sein, die allen Studenten ihres Teams
noch mindestens eine Prifung abnehmen mussen.

* Entwickeln Sie einen Algorithmus, der entscheidet ob die Teilnehmer
unter dieser Voraussetzungen grundsatzlich auf zwei Teams
aufgeteilt werden kénnen.

« |hr Algorithmus sollte eine Komplexitat von O(n + r) haben, wobei n
die Zahl der Teilnehmer ist und r die Anzahl der Paarungen
Professor, Student ist, die sich in keiner Prtifung mehr begegnen
werden.
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| RWTHAACHEN
Matching-Probleme UNIVERSITY

Matching-Probleme
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RWTH

Matching-Probleme

« Matching-Probleme: Finden einer Teilmenge von Kanten,
so dass moglichst viele weil3e und schwarze Elemente

einander eindeutig zugeordnet sind.
« Einfacher Spezialfall: Matching bei bipartiten Graphen
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Matching-Probleme RWTH

« Kann dem Bild unten eine weiteres Zuordnung
hinzugeflgt werden (ist das Matching erweiterbar)?

« Ordne maoglichst viele schwarze Punkte entsprechenden
weillen Punkten zu (finde das grdof3tmogliche Matching).

o9
® O
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RWTH

Matching-Probleme

« Kann man alle Punkte einander zuordnen (gibt es ein
perfektes Matching)?

« Die Losungsalgorithmen sind nicht Bestandteil der
Vorlesung.
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N RWTHAACHEN
Minimaler Spannbaum UNIVERSITY

Minimaler Spannbaum / Algorithmus von Prim

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 317



Spannbaum RWTH

Ein Spannbaum verbindet
alle Knoten eines unge-
richteten Graphen
miteinander, hat jedoch
keine Zirkel.
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RWTH

Minimaler Spannbaum

Der minimale Spannbaum
Ist der Spannbaum, dessen
Kanten das kleinste
summierte Gewicht haben.

Einen minimalen Spann-
baum kann man nach dem

Algorithmus von Prim
(Vorlesung) oder dem

Algorithm. von Kruskal
(nicht Vorl.) konstruieren.
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Konstruktion nach Prim RWTH

» Beispiel:

Zunéachst sucht man sich
einen beliebigen Knoten
(hier Knoten D).
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RWTH

Konstruktion nach Prim

* Dieser Knoten ist
entweder Uber eine
einzige Kante mit dem
Rest des (noch
unbekannten)
Spannbaums
verbunden...

« (Hier ist ein Spannbaum
zur Verdeutlichung
schon dick
eingezeichnet).
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RWTH

Konstruktion nach Prim

e .. oder der Knoten ist
uber mehrere Kanten mit
einzelnen Teilen des
Spannbaums verbunden
(rot und grin).

* Die Telle durfen
untereinander nicht
verbunden sein -> sonst
Zirkel
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Konstruktion nach Prim RWTH

In beiden Fallen gilt:

« Die niedrigste Kante von
D aus (D->A; Wert 5).
muss zum minimalen
Spannbaum gehoren.

« Ansonsten ware der Bereich, in dem A liegt,
Uber eine groRere Kante an D angebunden.
Diese Kante konnte gegen die Kante A->D
ausgetauscht und der Spannbaum damit verkleinert werden.
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RWTH

Konstruktion nach Prim

* Nun wiederholt man die
gleiche Argumentation:

 Die Kante mit dem
kleinsten Wert, die von
den verbunden Knoten
Zu nicht verbundenen
Knoten fuhrt, muss zum
minimalen Spannbaum
gehoren.
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Konstruktion nach Prim RWTH

« Man flgt also solange
die kleinste Kante zu
einem noch freien
Knoten hinzu, bis alle
Knoten verbunden sind.
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Konstruktion nach Prim RWTH

« Der fertige Spannbaum:
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RWTHAACHEN
Vorlesung 13 UNIVERSITY

Vorlesung 13

Entwurfsprinzipien
Traveling Salesman Problem
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Themen der Vorlesung RWTH

Themen der Vorlesung

« Entwurfsprinzipien
Algorithmen lassen sich in Gruppen sortieren, die einem ahnlichen
Aufbau folgen.

 Problem des Handlungsreisenden
(Traveling Salesman Problem /TSP)
Bekanntes Problem der Informatik, von dem Naherungslosungen mit
unterschiedlichen Entwurfsprinzipien existieren.
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o . RWTHAACHEN:
Ubersicht der Entwurfsprinzipien UNIVERSITY

Diese Entwurfsprinzipien werden in der
Vorlesung betrachtet:

Greedy

heute — | Backtracking

Branch and Bound

Divide and Conquer
Dynamische Programmierung
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese LOosungsansatze flr das TSP werden

In der Vorlesung betrachtet:
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Traveling Salesman Problem

« EIn Vertreter muss von Hannover (H)
aus die Stadte Berlin (B),
Augsburg (A) und Minchen (M)
besuchen, ehe er nach Hannover
zurtckkehrt.

« Er mdchte gerne die
kiirzeste Route nehmen.
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Traveling Salesman Problem RWTH

 Dieses Problem erscheint trivial.

« Alle Mdglichkeiten zusammengenommen ergeben aber
bereits einen recht umfangreichen Baum.
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Traveling Salesman Problem RWTH

« Ein groReres Beispiel ist die Tour durch™:
die 16 Landeshauptstadte.

 Dieses Problem ist nicht
mehr trivial.

« Es gibt (n-1)! mo6gliche Touren.

* Immer jeweils 2 Touren sind
symmetrisch.

* Alle Touren abprufen: O(n!).
Faustregel: Probleme bei n>10.
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese LOosungsansatze flr das TSP werden

In der Vorlesung betrachtet:

Nearest Neighbour (Greedy)

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 334



RWTH

Naherungslosung: Greedy

Entwurfsprinzip Greedy:

Wahle immer den Schritt, dessen unmittelbarer Folgezustand das beste
Ergebnis liefert. Denke nicht an die weiteren Schritte (greedy = gierig).

Eine Greedy-L6sung ist die Nearest-Neighbour-Ldsung:

 Gehe in jedem Schritt zur nachstliegenden Stadt, die noch nicht
besucht ist.

* O-Klasse: O(n?).
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Nearest-Neighbour-Lésung

G}QM

1639 km — optimal?

|

3183 km — nicht optimal
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Bewertung: Nearest Neighbour RWTH

Ob ein Greedy-Algorithmus die optimale Losung liefert, oder nicht, ist
vom konkreten Problem abhangig.

Bei TSP qilt: Greedy liefert nicht die optimale LOsung.

Greedy—Wert
optimaler Wert

Ganz im Gegenteil: Der Quotient kann beliebig schlecht

werden.

Nearest-Neighbour arbeitet aber meistens einigermalen gut.
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese Entwurfsprinzipien werden in der Vorlesung betrachtet:

Greedy: Mache in jedem Teilschritt den gro3tmaoglichen
Schritt.
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Random-Insertion-Losung RWTH

Wahle zufallig 2 Stadte aus und
verbinde sie mit der Start-
/Zlelstadt.

Diese Verbindung ist (abgesehen
von der Richtung) eindeutig.
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese LOosungsansatze flr das TSP werden

In der Vorlesung betrachtet:

Nearest Neighbour (Greedy)

Random Insertion
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Random-Insertion-Losung RWTH

Wahle zufallig eine weitere Stadt.

Fuge die Stadt an der Stelle ein,
an der die Route am wenigsten
vergoRert wird.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 341



Random-Insertion-L6sung

Wiederhole den Vorgang, bis alle
Stadte eingeflgt sind.

In diesem Beispiel ernalt man den
optimalen Weg (1591 km).

Da die Reihenfolge der Stadte
zufallig ist, kann die Losung mit
weniger Gluck auch nicht optimal
sein.
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Bewertung: Random Insertion RWTH

O-Klasse: O(n?).

Auch fir Random-Insertion gibt es keine Garantie, das die Losung
iIrgend einem Gutekriterium genugt.

Im Allgemeinen ist die Losung aber ziemlich gut.

Weilterer Vorteil: Durch den Zufallsfaktor kann man das Verfahren
beliebig oft wiederholen und sich die beste Losung heraussuchen.
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese LOosungsansatze flr das TSP werden

In der Vorlesung betrachtet:

Nearest Neighbour (Greedy)

Random Insertion
Minimaler Spannbaum
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Losung mit minimalem Spannbaum RWTH

Konstruktion eines minimalen
Spannbaums nach dem Algorithmus

von Prim. -
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RWTH

TSP und minimaler Spannbaum

Hat man den minimalen
Spannbaum gefunden, dann
durchlauft man ihn mit Tiefensuche.

 Jede Kante wird dabei 2x
durchlaufen.
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TSP und minimaler Spannbaum RWTH

Die summierten Gewichte des
minimalen Spannbaums muissen
kleiner als das optimale TSP-
Ergebnis sein.

Ansonsten kdnnte man vom TSP-
Ergebnis eine Kante auflésen und
hatte einen noch besseren
Spannbaum.
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TSP und minimaler Spannbaum

Der doppelte Durchlauf muss also
besser sein als das Doppelte des
optimalen Wertes.

Hier:
Spannbaum: 1083 km
Doppelter Durchlauf: 2166 km
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TSP und minimaler Spannbaum RWTH

Optimierung: Hat man einen Knoten
schon einmal besucht, Uberspringt
man ihn beim nachsten Mal.

Pythagoras: Die LOsung verbessert
sich (1639 km).
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TSP und minimaler Spannbaum RWTH

Hat man bei einem Schritt mehrere
Moglichkeiten, kann man z.B. zuerst
den kurzeren Weg wahlen.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 350



Minimaler Spannbaum — 16 Stadte

e
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« Die LOsung hat also eine garantierte
Gute.

* Reicht uns das im Problem
mit den 16 Landeshauptstadten?
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Minimaler Spannbaum — 16 Stadte

 Hier der Durchlauf mit Tiefensuche.

« Ergebnis: 3215 km

« Das Ergebnis hat eine Kreuzung

 \Von Hand ware es sicher
besser geworden.
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Nachtragliche Verbesserungen

« Einfachste Verbesserung:
Kreuzungen auflosen.

« Das Ergebnis muss sich
verbessern

« Ergebnis: 2982 km
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese LOosungsansatze flr das TSP werden

In der Vorlesung betrachtet:

Nearest Neighbour (Greedy)

Random Insertion
Minimaler Spannbaum
Christofides
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Christofides-Heuristik RWTH

 Schalfft eine bessere Garantie:
Im schlechtesten Fall
1,5x optimale Losung.

« Ausgangspunkt ist der
minimale Spannbaum.

* Man betrachtet die Knoten mit
einer ungeraden Anzahl von
Kanten (blau).
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Christofides-Heuristik

« FUr diese Knoten sucht man
ein perfektes Matching mit
minimalem Gewicht (blau). Diese
Operation hat O(n3).

» Diese Kanten fugt man hinzu.

609 251 -
/8 597 646 -
145 660 520 202 -
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Christofides-Heuristik RwTH

Den daraus entstehenden Zirkel
durchlauft man und Gberspringt
wieder doppelte Punkte.

Schon an diesem kleinen Beispiel ist
zu erkennen:

« Die Garantie ist gut.

» Das Ergebnis sieht trotzdem
enttauschend aus.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 357



RWTH

Bisheriges Fazit

Fur unser Problem mit den Landeshauptstadten haben wir
bisher betrachtet:

Backtracking: O(n-1)!, Performanceprobleme

Nearest Neighbour: O(n?), Ergebnis enttduschend
Random Insertion: O(n?), Ergebnis zufallsabhangig
Minimaler Spannbaum: O(n?), Garantie (opt x 2), Ergebnis
enttduschend

Christofides: O(n3): Garantie (opt x 1,5), Ergebnis
enttauschend
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Bisheriges Fazit RWTH

Aber:

Die Algorithmen funktionieren (nach Daumenregel) bis
n=100.000 (Christofides bis n=1000).

FUr so viele Stadte sind die Ergebnisse vielleicht doch nicht
S0 schlecht.

Bis n=20 hat man (nach Daumenregel) auch eine Chance,
alle Moglichkeiten durchzuprobieren.

Das simple Durchprobieren vieler Moglichkeiten nennt man
Brute Force.Versuchen wir es einfach einmal.
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese LOosungsansatze flr das TSP werden

In der Vorlesung betrachtet:

Nearest Neighbour (Greedy)
Random Insertion

Minimaler Spannbaum
Christofides
Brute Force (Backtracking)
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Backtracking RWTH

« Alle moglichen Wege lassen sich als Baum darstellen.
Dieser Baum umfasst alle Moglichkeiten fur n=5.

« Backtracking: Man durchlauft diesen Baum in Pre-Order.
« Jeder Weg ist zweimal vertreten (Hin- und Ruckweg).
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RWTH

Backtracking

« Man summiert die Gewichte der durchlaufenen Kanten.

* |n der untersten Zeile erhalt man die Strecke alle
moglichen Wege.

* Von diesen Strecken sucht man die klrzesten (grun).
* Programmierung: nachste Kapitel

1243
984 926 1056 113 1831 1903 993 1508 1253 743 1768 1777 00 1319
19 1186 29 1976 2048 1581 2096 1850 1340 1846 1855 1388 190
39 1832 80 2496 2657 1832 2705 2496 1591 2492 2464 1639 251
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese Entwurfsprinzipien werden in der Vorlesung betrachtet:

Greedy: Mache in jedem Teilschritt den grof3tmaoglichen
Schritt.

Backtracking: Durchlauf eines Losungbaums in Pre-Order-
Reihenfolge.
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Veranschalichung von Greedy

« Hier ist gut zu sehen, dass man mit Greedy die optimale

LOsung nicht trifft.
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Laufzeittests fur Backtracking R‘NU“NT\%\%%I

Backtracking

12 12 s

13 2min30s

14 36 min

16 5 Tage

18 4 Jahre

20 1300 Jahre

22 500.000 Jahre
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese LOosungsansatze flr das TSP werden

In der Vorlesung betrachtet:

Nearest Neighbour (Greedy)
Random Insertion

Minimaler Spannbaum
Christofides

Brute Force (Backtracking)
Branch and Bound
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Branch and Bound R“TH

Ermitteln einer oberen Schranke: 1639 (Greedy)

Falls dieser Wert Uberschritten wird, kann man die Suche

auf diesem Pfad abbrechen.

Bessere Losungen nutzt man, um die Schranke zu verbessern.

Folgender Baum muss noch durchlaufen werden:
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Branch and Bound 2 R“TH

« Bel noch nicht besuchten Stadten und der Zielstadt kann
man die kleinste Anfahrtstrecke hinzuaddieren.

 |Ist die Losung dann oberhalb der Schranke, kann man
bereits abbrechen.

* Folgender Baum muss noch durchlaufen werden:

1371
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RWTH

Branch and Bound 2

« Da jede LOosung zweimal vorkommt, kann man weitere
Zweige weglassen.

« Z.B.: Man sucht sich die Stadt, die dem Start am
nachsten liegt. Diese darf nur in der zweiten Halfte der
Route vorkommen.

* Folgender Baum muss noch durchlaufen werden:
®

1371
1334 1178

1334 1334 1371 1428 1245 1302

1680 1391 1743 1458 1708 1371 1495 1837 1 1245 1302 1648

582
4

1800 1804 1780 1832 101 1591 1639

1591

=
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Laufzeittests

RWTHAACHEN
UNIVERSITY

_ Backtracking |B&B 1 B&B 2 B&B 2 + Sym

13
14
16
18
20
22

12 s

2 min 30 s
36 min

o> Tage

4 Jahre
1300 Jahre

0,27 s
0,8s
45s

35s

8 min

2 h 40 min

500.000 Jahre 3 Tage

40 ms
0,1s

0,18 s

0,6 s

6S

53s
O9min30s

30 ms

65 ms
0,12 s
0,32 s

3s

28's

6 min 50 s
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien RWTH

Diese Entwurfsprinzipien werden in der Vorlesung betrachtet:

Greedy: Mache In jedem Teilschritt den grof3tmaoglichen
Schritt.

Backtracking: Durchlauf eines Losungbaums in Pre-Order-
Reihenfolge.

Branch and Bound: Zweige des L6osungsbaums, die
oberhalb einer Schranke liegen, werden abgebrochen.
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Blick zurtick RWTH

« Das Verfahren ,Branch and Bound® liefert uns das
optimale Ergebnis fur die Landeshauptstadte: 2922 km.

« Damit kbnnen wir folgendes Uberprifen:
Wie viel Glick braucht man, damit Random Insertion das
richtige Ergebnis liefert?

« Anders formuliert: Wie viele Versuche bendtigt man, um
mit 99%er Wahrscheinlichkeit das richtige Ergebnis zu
erhalten?
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RWTH

Laufzeittests

 Bel meiner Testdatei reichten flir n=22

200 Versuche fur 99% Wahrscheinlichkeit => 21 ms
400 Versuche fur 99,9% Wahrscheinlichkeit => 25 ms

Selbst 1.000.000 Versuche bendétigen nur 4 s.

« Random Insertion gibt keine Garantie, ist aber sehr
effizient.

(Bei 100.000 Testdurchlaufen. Die Testergebnisse geben nur einen groben
Richtwert wieder.)
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RWTHAACHEN
Vorlesung 14 UNIVERSITY

Vorlesung 14

Backtracking 1
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RWTH

EinfuUhrende Aufgabe

« Schreiben Sie eine Funktion
public void printKombinationen (int n)

die alle Zeichenketten auf dem Bildschirm ausgibt, die

— n Zeichen lang sind
— AusschlieBlich aus den Buchstaben ,a‘ bis ,d‘ bestehen.

* nineinandergeschachtelte for-Schleifen? Geht nicht!

 Abbildung auf Baumstruktur

— n Ebenen (da n Zeichen)
— Fur jeden Knoten Verzweigungsgrad=4 (ndchstes Zeichen a,b,c,d)

 Pre-Order-Durchlauf des (gedachten) Baums: Backtracking
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RWTH

Ergebnisse zusammentragen

 Die Aufgabe wird erweitert:

— Die Ergebnisse sollen in einer ArrayList zusammengefasst
und zurickgegeben werden.

« 5mogliche Verfahren
— Klassisches Backtracking
— Backtracking mit Korb
— Level-Order mit Queue
— Codierung
— evtl. dynamische Programmierung
e Zel:
— Sie konnen mindestens ,,Backtracking mit Korb“ und ,,Level-
Order mit Queue“ anwenden.
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Ergebnisse zusammentragen

RWTH

Klassisches Backtracking
Die Ergebnisse werden tber die return-Werte der
Rekursionsaufrufe zurtickgegeben.

Jeder Rekursionschritt sammelt die return-Werte
der Unterschritte und fasst sie zusammen

(in Java z.B. mit adda11).

return

return

ArrayList

abc
cha

ArrayList

abc

return

ArrayList

cha
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RWTH

Ergebnisse zusammentragen

Backtracking mit Korb

Eine Korb (z.B. ArrayList) wird per Ubergabeparameter (als Referenz) mitgegeben.
Die Ergebnisse werden in dieser Liste gesammelt.

Der Korb wandert als
Referenz durch den
gesamten Baum mit.

P - Start Ende
A

-

Am Ende enthalt
der Korb alle
Ergebnisse.

Alle neuen Ergebnisse

werden in den
. ¥
em

Korb gelegt (m
in den Blattern)
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Ergebnisse zusammentragen

RWTH

Level-Order mit Queue
Kein Backtracking, keine Rekursion, nur Schleifen.

Der Backtracking-Baum wird in Level-Order durchlaufen - Benutzung einer
Queue.
Beispiel fir printKombinationen:
1. Initialisierung: Leerstring wird in die Queue gesteckt.
2. Durchlauf (Beispiel): ,ac” wird aus der Queue geholt
« Erganzte Strings ,aca“ bis ,acd” in Queue stecken.
3. Sammeln der Ergebnisse
« String mit Lange n wird aus Queue geholt - String ist Ergebnis. Ergebnis in
Ergebnis-Liste aufnehmen (kann lokale Variable sein, da keine Rekursion
vorhanden).
4. Abbruch
« Wenn die Queue leer ist, wird die Ergebnisliste zurtickgegeben.
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Ergebnisse zusammentragen RWTH

Codierung
Kein Backtracking, keine Rekursion, nur Schleifen.

— Jedem Blatt eines Baums mit Verzweigungsgrad n kann man eine Codenummer
im Zahlensystem zur Basis n zuordnen.

— Beispiel: Alle Blatter sind mit einem Code zwischen 00 (dez. 0) und 11 (dez. 3)
versehen.
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RWTH

Ergebnisse zusammentragen

Codierung

Beispiel fir printKombinationen (N=3):

Alle Blatter sollen eine Codezahl erhalten.

— Die Codezahl ist dreistellig, denn die Blatter liegen in der dritten Ebene
— Die Codezahl steht im 4er-System, denn der Verzweigungsgrad ist 4.

Schleife von Odez (Code 000) bis 43 — 1 = 63dez (Code 333)

Dezimalzahl ins 4er-System umrechnen und in String wandeln: (0—>a, 1->b, 2->c,
3->d)

String in Ergebnis-Liste aufnehmen.
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RWTH

Ergebnisse zusammentragen

Dynamische Programmierung
Definition aus Wikipedia:

In der dynamischen Programmierung werden zuerst die optimalen Losungen
der kleinsten Teilprobleme direkt berechnet und dann geeignet zu einer L6sung
eines nachstgrolReren Teilproblems zusammengesetzt. Dieses Verfahren setzt
man fort... (Die Definition ist nicht klausurrelevant. Schauen Sie den Rest bei
Interesse in Wikipedia nach.)

Dynamische Programmierung fihrt oft zu sehr schnellen Algorithmen

Es ist sehr schwierig, selbst Algorithmen zu entwickeln, die dynamische
Programmierung benutzen.

Dies ist auch nicht Bestandteil der Vorlesung. Wir werden jedoch zwei Algorithmen
betrachten, die dynamische Programmierung verwenden.

« den Bellman-Ford-Algorithmus (Vorlesung 15)
» den Floyd-Warshall-Algorithmus (Vorlesung 16)
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RWTHAACHEN
Vorlesung 15 UNIVERSITY

Vorlesung 15

Backtracking 2
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Backtracking RWTH

e Situation: Mehrere Alternativen sind in bestimmten
Schritten des Algorithmus maoglich
— z.B. 4 Richtungen bei Suche in einem Labyrinth: —>, 4, T, «

« Losung mit Backtracking:
— Wabhle eine Alternative und verfolge diesen Weg weiter.
— Falls man so eine Losung des Problems findet, ist man fertig.

— Ansonsten gehe einen Schritt zuriick und verfolge rekursiv eine
andere (bisher noch nicht probierte) Alternative in diesem Schritt.

— Falls alle Alternativen erfolglos probiert wurden: Einen Schritt
zurlickgehen ...
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Beispiel: Labyrinthsuche

RWTH

* ,Wie kommt die (virtuelle) Maus zum Kase?”

« Bei Abzweigungen durchsucht sie erst die
eine Richtung. Fihrt sie in eine Sackgasse,
kehrt sie an die Abzweigung zurtck
(Backtracking)und wahlt eine andere
Richtung.

« Rekursiver Algorithmus.

e Bild aus:
http://www.swisseduc.ch/informatik/
vortraege/backtracking/index.html

3 Backtracking im Labyrinth =10l x|

Animation  Labyrinth  Animationsverzdgerung  Hilfe

. Start besucht
Ziel Sackgasse

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019

385



Baumdurchlauf / Backtracking RWTH

@) Q
> 5

[r— QO
H ©

Baumdurchlauf (mit Pre-Order) und Suchen eines bestimmten
Knotens im Baum.

Das ,Hochlaufen® des Baumes (nach Beendigung eines Rekur-
sionsaufrufs) entspricht dem Zurtickgehen eines Schritts im
Labyrinth.

Daher hat diese Suche den Namen Backtracking.
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Struktogramm RWTH

loese(Teillbsung)

nein Teilldosung == Losung? ia
Fir alle moglichen nachsten Schritte y
Losung aus- Sucht an-
Testlésung = um Schritt erweiterte gebgr;]oder schlieBend
Teillosung Speichern weiter.
ruch??
%AAbb h??
loese(Testlosung) (Rekursion)
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Labyrinthsuche: Spezifikation RWTH

 Wande bestehen aus einem Block

* Rander sind Wande (aul3er Start und Ziel)
= Erster Schritt immer eindeutig

* Abbruch der Suche nach Erreichen des Ziels

« Klarheit des Codes geht vor Performance
* Objektorientiertheit
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Labyrinthsuche: Objektorientierung RWNTH

Location Maze
- X, Y. int +Maze(int width, int height)
+Location(x: int, y: int) +isFree(loc: Location): boolean
+add(loc: Location): Location +iISEnd(loc: Locati_on): boolean
+equals(loc: Location): boolean +getStart(): Location

+getFirstStep(): Location
+markTrack(loc: Location,

vis: boolean): void
+print(): void

Backtracking

+Backtracking(m: Maze)
+solve(loc: Location,

lastLoc: Location): boolean
+static main(String[] args): int

(Code ist auf Kursseite verflgbar.)
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Labyrinthsuche: Grafische Ausgabe

ERE— -]
HO#FHHHFHH

#O0000# # #
FHHEHO  F H
#0O000# |
#OH## #HH#+#
#OO#H##H  #
HHOHHHE #4
# O0# #4f
# #000#  #
BHEEET FERY
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Mehr Intelligenz (Heuristik) RWTH

Location[] directions = new Location[] {up, right, down,
lTeft};

for (int i=0; i<4; i++) { ‘<;::f
test = loc.add(directions[i]); Es ist bekannt, dass

das Ziel oben liegt |

Bel manchen Wegen ist es
sinnlos, sie weiterzuvefolgen.
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Bsp. zu Backtracking: 8-Damen-Problem RWTH

Aufgabenstellung: 8 Damen auf Schachbrett so aufstellen,
dass sie sich gegenseitig nicht schlagen kbnnen
(In keiner Diagonalen, Waagerechten oder Senkrechten

darf mehr als eine Dame stehen) N[ Eng verwandr
"Springerproblem"
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RWTH

LOosungsansatz: 8-Damen-Problem

Teile Problem in 8 Schritte auf:

* In Schritt i eine Dame in i-ter Spalte platzieren unter
Bertcksichtigung der bereits platzierten i-1 Damen.
Dazu: Platzierung in Zeilen j=1-8 ausprobieren: Erste Zeile wahlen, in
der die i-te Dame nicht ,bedroht” ist.

» Falls eine sichere Position gefunden: (i+1)-te Dame genauso
behandeln.

—

B BoE{XEs
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LOosungsansatz: 8-Damen-Problem (2) RWTH

 Falls sichere Platzierung in keiner Zeile moglich: einen
Schritt zurtick gehen und alternative Position flr (i-1)-te
Dame wahlen.

 Verfahren funktioniert rekursiv

l

X
X
X
@ B
X
X
X
X

N
|
O
]
X
]
Q@
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Realisierung: 8-Damen-Problem RWTH

Array queenposl[8]: Positionen der Damen, d.h.

gueenpos[i] = Nummer der Zeile, in der i-te Dame in
Spalte 1 platziert wird.
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RWTH

Realisierung: 8-Damen-Problem

Aufruf: gueens(queenpos,0)

gueens(int queenpos[], int column):

Wabhr

<8 °
column < 8 ~ Ealsch

for(row=0; row<8; row++)

good(queenpos, row, column) 2

Wahr Falsch

gueenpos|[column] = row

gueens(queenpos, column+1)

Losung
gefunden:
Ausgabe von
gueenpos|]

Bemerkung: Verfahren findet_alle Losungen
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Test, ob Position geschlagen wird RWTH

boolean good(int queenposl], int row, int column):

IsSGood = true

for(i=0; (i<column) && isGood; i++)

Dame in Spalte i kann Dame an Position row/
column schlagen

Wahr Falsch

IsGood = false

return iIsGood
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RWTH

Bemerkungen zu Backtracking

« Backtracking-Algorithmen konnen exponentiellen
Aufwand haben!

« Durch Einfihrung von Zusatzbedingungen maoglichst viele
Sackgassen ausschliel3en.

« Symmetriebedingungen ausnutzen.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 398



Rucksack-Problem RwTH

Gegeben: Es gibt n Gegenstande. Jeder Gegenstand i hat
ein Gewicht g; und einen Wert w..

In einen Rucksack passen Gegenstande bis zum
Gesamtgewicht G.

Aufgabenstellung: Packe Gegenstande so in den
Rucksack, dass der Gesamtwert maximal wird.

>cg,<6) » Ecwmaximal

c,e {0,1}
Komplexitat: mit Binarbedingung: 2"
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Losung mit Baumdurchlauf

RWTH

Gegenst. Wert Gewicht 0/12 Wert/Restkapazitét
A 5 4 i i
ja nein
B 2 4 A
5/5 0/12
< 4 0 % _ ja nein
Kapazitat: 12 nen v
7/1 5/5 2/8 0/12
ja _ ja _ ja nein ja nein
nein nein
X 7/1 X 5/5 6/2 2/8 4/6 0/12

Suche des Blattes mit dem grol3ten Wert
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Losung mit dynamischer Programmierung RWTH

« Der Baumdurchlauf hat die Komplexitat O(2").
— Ab n=10ist mit Performance-Problemen zu rechnen.

« Alternative L6sung: Dynamische Programmierung
— Laufzeitkomplexitat: O(n?).
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RWTH

LOosung mit dynamischer Programmierung (2)

Gegenst. Wert Gewicht 12 Restkapazitat

A 5 4 i i

ja nein
B 2 4 A
5 12

¢ 4 6 %ein ja nein

Kapazitat: 12 v
1 5 8 12
ja _ ja _ ja nein ja nein
nein nein

X 1 X 5 2 8 6 12

Achte in der vorletzten Zeile auf die Restkapazitaten (rot). Sie missen
zwischen 0 und der Maximalkapazitat des Rucksacks liegen.
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Losung mit dynamischer Programmierung (3) RWTH

1 S 3 12

Die roten Eintrage sind die Restkapazitat vor der
Entscheidung Uber den letzten Gegenstand. An ihnen
erkennt man, wie die letzte Entscheidung ausfallt. Wenn fir
den letzten Gegenstand Platz ist, wird er mitgenommen,
ansonsten nicht.

Man kann das in Tabellenform ausdricken: Hat der letzte
Gegenstand Gewicht 6 und Wert 4, so gilt:

Restkapazitat O (1 |2 (3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 |11 |12
Einpackbarer Wert (O |O (O |0 |O (O |4 |4 |4 |4 |4 |4 |4
Gegenstand - |- 1- (- |- |- (C |]C |C |C |C |C |C
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RWTH

Losung mit dynamischer Programmierung (4)

Gegenst. Wert Gewicht 12 Wert/Restkapazitét

A 5 7 - :
ja nein
B 2 4 SAA_{

2
< 4 0 % _ ja nein
Kapazitat: 12 nen v
0/1 0/5 4/8 4/12
ja _ ja _ ja nein ja nein
nein nein
X 1 X S) 2 8 6 0

Nun arbeiten wir uns Zeile um Zeile nach oben vor. Welchen Wert kann
man abhangig von den Restkapazitaten in der 2. Zeile (rot) mitnehmen?
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Losung mit dynamischer Programmierung (5) RWTH

5 12

Gegenstand B hat Gewicht 4 und Wert 2. Wenn man ihn
nicht einpackt, gilt fir den letzten Gegenstand exakt die
Tabelle aus dem letzten Schritt.

Restkapazitat o (1 |2 (3 |4 |5 (6 |7 (8 |9 |10 |11 |12
Einpackbarer Wert |0 (O (0O |O (O |0 |4 (4 |4 |4 |4 |4 |4
Gegenstand - |- 1- |- |- |- |[C |C |[C |C |C |C |C

Wenn man ihn einpackt, erhoht sich der einpackbare Wert
um 2 und die Restkapazitat verringert sich um 4.
-> Vorgehen auf der nachsten Folie.
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Losung mit dynamischer Programmierung (6) RWTH

Gegenstand B hat Gewicht 4 und Wert 2.
In eine neue Tabelle tragt man den Wert 2 ein, falls B Platz

hat. Die alte Tabelle verschiebt man 4 Positionen (Gewicht
von B) nach rechts.

Restkapazitat o |1 {2 |3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10

Einpackbarer Wert |0 | O O |0 (O 4 4

Gegenstand - |- |- |- |- |- |C |C |[C |C |C
Restkapazitat O |1 |2 (3 |4 |5 |6 8 10 |11 |12
Einpackbarer Wert |0 |0 2 |2 |2 2 2 |2 |2
Gegenstand - |- |- |- |B |B B

\B

Neue Tabelle
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Losung mit dynamischer Programmierung (7) RWTH

Nun kann man in der alten Tabelle (oben) ablesen, was
nach dem Einpacken von B noch Platz hat. Dann addiert
man die obere zur unteren Tabelle. Jetzt hat man den

erreichbaren Wert, wenn man Gegenstand B einpackt.

Restkapazitat O (1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 (9 |10

Einpackbarer Wert |0 [0 (0O |O (O |0 |4 |4 4

Gegenstand - |- |- |- |- |- |C |C |[C |C |C
Restkapazitat 0 |1 3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10 |11 |12
Einpackbarer Wert |0 |0 O (2 |2 |2 |2 |2 |2 |2 |2 |2
Gegenstand - |- |- |- |B |B B |B (B |B
Restkapazitat o |1 {2 (3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 (11 |12
Einpackbarer Wert |O (O (0O |0 (2 |2 |2 |2 |2 |2 |6 |6 |6
Gegenstand - |- |- |- |B |B |B |B (B |B |BC|BC|BC
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Losung mit dynamischer Programmierung (8) RWTH

Nun rickt man beide Tabellen wieder untereinander und

vergleicht: Ist es besser, den zweiten Gegenstand

einzupacken oder nicht?

Restkapazitat O (1 |2 6 |7 |8 [9 |10 (11 (12
Einpackbarer Wert |0 |0 |0 4 |14 (4 |4 (4 |4 |4
Gegenstand - |- - c |C |[C |[C |C |[C |C
Restkapazitat 0 6 8 (9 |10 (11 |12
Einpackbarer Wert |0 |0 2 2 |2 |6 |6 |6
Gegenstand - |- - B B |B |BC|BC|BC
Restkapazitat 0 6 |7 |8 |9 |10 |11 |12
Einpackbarer Wert |0 |0 6 |6 |6
Gegenstand - |- - C |C |C |C |BC|BC|BC
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Losung mit dynamischer Programmierung (9)

RWTH

Gegenst. Wert Gewicht
A ) 7
B 2 4
C 4

Kapazitat: 12

X

0/1

12

215

6 ja
nein

0/5

Wert/Restkapazitat

Mein

6/12

ja

4/8

nein

8

nein
4/12
ja nein
6 12

In der nachsten Zeile sind wir oben angelangt. Eigentlich interessiert nur
noch der Eintrag Nr. 12. Aus Ubungsgriinden berechnen wir trotzdem noch
einmal die ganze Zeile.
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LOosung mit dynam. Programmierung (10) RWTH

Gegenstand A: Wert 5, Gewicht 7.

Nicht einpacken: Letzte Tabelle Gbernehmen:

Restkapazitat o (1 |2 (3 |4 |5 (6 |7 |8 |9 |10|11 |12
Einpackbarer Wert |0 (O |0 |0 (2 |2
Gegenstand - |- |- |- |B |[B |C |C |[C |C |BC|BC|BC

N
N
(@)
(@))
(@)
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Losung mit dynam. Programmierung (11) RWTH

Gegenstand A: Wert 5, Gewicht 7.

Einpacken: Neue Tabelle erstellen, alte nach rechts ricken
und addieren.

Restkapazitat O (1 |2 (3 |4 |5 |6 |7

Einpackbarer Wert [0 |0 2

Gegenstand - |- - |- C |C
Restkapazitat o (1 |2 (3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10(11 |12
Einpackbarer Wert |O [0 (0O |O [0 |O 5 |5 |5 [5 |5 |5
Gegenstand - - |- - |- 1- |- |A A A A |[A |A
Restkapazitat O |1 |2 (3 |4 |5 |6 8 10 |11 |12
Einpackbarer Wert |O |O (0O |0 |O |O 5 |5 |5 |7 |7
Gegenstand - |- - |- |- |- |- |A [A |A |A |AB|AB

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 411



Losung mit dynam. Programmierung (12)

RWTH

Gegenstand A: Wert 5, Gewicht 7.
Zuruckricken und vergleichen. Am besten ist es, A und B

einzupacken.

Restkapazitat o |1 {2 (3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 |10 (11 |12
Einpackbarer Wert O |0 2 |2 |4 |4 |4 |4 |6 |6 |6
Gegenstand - |- |- |- |B |B |[C |C [C |C |BC|BC|BC
Restkapazitat O |1 {2 (3 |4 |5 |6 |7 (8 |9 (10 (11 |12
Einpackbarer Wert |O |O (O |O |O (O |O |5 |5 |5 |5 (7 |7
Gegenstand - - - |- |- 1- |- A [A |A AB | AB
Restkapazitat 0O |1 3 6 8 10 |11 {12
Einpackbarer Wert 0 2 5 6 |7 |/
Gegenstand - |- |- |- |B [B |[C |A |A BC | AB | AB
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Losung mit dynam. Programmierung (13)

RWTH

Gegenst. Wert Gewicht 212 Wert/Restkapazitét
A 5 4 i i
ja nein
B 2 4 A
215 6/12
< 4 0 % | ia nein
Kapazitat: 12 nein v
0/1 0/5 4/8 4/12
ja _ ja nein ja nein
nein
X X 5 2 8 6 12

Da die Wurzel immer den Wert der kompletten Restkapazitat hat, kann
das Endergebnis aus der letzten Tabelle direkt ablesen.
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Losung mit dynam. Programmierung (14) RWTH

Vorteil: Der Aufwand bleibt fur jede Ebene immer gleich
-> O(nZ)

Bel Backtracking wachst der Aufwand fir jede Ebene um
das Doppelte -> O(2").
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Ubersicht der Entwurfsprinzipien

Diese Entwurfsprinzipien werden in der Vorlesung betrachtet:

Greedy: Mache in jedem Teilschritt den gro3tmaoglichen
Schritt.

Backtracking: Durchlauf eines Losungbaums in Pre-Order-
Reihenfolge.

Branch and Bound: Zweige des Ldsungsbaums, die
oberhalb einer Schranke liegen, werden abgebrochen.

Dynamische Programmierung: Der Losungsbaum wird
ebenenweise durchlaufen. Die Zwischenergebnisse werden in
einer Tabelle gespeichert.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 415




Ahnliches Beispiel: Waage

RWTH

« Zur Verfugung steht eine Balkenwaage und 4 Gewichte.

52 hadd

« Welche Gewichte kann man ausmessen?

Fallt weg aus Symmetrie-
grinden

0
I re
we
0 -1
./ /o~
4 1 -2 3 0 -3

USW...
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RWTHAACHEN
Vorlesung 16 UNIVERSITY

Vorlesung 16

Der Dijkstra-Algorithmus
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Klrzeste-Wege-Algorithmen RWTH

— Gunstigste Wege von einer Quelle: Dijkstra-Algorithmus

— Gunstigste Wege zwischen allen Knotenpaaren: Floyd-
Algorithmus

— Existiert ein Weg zwischen zwei Knoten? Warshall-Algorithmus
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RWTH

Klrzeste-Wege-Probleme

« Eigentlich: Suche nach ginstigsten Wegen in gewichteten Graphen:
Gewichte = Kosten;

 Bei Anwendung auf ungewichtete Graphen (Gewichte=1) ergibt
sich: ,klrzeste® Wege.

« Praktische Bedeutung fur Transport- und Kommunikationsnetzwerke

 (einige) Problemarten:

1. Bestimme gunstigsten Weg von festem Knoten (,Quelle®) zu allen
anderen Knoten (,Single-source shortest-path problem®).

2. Bestimme ginstigste Wege zwischen allen Knotenpaaren
(,All-pairs shortest-path problem®).

3. Bestimme gunstigsten Weg zwischen zwei gegebenen Knoten.

4. Existiert ein Weg zwischen zwei Knoten?
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Anwendungsbeispiel RWTH

Spedition fahrt taglich im Dreieck Aachen-Dusseldorf-K6ln und mochte
die Kosten minimieren.
Kantenkosten im Graphen sind z.B. Kilometer oder bendtigte Zeit.

Dusseldorf

1) Kostenminimaler Weg von Aachen zu allen anderen Orten?
2) Kostenminimaler Weg zwischen allen Orten?
3) Kostenminimaler Weg zwischen Aachen und Kdln?

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 420



Glnstigste Wege von einer Quelle RWTH

Algorithmus von Dijkstra (1959):

Gegeben: Graph G = (V,E) dessen Bewertungsfunktion folgende
Eigenschaften hat:

— Jede Kante von v; nach v; hat nicht negative Kosten: C(i,}) >0

— Falls keine Kante zwischen v;und v; @ C(i,]) =«
— Diagonalelemente: C(i,i) = 0 (spezielle Konvention, falls notig)

— Bei ungewichtetem Graph (Gewichte=1):
Ergebnis = Lange der kirzesten Wege

|dee: Iterative Erweiterung einer Menge von gunstig erreichbaren Knoten
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Algorithmus von Dijkstra (1959) (2) RWITH

Menge S: die Knoten, deren gunstigste Wegekosten von der
vorgegebenen Quelle (Startknoten) bereits bekannt sind.

1. Initialisierung: S = { Startknoten }

2. Beginnend mit Quelle alle ausgehenden Kanten betrachten (analog
BFS). Nachfolgerknoten v mit giinstigster Kante zu S hinzunehmen.

3. Jetzt: berechnen, ob die Knoten in \VV \S gunstiger Uber v als
,<Zwischenstation® erreichbar ist, als ohne Umweg uber v.

4. Danach: denjenigen Knoten v' zu S hinzunehmen, der nun am
gunstigsten zu erreichen ist. Bei zwei gleich gunstigen Knoten wird
ein beliebiger davon ausgewahlt.

Neuberechnen der Wegekosten (3.) und Erweitern von S (4.)
wiederholen, bis alle Knoten in S sind.
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Beispiel (1) RWNTH

Initialisierung: S = { Startknoten }
Beginnend mit Quelle alle ausgehenden Kanten betrachten (analog

BFS).
Knoten Abstand

1 0

& 2 5

6 3 20
4
30

5
6
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Beispiel (2) RWTH

Nachfolgerknoten v mit gunstigster Kante zu S hinzunehmen.

Knoten Abstand
1 0
20
2 5
6 3 20
4
30
5
6
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Beispiel (3)

RWTH

3. Jetzt: berechnen, ob die Knoten in V \S gunstiger Uber v als
,<Zwischenstation® erreichbar ist, als ohne Umweg uber v.

20

30

Knoten Abstand
1 0
2 )
3 26,15
4 25
S
6
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Beispiel (4)

RWTH

4. Danach: denjenigen Knoten v' zu S hinzunehmen, der nun am

glnstigsten zu erreichen ist.

20

30

Knoten Abstand
1 0
2 )
3 15
4 25
S
6
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Beispiel (5) RWTH

Neuberechnen der Wegekosten.

Knoten Abstand
1 0
20
2 5
0 3 | 15
4 55
30
5 35
6
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Beispiel (6) RWTH

 wiederholen, his alle Knoten in S sind.

Knoten

Abstand

20

15

30

55.40

35

OO~ |IWIN

65
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Beispiel (7) RWTH

 wiederholen, his alle Knoten in S sind.

Knoten

Abstand

0

20

5

15

30

40

35

OO~ |IWIN

B5-60
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Beispiel (8) RWTH

 wiederholen, his alle Knoten in S sind.

Knoten

Abstand

20

15

30

40

35

OO~ |IWIN

60
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Dijkstra-Algorithmus: Datenstrukturen RWTH

Menge S: die Knoten, deren gunstigste Wegekosten von der
vorgegebenen Quelle bereits bekannt sind.

d[i] : aktuell glnstigste Kosten irgendeines Weges von
Quelle zu v;

p[i] : Wenn zusatzlich zu gunstigsten Kosten auch nach
glnstigstem Weqg zu jedem Knoten gefragt ist:
— Speichere direkten Vorganger von v; auf gunstigstem Weg in pJi]
— p[i] wird mit Index der Quelle initialisiert.

— Nach Ablauf des Algorithmus kann glnstigster Weg zu jedem
Knoten mit Hilfe des Feldes p zurtckverfolgt werden.
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Beispiel zum Ablauf bel Dijkstra

RWTH

Ruckverfolgen des gunstigsten Weges z.B. von 1 nachG@\U

* Vorganger von 6 =4
* Vorgangervon 4 =5

vi [ di2] d[3] d[4] d[5] d[6] |p[2] p[3] p[4] p[5] Pp[E]
1| 5 20 1 1

2| 5 15 55 1 2 2

3| 5 15 55 35 1 2 2 3

5| 5 15 40 3 6|1 2 5 3

4l 5 15 40 3 601 2 5 3 4
6] 5 15 40 35 60]|1 2 5 3 (4

* Vorganger von 5 =3, ....
d.h. gunstigster Weg ist 1-2-3-5-4-6 (mit Kosten 60)

O=6
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Algorithmus von Dijkstra (1): Initialisieren RWTH

Quelle (Index '1") zur Menge 'S' hinzufligen

fur alle anderen Knoten 'vi'

Kantenkosten zwischen Quelle und 'vi' in Feld 'd’ speichern

(d[i]=c[1]0])

falls Kante zwischen vi und

Vorganger von 'vi' ist Quelle '1": p[i]=1 Quelle besteht
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Algorithmus von Dijkstra (2) RWTH

Solange nicht alle Knoten in S enthalten sind

wahle noch nicht in S enthaltenen Knoten 'vi' mit geringsten
Kosten d]i]

flge vi zu S hinzu

far jeden noch nicht in S enthaltenen Knoten 'vj'

Kosten zu vj tber vi (d[i]+c[i][j])
Wahr geringer als d[j]? Ealsch

neue Kosten speichern:

dfj] = d[i] + c[i][]

Vorganger von 'vj'ist 'vi': p[j]=i
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Dijkstra-Algorithmus: Bemerkungen RWTH

« Zeitkomplexitat des Dijkstra-Algorithmus:
Annahme: Speicherung des Graphen mit Adjazenzmatrix

TDijkstra (IV]) € O(|V|?)

« Nachteil: Keine negativen Gewichte mdglich
— Ausweichen auf den Bellman-Ford-Algorithmus
— Negative Zykel: Kein gunstigster Weg maoglich

Negativer Zykel 2-3-4-2
Die Kosten 1->5 konnen beliebig
klein werden.
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Bellman-Ford-Algorithmus

RWTH

* Dynamische Programmierung
 Nachteill O(v-e) (statt O(v?) bei Dijkstra)

« Vorteil: negative Kosten moglich (keine neg. Zyklen).

Liste der Kanten aufstellen

20

1->2

1->3

223

20 2> 4
322

OL__ 2RI
425

30 426

524
526

5
20
10
50
20
20
20
20
5
30
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Beispiel (1) RWNTH

Berechnung des Abstands d, zwischen Knoten 1 und Knoten X
« Schrittl: d; =0
« Schritt 2: Fir jede Kante a - e:
« Falls d, bekannt
 Fallsd, + g < d, (g: Gewicht der Kante) oder d, unbekannt:
« Setzed,aufd, + g.

Knoten Abstand
152 5
153 20 1 0
2>3 10 2 5
2>4 50
332 20 3 20 15
3->5 20 4 55 40
4>5 20
4>6 20 S 35
524 5 6 75 65
536 30

« Optimaler Wert fur alle Knoten, die optimal mit 1 Schritt erreicht werden kdnnen.
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Beispiel (2) RWTH

Berechnung des Abstands d, zwischen Knoten 1 und Knoten X

» Schritt 3: Wiederhole Schritt 2

Knoten Abstand
152 5
153 20 1 0
223 10 2 5
2>4 50
352 20 3 15
3->5 20 4 55
4>5 20
4>6 20 S 35
524 5 6 65 60
536 30

« Optimaler Wert fur alle Knoten, die optimal mit 2 Schritten erreicht werden kdnnen.
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Beispiel (3)

RWTH

Berechnung des Abstands d, zwischen Knoten 1 und Knoten X

« Schritt 4: Wiederhole Schritt 2
« Keine Anderung mehr ->fertig

« Spéatestens nach v-1 Wiederholungen
sind alle Abstande bestimmt (mehr als
v-1 Schritte bendtigt keine optimale
Wegstrecke).

Knoten

Abstand

0

5

15

55

35

Ol b~ WD

65
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Beispielgraphen (1) RWTH

20

10
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Beispielgraphen (2) RWTH
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Beispielgraphen (3) RWTH
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RWTHAACHEN
Vorlesung 17 UNIVERSITY

Vorlesung 17

Entwickeln von Losungskonzepten
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Schritte zur Problemldsung RWTH

Gegeben ist ein algorithmisches Problem:

Beispiel:
Schreiben Sie eine Funktion

public static int[] getTwoSum(int[] arr, int sum)

die nach einem Zahlenpaar in arr sucht, das addiert sum
ergibt und die Indizes der beiden Zahlen in einem int[2]-Feld
zurickgibt.

Falls kein solches Zahlenpaar vorhanden ist, wir null
zurlickgegeben.
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Schritte zur Problemldsung RWTH

1. Schritt zur Problemlosung: Finden eines geeigneten
Algorithmus.

2. Schritt zur Problemlosung: Codierung des Algorithmus.

* Der erste Schritt ist oft ein grof3es Problem.
« Leider gibt es hier kaum Patentrezepte.
- Man braucht einfach viel Ubung.
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RWTH

Tipps zur Problemldsung

Folgende Punkte sind hilfreich:
e Es st sinnvoll, den Losungsansatz kurz zu notieren.

« Dazu benutzt man Pseudocode, eine Mischung aus
Programmcode und Text.

« FUr Pseudocode gibt es wenig Regeln.

« Wichtig ist, dass man hinterher seinen eigenen
Pseudocode noch versteht (es schadet nattrlich nicht,
wenn auch andere ihn verstehen kénnen).
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Tipps zur Problemldsung RWTH

Folgende Punkte sind hilfreich:
- Es ist wichtig, sehr viele Ubungsaufgaben zu I6sen.

 Den groi3ten Tell dieser Vorlesung nehmen darum auch
Ubungsaufgaben ein.

 Fir mehr Ubungsaufgaben kann man das Internet nach
dem Stichwort ,,Coding Interview" durchsuchen.

— Coding Interviews verwenden grol3e Softwareunternehmen
(Microsoft, Google, Amazon, ...) in Bewerbungsgesprachen,
um Programmierfahigkeiten zu testen.

 Ein anderes Stichwort ist ,code kata“.

— Katas heil3en in verschiedenen japanischen Klnsten die
Grundtechniken.
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RWTHAACHEN
Vorlesung 18 UNIVERSITY

Vorlesung 18

Der Floyd-Warshall-Algorithmus
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Gunstigste Wege zwischen allen RWNTH
Knotenpaaren

Gegeben (ahnlich wie fur Dijkstra-Algorithmus):
Graph G = (V,E) mit folgender Bewertungsfunktion:

— Jede Kante von v; nach v; hat nicht negative Kosten: C(i,J) >0

— Falls keine Kante zwischen viund v; : C(i,]) = o

Aufgabenstellung: Bestimme fur alle geordneten Paare (v,w)
den klrzesten Weg von v nach w.

Losungsmaoglichkeiten:

1. Wende Dijkstra -Algorithmus fur alle Knoten v als Quelle an
— Zeitkomplexitat O( |V|?).

2. Verwende den Floyd -Algorithmus.
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Grundidee zum Algorithmus von Floyd RWTH

|V| Iterationen:

« 1. Schritt: Vergleiche Kosten von
— direkter Verbindung von Knoten i zu Knoten |
— Umweg uber Knoten 1 (also: von i nach 1; von 1 nach j).
— Falls Umweg glnstiger: alten Weg durch Umweg ersetzen.

« 2. Schritt: zusatzlich Umwege Uber Knoten 2 betrachten.

» k-ter Schritt: Umwege Uber Knoten k betrachten, usw.

Floyd-Algorithmus nutzt eine |V|x|V| Matrix A[i][j] , um Kosten der glinstigsten
Wege zu speichern (Subscript nur zum Bezeichnen der Iteration):

A11[]] := minimale Kosten, um Uber irgendwelche der Knoten in {1,...,k}
vom Knoten i zum Knoten j zu gelangen

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 450



Algorithmus von Floyd RWTH

A[l][j]]= Kosten des aktuell giinstigsten Wegs .
« Initialisierung: A[i][j]] = C(1,)) V I#J; Diagonalelemente A|[i][i] =0

* |V] lterationen mit ,dynamischer Programmierung®:
Iterationsformel zur Aktualisierung von AJi][j] :

AI0] = min { A [T A K] +A K] }
Ava T w]u1
@ A 0] @

* Zum Schluss: Ay[l][]] = Kosten des gunstigsten Wegs von i nach J.
Bemerkung: AJil[k] = A4[il[k] und AJKI[] = A, [KI[]
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Floyd-Algorithmus RWTH

for (int 1=0; 1i<a.length; i++) {
for (int j=0; j<a.length; j++) {
for (int k=0; k<a.length; k++) {
if (aljllkl>aljlli]+ali]lk]) {
aljllk]=aljll[1]+al1][k];
}
}

}
¥
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Beispiel zum Floyd-Algorithmus (1) RWITH

2 A, (direkter Weq) ga§h3 4
12
1 02 3 w - - - -
3 1 2 20 o 1 - - - -
e e 3 3007 - - - -
7 4 ©l70 - - - -
Umweg Uber 1
nach
2 12 34

w@
(&)™)
<
D WNEREO
-
8 WN O
= U1 ON
I
I
=
I

N O vt w
O NEF S
|
|_\
|
|
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Beispiel zum Floyd-Algorithmus (2) RWITH

2 Umweg Uber 2 ga§h3 4
(e A2
#Vﬁ 1 [0233][---2
31 2 2051 - -1 -
e 9 3 3506 -1-2
/725 4 3160 2 - 2 -
Umweg Uber 3
hach
1234
von
1 0233 - - =2
2 2051 - -1 -
3 3506 -1 -2
4 3160 2 - 2 -
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Beispiel zum Floyd-Algorithmus (3) RWTH

Umweg Uber 4

nach

1234
von
1 0233 - - =2
2 2 051 - -1 -
3 35006 - - 2
4 3160 2 - 2 -
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RWTH

Funktionsweise (1)

* Der Floyd-Algorithmus verwendet das Entwurfsprinzip
,2dynamische Programmierung".

« Warum funktioniert der Floyd-Algorithmus?

« Woran erkennt man das Entwurfsprinzip?

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 456



Funktionsweise (2) RWTH

« Betrachten wir noch einmal das Ergebnis des letzten
Beispiels. Im letzten Schritt hatten wir die Umwege Uber
Knoten 4 betrachtet:

 Die Kosten 3 der Kante 1-3 kdonnten im letzten Schritt auf
zZwel Arten entstanden sein.
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RWTH

Funktionsweise (3)

 Entweder die Kosten wurden im letzten Schritt nicht
aktualisiert (rechts)

* oder sie bildeten sich aus der Summe der Kosten 1-4 und
4-3 (links)

Q0 &
AN
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RWTH

Funktionsweise (4)

Anders ausgedrickt:

« Entweder der klrzeste Weg verlauft nicht tber die
Zwischenstation 4 (rechts)

« oder der kirzeste Weg verlauft tber die Zwischenstation
4 und setzt sich zusammen aus den klrzesten Wegen 1-4

und 4-3 (links).

() &)
ZAN
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Funktionsweise (5) RWTH

(X3 &
ZAN

« Wichtig ist, dass in der unteren Ebene die Einzelwege
nicht mehr Uber die Zwischenstation 4 verlaufen.

— Links wére das unsinnig, da 4 ja die Anfangs- oder
Endstation ist.

— Rechts ist 4 nach Definition keine Zwischenstation.
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Funktionsweise (6) RWTH

* In einer weiteren Ebene verzweigen sich die
Maoglichkeiten weilter:

— Entweder, die kurzesten Wege fuhren tber die
Zwischenstation 3 (1-3 und 3-4)

— oder sie fuhren nicht Uber die Zwischenstation 3 (1-4).

 Wenn 3 Anfangs- oder Endstation ist, gibt es nur eine
Verzweigung (rechts bei 4-3 und bei 1-3).
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Funktionsweise (7) RWTH

* Die Wege in der untersten Ebene fuhren jetzt weder Uber
die Zwischenstation 4 noch uber die Zwischenstation 3.
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RWTH

Funktionsweise (8)

OE),
E &
(30 @ () &)
N
(2)63) () D G0 (2 & (1222 2 (r2z2) )
VAN PAN AN AN AN
©@E OO0 @EOe O @ 0 @ @G © @ @ 0 @ © @ ©0 @& 6 @
VAN AN AN 2N VAN VAN VAN N AN

* Dies setzt man jetzt mit den Ebenen 2 und 1 fort.

« Die Wege in der untersten Ebene dirfen jetzt Uberhaupt
keine Zwischenstationen mehr haben.

e Sie sind also die direkten Verbindungen und die Kosten
sind zu Beginn bekannt.
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RWTH

Funktionsweise (9)

OE),
E &
(30 @ () &)
N
(2)63) () D G0 (2 & (1222 2 (r2z2) )
VAN PAN VAN VAN VAN
©@E OO0 @EOe O @ 0 @ @G © @ @ 0 @ © @ ©0 @& 6 @
VAN VAN AN 2N VAN VAN VAN N AN

« Der Baum kann zwar sehr grof3 werden, aber alle

Eintrage in der untersten Zeile kann man in nach

der Startmatrix ablesen. 1234
« Es sind viele Eintrage mehrfach vorhanden. Vin 02 3 o
+ -> Ideale Voraussetzungen fir dynamische § ?, SO . %

Programmierung. 4 wl70
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Funktionsweise (10) RWTHAACHEN

UNIVERSITY
®
@-____ o
e o g ®
@ @ (G @ @ @ W
@@BO @O MO @ @ @ 7 ) ©® @@ ©

« Sehen wir uns auch die
vorletzte Ebene an.
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RWTH

Funktionsweise (11)

 Wenn wir die letzte Ebene eingetragen haben....

nach
123 4
von
1 02 3 w
2 2 0 o1
3 3 0o 0 7
4 ol 70

e ...dann konnen wir einfach die Elemente der vorletzten
Ebene bestimmen.
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Funktionsweise (12) RWTH

» Praktischerweise fertigen wir uns dazu eine Tabelle der
vorletzten Ebene an.

nach nach
12 3 4 12 3 4
von vOon
1 0 2 3 w 1 02 3 o
2 2 0 o1 ) 205 1
3 3 o 07 3 350 7
4 ol 70 4 o 1l70

« Das ist genau der erste Schritt im Floyd-Warshall-
Verfahren.
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RWTH

Funktionsweise (13)

« Mit jedem Schritt des Floyd-Warshall-Verfahrens geht
man eine weitere Ebene nach oben.

* In der letzten Tabelle kann man die Kosten des
Wurzelknotens ablesen. Dies ist der gesuchte klrzeste

Weg.

« Das entspricht genau dem Entwurfsprinzip der
dynamischen Programmierung.
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Zeitkomplexitat des Floyd-Algorithmus RWTH

Troya (IV]) € O(|V[3) (asymptotisch nicht schneller als [V| mal Dijkstra)

Bemerkung:
Algorithmus hat sehr einfache Struktur.
= Compiler erzeugt effizienten Code.
Dadurch wird Floyd doch schneller als |V| mal Dijkstra sein.
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RWTH

Existiert ein Weg zwischen zwel Knoten?

Gegeben: Graph G = (V,E) (egal ob gerichtet oder nicht;
gewichtet oder nicht)

Aufgabenstellung: Prufe fur alle geordneten Paare (v;,v;), ob
ein Weg (beliebiger Lange) von v; nach v, existiert.

Ziel: Berechne ,Adjazenzmatrix A zu transitivem Abschluss® von G:
Ali][]] = true < es existiert ein nicht-trivialer Weg (Lange>0)
von v; nach v,

Losung: Modifikation von Floyd—Algorithmus
= Warshall-Algorithmus

Iterationsformel: AJIl[J]] = A1l v (A [IHTK] A A1 [K]DD)
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Beispiel zum Warshall-Algorithmus

8 2

Anfang

Floyd: 0 85
3 0 w
o 2 0

Warshall:
TTT

AOriginaI = TTF
FTT

Floyd:

Warshall:

Ap

bschluss —

Ende

o1 w o

N O

O 0 O1

— — -
— — -
— — -

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug
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Warshall-Algorithmus RWTH

for (int 1=0; 1i<a.length; i++) {
for (int j=0; j<a.length; j++) {
for (int k=0; k<a.length; k++) {
aljllkl=aljllk]|[Calj]l[1]&&kal1][k]);
}
}
}
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Zeitkomplexitat des Warshall-Algorithmus RWTH

Twarshall ( |V| ) € O( |V|3)
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Aufgabe RWTH

« Aufgabe 1. Finden Sie die kirzesten Wege mit dem
Floyd-Algorithmus.

nach
12 34
von
1 051 w
2 o 0 8 x
3 o 304
4 2 o o 0
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Aufgabe RWTH

« Aufgabe 2. Finden Sie die kirzesten Wege mit dem
Floyd-Algorithmus.

nach
12 34
von
1 0 4 ©
2 o 014
3 5 001
4 w210
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Ausblick zu Graph-Algorithmen RWTH

* Telle dieser Algorithmen finden sich als 'Skelett' in vielen
Interessanten Losungen zu Problemen aus dem wirklichen Leben:
— Netzplantechnik
— Compiler (Vektorisierung)
— Problem des Handlungsreisenden
— Produktionssteuerung, etc.

« Es gibt eine grol3e Anzahl weiterer Probleme und Algorithmen
— Zusammenhangskomponenten (Erreichbarkeit)
— Flisse auf Netzwerken (maximale, minimale)
— Transportprobleme

« Euler-Kreis: Kreis, in dem jede Kante einmal durchlaufen wird
(einfaches Problem)

« Hamilton-Kreis: Kreis, in dem jeder Knoten einmal durchlaufen wird
(sehr schwieriges Problem)

— Farbungsprobleme
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RWTHAACHEN
Vorlesung 19 UNIVERSITY

Vorlesung 19

Textsuche
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Suchen in Texten RWTH

+  Einfihrung

*  Naives Verfahren
+ Boyer/Moore

* Rabin/Karp

*  Mustererkennung mit endlichen Automaten
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RWTH

EinfUhrung in Textsuche

Problem: Suche erstes Vorkommen von
Muster-Zeichenfolge pattern[0...m-1] in

Text-Zeichenfolge text[0...n-1]

Anwendungen:

— Finden von Mustern in Text-Dateien, z.B.
Unix-Kommando grep; Suchfunktion im Editor; Web-Suchmaschine

— Algorithmen funktionieren auch bei anderen ,Alphabeten®,
z.B. DNS-Sequenzen oder Bitfolgen

Verwandtes Problem: Muster ist regularer Ausdruck
= ,Pattern Matching® (,Mustererkennung®) mit endlichen Automaten
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Ubersicht tiber die Textsuchverfahren RWTH

: =)
Naiver / grober / 585 =z
brute force-Algortihmus 022
> C_Q D
- =h N
25
O
Knuth-Morris-Pratt :
Rabin-Karp ’i?
3
vereinfachter A
Boyer-Moore
T Boyer-Moore ,3Q
(Boyer-Moore)-Sunday +
(Boyer-Moore)-Horsepool 3
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RWTH

Einteilung

» Die Textsuchverfahren ,Naiv®, ,Knuth-Morris-Pratt®, ,Boyer-Moore-
Sunday” sind verwandt.
— Fur kleine Texte ist ,,Naiv‘ am schnellsten.
— Fur groBe Texte ist ,,Boyer-Moore-Sunday“ am schnellsten.
— Knuth-Morris-Pratt hat vor allem historische Bedeutung.

« ,Rabin-Karp® (hier nicht erklart) benutzt ein anderes Prinzip.

« Zunachst wird die grundsatzliche Problemstellung bei ,Naiv",
,2Knuth-Morris-Pratt” und ,Boyer-Moore-Sunday” erlautert.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 481



Algorithmusskizze Naiv, KMP, BMS RWTH

Zu Beginn setzt man das Muster an den Beginn des Textes

text UNGLEICHUNGSTETL...

pattern UNGLETICHUNGEN

Dann wird der Text Zeichen fur Zeichen durchgegangen, bis entweder
eine komplette Ubereinstimmung festgestellt wird
«oder ein Zeichen nicht Ubereinstimmt.

text UNGLETITCHUNG TETIL...

pattern UNGLEICHUNGE N %

Wenn ein Zeichen nicht Gbereinstimmt, muss das Muster neu angesetzt
werden. Aber wohin?
Das kommt auf das Verfahren an.
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RWTH

Naives Verfahren

text UNGLETCHUNG TETIL...

pattern UNGLEICHUNG E N %

Naives Verfahren:
Das Muster wird einen Buchstaben weiter gesetzt.

text UNGLEICHUNGSTETIHL...

pattern UNGLEICHUNGEN
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Naives Verfahren: Struktogramm RWTH

Ab jeder Position i € [0;n-m] prifen, ob text[i...i+(m-1) ]=pattern

FOR (Startposition i=0 ; i <= N-M ; i+1)

J=0
WHILE (j<M und Text[ i+] | = Muster[j])
j++
Wahr Muster ganz gefunden (j=M) Falsch
Return: Position i

Return: Nicht gefunden (z.B. Position -1)

« Worst Case: m(n-m) Vergleiche; fur n>>m (Normalfall): O(n-m)
« Best Case (realistisch): O(n) bei Nicht-Finden; O(m) bei Finden;
« Zusatzlicher Platzbedarf: O(1)

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 484



Mustersuche mit naivem Algorithmus (Bsp.) RWTH

N|{S|IT | N|N|]L|O|ISIE|R|T|E]|X]|T

mismatch!

i I
i=1; -0 mismatch!

i |
i=2; j=2 mismatch!

i=3; j=0 mismatch!

i=4; j=1 mismatch!

Ein ,mismatch” liegt bei Nichtubereinstimmung vor.
,match“ bedeutet ,komplette Ubereinstimmung®.
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Knuth-Morris-Pratt

RWTH

Jetzt muss das Muster neu angesetzt werden. Aber wo?
Regel: Wenn die letzten Gberpriften Buchstaben gleich dem Anfang
des Patterns sind, verschiebt man das Muster entsprechend.

text

pattern

text

pattern

UNGLETITCH

U

N

G

L EICH

U

U

N

N

STETITL...

E N

und macht beim anschlieRenden Zeichen weiter.

UNGULETICH

U

U

N

N

G

G

STETIL...

LEICHUNGEN

T
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Algorithmusskizze KMP (2) RWIH

Wenn die letzten Uberpriften Buchstaben nicht gleich dem Anfang
des Musters sind, verschiebt man das Muster so, dass das erste
Zeichen auf dem Mismatch zu liegen kommit.

text UNGLEICHTUNGSTETTL...

pattern UNGLEICHER
ergibt

text UNGLEICHTUNGSTETTL...

pattern UNGLETICHER

Wichtig ist zu prufen, welcher von beiden Fallen eintritt.
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Komplexitat von KMP-Textsuche

Der Algorithmus wird in der Vorlesung nicht genauer erklart.

 Es muss eine next-Tabelle initialisiert werden: Aufwand O(m)

« Dann beginnt die Such-Phase: in jedem Schritt
— entweder im Text um 1 Zeichen weitergehen (++1),

— oder Muster um mindestens 1 Zeichen weiter rechts ,anlegen”
(j=next [7J]).
= Aufwand O(n)

 KMP-Algorithmus insgesamt: O(n + m)

« Zusatzlicher Platzbedarf: O(m)
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Boyer/Moore RWTH

Vereinfachter (simple) Boyer/Moore

Schlechtes-Zeichen-Strategie

A 4 A 4

Boyer/Moore
(Boyer/Moore-) Schlechtes Zeichen-Strategie
Horspool
und
(Boyer/Moore-) | Gutes-Ende-Strategie
Sunday \
\] ]
verbesserte W Wir behandeln
Schlechtes-Zeichen-Strategie diese Variante
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Boyer-Moore-Sunday RWTH

text UNGLETCHUNG TETIL...

pattern UNGLEICHUNGE N %

Wenn ein Zeichen nicht Gbereinstimmt, muss das Pattern neu angesetzt
werden. Aber wohin?

Boyer-Moore-Sunday:
Man betrachtet den Buchstaben, der hinter dem Muster liegt:

text UNGLEICHUNGSTETL...

pattern UNGLE I CHUNGEN

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 490



RWTH

Boyer-Moore-Sunday

Boyer-Moore-Sunday:
Man betrachtet den Buchstaben, der hinter dem Muster liegt:

text UNGLEICHUNGSTETIL...

pattern U NGLEICHUNGEN

Das Muster kann so weit nach vorne geschoben werden, bis
ein Buchstabe des Musters mit diesem Buchstaben
Ubereinstimmt.

text UNGLEICHUNGSTETL...

pattern UNGLEICHUNGEN

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 491



Boyer-Moore-Sunday RWTH

AnschlieRend wird Text und Muster wieder verglichen.

text UNGLEICHUNGSTETIHL...

pattern U:%]%I CHUNGEN

Bei Ungleichheit wird wieder der erste Buchstabe hinter dem
Muster betrachtet und das Muster entsprechend
vorgeschoben.

text UNGLEICHUNGSTETITL...

pattern UNGLEICHUNGEN
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RWTH

Fragen zu BMS

Der auf das Muster folgende Buchstabe kommt im Muster mehrmals
vor. Wo wird das Muster angelegt?

text UNGLEICHUNGSTETIL...

pattern UNGLE I CHUNGEN

Antwort: An den Buchstaben, der im Muster am weitesten
hinten liegt.
Das entspricht dem kleinsten der moglichen Springe.

text UNGLEICHUNGSTETL...

pattern UNGLEICHUNGEN
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Fragen zu BMS (2) RWTH

Der auf das Muster folgende Buchstabe kommt im Muster nicht vor.
Wo wird das Muster angelegt?

text UNGLEICHUNGS - ETIL...

pattern U NGLEICHUNGEN

Antwort: Das Muster wird tUber den Buchstaben
hinweggeschoben.

Alle Positionen vorher sind zwecklos, da der Buchstabe ja
Im Muster nicht vorkommt.

text UNGLEICHUNGS-TETIL...
pattern UNGLEICHUNGEN
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Beispiel 1 RWTH

AlA|B|B|A|c|c|B|A|c|D|A|[c|B|A|B|C|B]|A
AlBlB|A|B|C|B|A
B|A[B|C|B

AlcClBl A BlC|B|A|,

O
El
>
>|m|(w|>
oy,
>
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Die “last-Tabelle” RWTH

last-Tabelle

...enthalt zu jedem Zeichen des Zeichensatzes die Position des letzten
Vorkommens im Muster (oder ‘-1, falls es nicht vorkommt).

Implementierung z.B. als Array indiziert mit (Unicode)-Zeichensatz:
‘A’ auf Index 65, ‘B’ auf 66 usw., ‘a’ auf Index 97, ‘b’ auf 98 usw..

Auszug aus last-Tabelle am Beispielpattern: "ABBA"

Index ... 65(A) | 66(B) | 67(C) | 68(D) Zeichen | A

Eintrag ... 3 2 -1 -1 Position {0 |1 |2 |3

\ N /
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Beispiel 2: Last-Tabelle

RWTH

Last-Tabelle des Musters ,bananas’;

Pattern a n n S
Index im Muster 1 2 3 4 5 6
Unicode-Index 98 97 110 97 110 97 115
Last-Wert 0 5 4 5 4 5 6
a b n S
0-96 97 o8 99-109 110 111-114 115 116-127
-1 5 0 -1 4 -1 6 -1
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o RWNTH
Boyer/Moore/Sunday (Beispiel 2)

Suche nach Pattern ,bananas

ofrlaln|gle]|s]|, ananas||and bana||nas

Pattern b a n S sonst e mja|m &e
Last-Wert 0 5 4 6 -1
Alte Position des Patterns: i ... i+m-1

Verschiebedistanz v = m-last[text[i+m]]
Neue Position des Patterns: i+v ... i+v+m-1
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RWTH

Boyer/Moore/Sunday

« Laufzeit dieser Variante (unter Annahme n>>m):

— O(n-m) im schlimmsten Fall
Bsp. f. unginstige Text/Pattern-Kombination: Text: a* Muster:
aaaaaba

— Im Normalfall (Text und Muster sind sich sehr undhnlich) geht es
aber viel schneller. Wenn Alphabet des Textes grofl3 im Vergleich
zu m: nur etwa O(n/m) Vergleiche

« Nur sinnvoll, wenn das Alphabet grol3 ist (z.B.
ASCIl/Unicode). Fur Bitstrings ist dieses Verfahren
weniger gut geeignet.
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Rabin-Karp RWTH

* Prinzip:
— Vom Pattern wird ein Hashwert gebildet.

— Dieser wird mit dem Hashwert des jeweiligen Textausschnitts
verglichen.

— Nur wenn beide Hashwerte gleich sind, werden
Textausschnitt und Pattern zeichenweise verglichen

» Beispiel:
— Pattern: ANE
— Text: BENANE

— Hashverfahren: Die Positionen der Buchstaben im Alphabet
werden addiert.
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Beispiel fur Rabin-Karp (1) RWTH

« Hashwert des Patterns:
— A+N+E = 1+14+5 = 20

« Hashwert der ersten 3 Buchstaben des Texts:
— B+E+N =2+5+14 =21
— Keine Ubereinstimmung

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 501



Beispiel fur Rabin-Karp (2) RWTH

« Das Pattern wird einen Buchstaben weitergeruckt.

— Der erste Buchstabe fallt aus dem Pattern heraus und wird
subtrahiert. Der neue Buchstabe wird addiert.

— Je nach Hashfunktion konnen diese Operationen auch
anders aussehen.

alt B E N A N E neu
21 -2 +1 20

« Der Hashwert von Pattern und Textausschnitt stimmen
jetzt Uberein.
— Zeichenweiser Vergleich: Textausschnitt: ENA, Pattern: ANE
— Kein Treffer
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Beispiel fur Rabin-Karp (3)

RWTH

Das Pattern wandert weiter durch den Text

alt E N A N E neu
20 -5 +14 29
29 -14 +5 20

« Zeichenweiser Vergleich
— Treffer
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Laufzeitverhalten von Rabin-Karp RWNTH

* Im Worst Case sind die Hashwerte immer gleich und
Rabin-Karp hat keine Vorteile gegentber dem naiven
Verfahren — O(n-m).
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Java - Klassenbibliothek RWTH

« String.indexOf(String str) verwendet naive Textsuche.
— Python ebenso
— Ruby verwendet Rabin/Karp
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RWTH

,Mustererkennung“ mit endlichen Automaten

» Bisher gesucht: konkrete Zeichenfolge
« Jetzt: Suche nach allgemeinerem Muster

« Dazu benotigt:

— Notation, um allgemeine Muster zu beschreiben
= reqgulare Ausdricke

— Mechanismus, um solche Muster zu ,erkennen”
= endliche Automaten
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Musterbeschreibung RWTH

e Die Notation, in der die Muster beschrieben werden, heifst
,regulare Ausdrucke”.

— Die Bezeichnung ,,regularer Ausdruck®“ kann man etwa so
interpretieren: ,Eine Menge von Ausdrucken, die durch
(einfache) Regeln beschrieben wird*.

« Jeder regulare Ausdruck beschreibt eine Menge von
Zeichenfolgen, namlich alle, die dem Muster entsprechen.
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RWTH

Begriffe: Alphabet, Worter, Sprache

Zeichen - z.B. Buchstabe, Ziffer
Alphabet - endliche Menge von Zeichen, z. B. >, ={a,b,c}
Wort Uber Alphabet X

- endliche Folge von Zeichen aus %, z.B. abcb
- Spezialfall: "leeres Wort" ¢

x* - Menge aller Worter Uber Z,
z.B. 2 ={a,b} = >*={¢, a,b,aa,ab,ba,bb,aaa,...}

Sprache L Uber Alphabet X
- Teilmenge: L € 2* (auch {c} ist Sprache uber ).

Sonderfall:

— reguldre Sprachen
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Definition: Regulare Ausdricke RWTH

Reguléarer Ausdruck (in der theoretischen Informatik):

« Ein regularer Ausdruck ist eine ,,Formel“, die eine Sprache
beschreibt, d.h. eine Teilmenge alle méglichen Worte
definiert.

« Der Begriff Regularer Ausdruck hat (vor allem in der Unix-Welt)
noch eine andere, verwandte Bedeutung.

« wird am Ende des Kapitels erklart.
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Regeln fur regulare Ausdricke RWTH

* Die Regeln fur regulare Ausdricke setzen sich aus 3
grundlegenden Operationen zusammen.
— Verkettung
— Oder
— Hullenbildung
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Verkettung RWTH

* Die erste Operation heildt ,Verkettung” (Concatenation)

« Zwei oder mehr Buchstaben werden durch diese
Operation aneinandergehangt, z.B. AB. Der Operator
wird nicht mitgeschrieben.

e Das helfdt schlicht und einfach, dass die Buchstaben im
Text direkt hintereinander stehen mussen.

 Wilrde man nur diese eine Operation zulassen, ware man
bei der ,einfachen” Textsuche.
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Oder RWTH

Die zweite Operation heil3t ,Oder” (Or)

Sie erlaubt die Angabe von Alternativen im Muster
Schreibweise: (A|B) fur ,entweder A oder B".
Beispiele:

— (A|B)(A|B) bedeutet: AA, AB, BA oder BB.

— (A|C)((B|C)D) bedeutet: ABD, CBD, ACD oder CCD.
— C(AC|B)D bedeutet: CACD oder CBD.
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Hallenbildung RWTH

* Die dritte Operation heildt ,Hullenbildung® (Closure).

« Sie erlaubt es, Teile des Musters beliebig oft zu
wiederholen.

« Erlaubt ist auch 0 mal Wiederholung

 Schreibweise: Hinter den zu wiederholenden Buchstaben
wird ein Stern (*) gesetzt.

 Sind mehrere Buchstaben zu wiederholen, miussen sie in
Klammern gesetzt werden.
« Beispiele:
— A*bedeutet: g, A, AA, AAA, AAAA, AAAAA, ...
* ¢ bedeutet ,,Leerstring“

— (ABC)* bedeutet: g, ABC, ABCABC, ABCABCABGC, ...
— DA*B bedeutet: DB, DAB, DAAB, DAAAB, ...
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Operatorhierarchie RWTH

Klammern binden am starksten.

Es folgt die Hullenbildung (*).

Dann folgt die Verkettung.

Am schwachsten ist der oder-Operator (|).
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Beispiel (1) RWNTH

» Beispiele:

- ala(a|b)*a bedeutet:

— a| a(alb)*a entweder ein einfaches a oder

— a| a(alb)*a ein fihrendes a, gefolgt von

— a| a(alb)*a einer beliebigen Kombination von aund b
(z.B. abbab)

— a| a(alb)*a und einem abschliel3enden a

« Zusammengefasst: Alle Zeichenketten aus a und b, die
am Anfang und am Ende ein a enthalten.
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Beispiel (2) RWNTH

e (1+01)*(0+1) bedeutet:

— (1+01)*(0+1) Eine beliebige Abfolge aus den Elementen
»1“und ,,01

— (1+01)*(0+1) gefolgt von einer abschlieRenden O oder 1.

« Zusammengefasst: Alle Kombinationen aus 1 und 0O, in
denen nicht mehrere 0 aufeinander folgen.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 516



Regulare Ausdricke in Unix/Linux RWTH

 In der theoretischen Informatik sind die Regeln flr
regulare Ausdricke:

— XY: Verkettung
— X]Y: Oder
— X* Hullenbildung

* In Unix wurden diese Regeln in einigen Werkzeugen (ed,
grep) umgesetzt.
— Es wurden aber der Bequemlichkeit halber viele weitere
Operatoren hinzugeflugt.
« Daraus entstanden die Perl Compatible Regular
Expressions (PCRE), die meistens einfach ,regulare
Ausdrucke” genannt werden.
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RWTHAACHEN
Vorlesung 20 UNIVERSITY

Vorlesung 20

Regulare Ausdricke
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Perl Compatible Regular Expressions RWNTH
(PCRE)

« Standardisierte Regeln zur Erzeugung regularer
Ausdrucke fur die Textsuche.

« Sind in vielen Editoren und Programmiersprachen
vorhanden.

— Z.B. Eclipse: Im Dialogfeld ,,Find/Replace* das Auswahlfeld
,Regular expressions* anklicken.

— Z.B. OpenOffice: Im Dialogfeld ,,Find & Replace* ,,More
Options“ auswahlen und anschlieBend ,,Regular
expressions® anklicken.

— Z.B. Java, C#, Python, Ruby, Perl, ...
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Wichtige Regeln in PCRE RWTH

* Verknupfungen

AB Zeichenfolge AB

A|B A oder B

[AR] Zeichenklasse , A oder B*
 Quantoren

A{n} A kommt genau n mal vor.

A{min, } A kommt mindestens min mal vor.
A{min, max}A kommt mindestens min und hdéchstens max mal vor.

« Abkurzungen fur Quantoren

A7 entspricht A{0, 1}
A* entspricht {0, }
A+ entspricht {1, }
A entspricht A {1}
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Wichtige Regeln in PCRE RWTH

« Zeichenklassen
\w Buchstaben (Word)
\d Zahlen (Digit)
Alles aul3er Zeilenvorschub
« Referenzen
() Gruppierung
\x x-te Ruckwartsreferenz (je nach Implementierung auch $x).

 Greedy
(default) Greedy (gierig)
? Reluctant, non-greedy (gentigsam)
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Oder-Operator / Zeichenklassen RWTH

« A oder B* Iasst sich auf zwei Arten ausdrucken:
— Mit Hilfe des oder-Operators A|B
— Mit Hilfe von Zeichenklassen [ARBR]

» Vorteile des oder-Operators:
— Die Alternativen konnen komplexe Ausdricke sein: A| (BC) *

« Vorteile von Zeichenklassen:
— Die Auswertung geht schneller (siehe nachfolgende Folien).
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Greedy und Reluctant RWTH

Greedy Reluctant
(non—-greedy)
A% A*?
A+ A+7?
A7 A7

« [AB] ergibt keine Verzweigung (kein Backtracking, schneller)
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PCRE in Java RWTH

« Auch in Java kann man PCRE gebrauchen, z.B. in
String.replaceFirst(..), String.split(..), String.matches(..)
— Siehe auch das nachfolgende Beispiel
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Beispiel RWTH

« Finden eines regularen Ausdrucks in Java

import java.util.¥*;
import java.io.¥*;
import java.util.regex.*;

public void testRegex () ({
//Testdatei laden
Scanner sc = new Scanner (new File ("pangalak.txt"))
String txt = "";
while (sc.hasNextLine()) {
txt = txt + sc.nextLine()+"\n";
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RWTH

Beispiel (2)

//Vorbereiten des regulaeren Ausdrucks
Pattern p = Pattern.compile("n[a-z]*e");
Matcher m = p.matcher (txt);

//Suchen

while (m.£find()) {
System.out.println("Start: "+m.start()+" String:"

+m.group()) ;

« Ausgabe
Start: 17, String: ngalaktische

Start: 33, String: nnergurgle
Start: 51, String: nehme
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Referenzen RWTH

« Klammern fangen Referenzen, die intern durchnummeriert werden.
« Die Referenzen konnen mit Hilfe der Nummern umgesetzt werden.
« Beispiel in Java:

— Ersetzen aller Doppelbuchstaben durch einfache Buchstaben:

s.replaceAll (" (\\w)\\1","$1");

* \w erkennt einen beliebigen Buchstaben.

« Die Klammern ,fangen” das mit \w erkannte Zeichen und legen es in
einer Liste ab. Elemente der Liste konnen mit\1, \2, \3, ...
referenziert werden.

* Fur\1 wird also das mit \w erkannte Zeichen eingesetzt.
* Im Replace-String bendétigt man statt \1 dazu $1 (Java-Eigenart).
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Andere Regeln RWTH

« Andere Varianten von regularen Ausdricken:
— Basic Regular Expressions (BRE) (POSIX-Standard)
— Extended Regular Expressions (ERE) (POSIX-Standard)

« Vereinfachte (unvolistandige) Varianten:
— Windows (DOS-) Wildcards
— MS Office-Platzhalterzeichen
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RWTHAACHEN
Vorlesung 21 UNIVERSITY

Vorlesung 21

RegEx-Auswertung mit
endlichen Automaten
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Ziele RWTH

Zuerst werden wir mit regularen Ausdricken ermitteln:

« 0b ein Textstring einem regularen Ausdruck entspricht.

Spater werden wir:

* einen regularen Ausdruck in einem langeren Text suchen.
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Endliche Automaten RwTH

Endlicher Automat (finiter Automat): abstraktes Maschinenmodell

- Aufgabe: Entscheiden, ob Wort zur Sprache gehort, die durch
regularen Ausdruck beschrieben ist (Akzeptoren).

* Anfangs: Maschine ist in ,Anfangszustand”

* In jedem Schritt wird ein Eingabesymbol ¢ ,gelesen”.
Abhangig von ¢ geht die Maschine von einem Zustand in einen
bestimmten anderen Uber.

« \Wenn nach Lesen des letzten Zeichens ein ,Endzustand” erreicht ist,
ist das Muster ist ,,erkannt” (Wort gehort zu Sprache).
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RWTH

Graphische Simulation

« Es ist moglich, einen endlichen Automaten graphisch zu
simulieren.

 Besonders einfach ist das Konstruktions-Verfahren nach
Kleene, das zu einem nichtdeterministischen finiten
Automaten (NFA) fuhrt.

« Es gibt immer auch einen entsprechenden
deterministischen finiten Automaten (DFA). Dort gibt es
keine e-Ubergange.
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Graphische Simulation (2) RWTI

- Grundlage ist das Zustands-Ubergangs-Diagramm mit
folgenden Elementen.

Stﬂ.@ Anfangszustand 2 Zustandsibergang bei
einem geg. Symbol

v

O (Zwischen-)Zustand €

v

e - Ubergang
@ Endzustand
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RWTH

Ablaufregeln der Simulation

1. Initialisierung
1. Markiere den Anfangszustand
2. Markiere alle Zustande, die durch e-Ubergange erreichbar
sind.
2. Fur jedes gelesene Eingabesymbol

1. Markiere alle Zustande, die durch dieses Eingabesymbol
erreichbar sind.

2. Losche alle anderen Zustande.

3. Markiere alle Zustande, die jetzt durch e-Ubergénge
erreichbar sind.
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Ablauf der Simulation (1) RWTH

 Text ,ABBA®
« Automat ,A|A(A|B)*A" (Konstruktion spater)
« Anfangszustand

) 4

) 4

Start a
8 8 : ®
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Ablauf der Simulation (2) RWTH

« Text ,ABBA®
1. Buchstabe: A
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Ablauf der Simulation (3) RWTH

« Text ,ABBA®
« 2. Buchstabe: B
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Ablauf der Simulation (4) RWTH

« Text ,ABBA®
3. Buchstabe: B
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Ablauf der Simulation (5) RWTH

« Text ,ABBA®
4. Buchstabe: A

ABBA wird durch den regularen Ausdruck A|A(A|B)*A
beschrieben.
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Konstruktion des Automaten R“TH

* Einzelnes Symbol: Regularer Ausdruck ,a":

Start /M a R
O ©

« Verkettung: Regularer Ausdruck ,ab®:

Start /™ a N b .
N N '@
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RWTH

Konstruktion des Automaten (2)

* QOder-Veknupfung alb

a _ Kurzform a
e v &
Start Start
e b €
. b

« Hdullenbildung a*

Start € m € Kurzform
() > > > O Start
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Kombination der Elemente RWTH

« Aufbau des Automaten fur: ala(alb)*a
« 1. Schritt: alb

) 4
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Kombination der Elemente RWTH

« Aufbau des Automaten fir: ala(alb)*a

e 2. Schritt: (a|b)* £
Star‘ € .ﬁ' € I'
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Kombination der Elemente RWTH

« Aufbau des Automaten fur: ala(alb)*a
« 3. Schritt: a(alb)*a
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Kombination der Elemente RWTH

« Aufbau des Automaten fur: ala(alb)*a
« 4. Schritt: ala(alb)*a

g
Start . . e a g ’ @

) 4
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Umsetzung auf den Computer RWTH

- Zustands-Ubergangs- 1 [s2, €3 8 |el0
Diagramm ist ein Graph 2 |a13 9 |&10
« Speicherung in Tabellenform 3 a4 10 | 11, €5
(z.B. Adjazenzliste) 4 |5 ¢ll 11 | al12
« Neuer Zustand lasst sich aus > | €6, &7 12 | e14
Tabelle ermitteln. o 13 | €14

7 | b9 14
a
€ 2 13 _¢€
Start 0 ) . 6 a {(8)e | @
a a
@@=l POEOEE
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Letzter Zustandsiubergang (Wiederholung) RWTH

1 g2, 3 8 €10 1 g2, e3 - €10
1 [ al3 £10 2 2 | a13 9 |&10
(a) 3 |a4 ell, €5 (8) 3 |a4d 10 | €11, €5
4 eb, 11 al2 4 g5, €11 11 | al2
€6, c7 12 | ¢14 5 |6, c7 (22| c24
a8 13 | €14 6 |a8 13 | €14
b9 14 7 | b9 14
3 1 g2, e3 - 10 4 1 g2, €3 - el0
2 |a13 9 |¢10 2 | a13 9 |¢10
(g) 3 |a4 [20 | 11, 65 (8) 3 |a4 £11, ¢5
4 |5 611 11 | a12 4 |5, 611 a12
5 |6, 7 2] 14 [5 |6 e7 e14
6 |a8 13 | £14 6 |a8 £14
7 | bo | 14 | b9
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Letzter Zustandsiubergang (2) RWTH

1 g2, €3 €l0
O 2 |a13 9 |10
(8) 3 |a4 g1, €5
4 |5, ¢ll al2
€06, 7 el4
a8 £14
b9
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RWTH

Suchen nach regularen Ausdricken

« Beispiel

« Text: AABABBAABBCBA

« Gesucht wird das Pattern: AB (A |B) *A
* Regel: First, longest

* Ansetzen des Patterns mit nichtdeterministischem endlichen Automaten:
— +: Endzustand ist markiert.
— 0. Endzustand ist nicht markiert, aber Zwischenzustande sind markiert.
— —: Kein Zustand ist markiert. Hier kann abgebrochen werden.
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RWTH

Beispiel: Suchen nach reg. Ausdricken

« Text: AABABRAABBCBA Pattern: AB (A |B) *A

 Ansatz am ersten Buchstaben - Pattern passt nicht
AABABBAABBCBA

o—
« Ansatz am zweiten Buchstaben
AABABRAARBCRA
0O0+00++00—

— Wenn das ,,—“ erreicht ist, nimmt man die Position
des letzten ,,+“: AABABBAA - First, longest

— First, shortest (erstes ,,+“; ABA) kann man auch ermitteln, dies wird aber selten
gebraucht.

« Weitersuchen: Gewohnlich setzt man hinter dem gefundenen Pattern wieder
an.
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RWTHAACHEN
UNIVERSITY

Auswertung von PCRE
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Auswertung von PCRE RWTH

« Zur Auswertung von PCRE wird ein anderes Verfahren
benutzt.

« Auch hier kann man von dem Graphen ausgehen, der beli
der Simulation mit Kleene erzeugt wird.

a(alb)*ala

& 2 :3 &
Start . e 6 a 8 @
O O
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Auswertung von PCRE RWTH

« Diesen Graphen geht man mit einer abgewandelten
Tiefensuche durch.

« Man startet am Startpunkt

2 »13~_¢€

€
S
tart 0 .
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RWTH

Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (1)

- Beispiel: Pattern: a(a|b)*ala; Text: abba
« Man notiert sich fur jeden Schritt die momentane Position
Im Text und die moglichen néachsten Schritte.

« Die momentane Position im Text (,Cursor®) wird mit []
dargestellt.
— Beginn: [Jabba
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (2) RWTH

Sehritt

ﬂabba
2 3 4 [Jabba

Zunachst steht die Entscheidung an, welche g-Kante verfolgt wird. Die
Verzweigung ist Teil eines ,,oder“-Konstrukts.

Regel: Bei oder-Entscheidungen wird zunachst die Kante verfolgt, die
der linken Seite des ,oder” entspricht --> Knoten 3
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (3) Rwameggglw

Sehritt

ﬂabba
3 4 5,11 a[]bba

Jetzt kann mit dem Ubergang 3->4 der erste Buchstabe
verarbeitet werden. Der Cursor rickt eine Position weiter.

a
AV »13N.¢
Start . e A6 a=88 @
5 A € € a
emeL, , Jopee
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (4) RWTHAACHEN

UNIVERSITY
5,11 a[]bba
4 5 6, 7 a[]bba

Von der 4 aus sind zwei Ubergange mdglich, namlich die Hullenbildung
(*) zu Uberspringen oder nicht. Da ein Stern greedy ist, wird er nicht Uber-
sprungen und der Weg nach 5 gewabhlt.
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (5) RWTH

Sehritt

aﬂbba

5 6 8 a[]oba

Bei der nachsten oder-Entscheidung wird wieder der linke Weg gewahilt.
AnschlieRend kann kein Ubergang mehr ausgefiihrt werden, da nur ein
a-Ubergang maoglich ist, das nachste Zeichen aber ein b ist. Also wird zum
nachsten Punkt zurlickgegangen, von dem es eine weitere Abzweigung
gibt (Backtracking). Hier ist dies der Schritt 4.
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RWTHAACHEN

Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (6) UNIVERSITY

_
aﬂbba

5 7 9 a[]bba

6 9 10 ab[]ba

Von Knoten 5 aus wird jetzt der rechte Weg gewahlt. Das b kann
anschliel3end verarbeitet werden.

N

v
w

m

g
Start8 8/v@ a (8 ) e "'/J
a e € a
)
Eale NN o o
€

€
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (7) RWTH

_

abﬂba
7 10 5,11 ab[]ba
8 5 6, 7 ab[]ba

Vom Knoten 10 aus gibt es wieder 2 Mdglichkeiten: Zu Knoten 11
(Hallenbildung verlassen) oder zu Knoten 5 (Hullenbildung fortsetzen).
Auch hier wird die Hullenbildung zunéachst fortgesetzt (greedy).
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (8) RWJM\I}E\F?QI%\'

Sehritt

abﬂba
9 6 8 ab[]ba

Da nachste b kann hier wieder nicht verarbeitet werden und man muss
zuU Schritt 8 zuriick. AnschlielRend kann das b verarbeitet werden.

Sehritt

abﬂba
9 7 9 ab[]ba
10 9 10 abb[]a
11 10 5,11 abb[]a
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (9) RWTHAACHEN

UNIVERSITY
_
5,11 abbﬂa
12 5 6, 7 abb[]a
13 6 8 abb[]a
14 8 10 abbal]

Die nachsten Entscheidungen sind wieder ,greedy” (-> 5) und ,linkes oder”
(-> 6). Jetzt kann das a verarbeitet werden.
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (10) ngm#eggl%\l

Jetzt wird versucht, tber e-Ubergange den Zielknoten zu erreichen. Das
scheitert aber.

Sehritt

abbaﬂ

15 10 5,11 abbal]
16 5 6, 7 abbal]
abbaﬂ

abbaﬂ

abbaﬂ

5,11 abbaﬂ

16 11 12 abbal]
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (11) RWJM{}E\F?EI%\'

Man muss zun&chst bis zu Schritt 12 und dann sogar bis zu Schritt 11
zuruck. Der Cursor ruckt im Text wieder eine Position zuruck.

Sehritt

abbﬂa

13 7 9 abb[]a
5,11 abbﬂa

12 11 12 abb[]a

Die nun gewéahlte Moglichkeit bedeutet, dass die Hullenbildung das
letzte a nicht mehr ,schluckt".
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Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (12) RWTHAACHEN

UNIVERSITY
_
abbﬂa
13 12 14 abbal]
14 14 abbal]

Der Algorithmus ist am Zielknoten angelangt und beendet sich. Das
Ergebnis sind die verarbeiteten Buchstaben: abba

g 2 a t@\?
Start a - 14
@ : ~(6 (8 o

(345 . 10— 11 24 12
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Auswertung von PCRE: Beispiel 2 (1) RWTH

« 2. Beispiel: Pattern: ala(alb)*a; Text: abba
« Entspricht Beispiel 1, nur die Reihenfolge der auf3eren

oder-Funktion ist herumgedreht. Der Graph bleibt gleich.
— Das Pattern fur Beispiel 1 war a(a|b)*ala

2 “13N.¢&

€
S
tart 0 .

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 566



Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (2) RWTHAACHEN

UNIVERSITY
ﬂabba
2 2 13 [Jabba
2 13 14 a[]bba

Die linke Seite des ,oder” fuhrt nun zu Knoten 2. Das erste a kann
bearbeitet werden.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 567



Auswertung von PCRE: Beispiel 1 (3) RWTHAACHEN

UNIVERSITY
aﬂbba
3 14 a[]bba

Der nachste Schritt fiihrt schon zum Zielknoten. Die verarbeiteten Zeichen
(das einzelne a) werden als Treffer ausgegeben.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 568



RWTHAACHEN
Vorlesung 22 UNIVERSITY

Vorlesung 22

Einfache Sortierverfahren
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RWTHAACHEN
UNIVERSITY

Ubersicht tiber die Sortierverfahren
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RWTH

Relevanz von Sortierverfahren

« Sortierverfahren sind Bestandteil vieler Anwendungen

o Laut Statistik: ca. 25% der kommerziell verbrauchten Rechenzeit
entfallt auf Sortiervorgange.

(Seite 63 in T. Ottmann, P. Widmayer: Algorithmen und Datenstrukturen. 1996, Spektrum, Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin)

« Sortierte Datensatze kbnnen
— viel effizienter durchsucht werden (siehe Binare Suche)
— leichter auf Duplikate gepruft werden
— von Menschen leichter gelesen werden

« Auch andere praxisrelevante Aufgaben konnen auf Sortierproblem
zuruckgefuhrt werden, z.B.

— Median bestimmen
— Bestimmung der k kleinsten Elemente
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Aufzahlung der Sortierverfahren RWTH

« Grof3e Anzahl von Sortierverfahren:

Binary-Tree-Sort, Bogo-Sort, Bubble-Sort, Bucket-Sort,
Comb-Sort, Counting-Sort, Gnhome-Sort, Heap-Sort,
Insertion-Sort, Intro-Sort, Merge-Sort, OET-Sort, Quick-
Sort, Radix-Sort, Selection-Sort, Shaker-Sort, Shear-Sort,
Shell-Sort, Simple-Sort, Slow-Sort, Smooth-Sort, Stooge-
Sort
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Klassifikationskriterien

o Effizienz

* Speicherverbrauch
* Intern / Extern

» Stabil / Instabil

 allgemein / spezialisiert
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Klassifikation: Effizienz R“TH

Das wichtigste Klassifikationskriterium ist die Effizienz.
Einteilung in:

e Schlechter als O(n?): nicht ganz ernst gemeinte Verfahren
* 0O(n?): Elementare Sortierverfahren
« Zwischen O(n?) und O(n-log n)

 O(n -log n): Hohere Sortierverfahren

« Besser als O(n -log n): Spezialisierte Verfahren.
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Klassifikation: Effizienz (2) RWTH

 Von diesen Verfahren sollten Sie die Effizienz kennen:

« O(n?): Elementare (Einfache) Sortierverfahren
— Bubble-Sort, Insertion-Sort, Selection-Sort

« Zwischen O(n?) und O(n-log n)
— Shell-Sort

* O(n -log n): Hohere Sortierverfahren
— Heap-Sort, Merge-Sort, Quick-Sort

« Besser als O(n -log n): Spezialisierte Verfahren.
— Radix-Sort
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Klassifikation: Effizienz (Spezialfalle) RWTH

« Spezialfalle sind:
— Datenmenge sehr klein (<50)
— Datenmenge sehr grol3 (passt nicht in Hauptspeicher)

— Daten sind schon ,,vorsortiert“ (nur wenige Elemente sind
nicht am richtigen Platz).

— Daten stehen nicht in einem Feld sondern in einer verketteten
Liste.
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Weitere Klassifikationskriterien R“TH

« Speicherverbrauch

* Rein vergleichsbasiertes Verfahren (sehr universell
einsetzbar) oder spezialisiertes Verfahren (muss an
jeweiliges Problem angepasst werden):

« Stabil / Instabill
(behalten Datensatze mit gleichen Schltsseln relative
Reihenfolge?)
Relevant bei mehrmaligem Sortieren nach verschiedenen
Schlisseln
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Beispiel fur stabiles Sortieren RWTH

« Namen nach Vor- und Nachname sortieren:
Meier, Martin“, ,Meier, Ulla“, ,Schmitz, Heinz“, ,Ernst, Eva“

1. Sortieren zuerst nach Vornamen:
JErnst, Eva“, ,Schmitz, Heinz", ,Meier, Martin“, ,Meier, Ulla“

2. Dann Sortieren nach Nachnamen:
— Stabill: JErnst, Eva“, ,Meier, Martin“, ,Meier, Ulla“, ,Schmitz, Heinz"
— Instabil, z.B. ,Ernst, Eva®“, ,Meier, Ulla“, ,Meier, Martin“, ,Schmitz, Heinz"

« Das wichtigste stabile Verfahren ist Merge-Sort. Aul3erdem sind
Radix-Sort, Insertion-Sort und Bubble-Sort stabil.
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RWTH

Beste Sortierverfahren

* Normalerweise Quicksort.

 Merge-Sort, falls
— die Datenmenge zu grof3 fir den Hauptspeicher ist.
— die Daten als verkettete Liste vorliegen.
— ein stabiles Verfahren notig ist.

* |Insertion-Sort, falls
— wenige Elemente zu sortieren sind.
— die Daten schon vorsortiert sind.

 Radix-Sort, falls

— sich ein hoher Programmieraufwand fir ein sehr schnelles
Verfahren lohnt.
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RWTH

Hilfsmethoden zum Sortieren (Java)

static void swap(int array[], int indexl, int index2) {
int temp;

temp = arrayl[indexl];
array[indexl] = array[index2];
array[index2] = temp;

FUr Klassen, die das Interface List implementieren (ArrayList, ...) geht auch:

Collections.swap(List<?> list, int i, int 7j)
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RWTHAACHEN
UNIVERSITY

Nicht ganz ernstzunehmende Verfahren
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O(n-n!): Bogo-Sort RWTH

« ,The archetypal perversly awful algorithm® (Wikipedia).

« Wirfelt solange alle Elemente durcheinander, bis das
Feld (zufallig) sortiert ist.

e Zitat aus dem Internet:

— Looking at a program and seeing a dumb algorithm, one
might say ,,Oh, | see, this program uses bogo-sort.“

public void sort (List a) { public boolean isSorted(List a) {
while (isSorted(a)==false) { for (int i=1; i<a.size(); i++) {
Collections.shuffle(a) ; if isLastSmaller(a.get(i-1),
} a.get(i)) {
} return false;

}
}

return true;

}

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 582



O(n'o9M2): Slow-Sort RWTH

* Vorgehensweise wird hier nicht erklart
— -> Wikipedia

« Versucht, die Arbeit soweit wie moglich zu vervielfachen
(multiply and surrender).

« Das Ergebnis wird erst dann berechnet, wenn die Losung
nicht weiter hinausgezdgert werden kann.

« Ziel: Auch im besten Fall ineffizienter als alle anderen
Sortierverfahren.

e |st aber trotzdem ein echtes Sortierverfahren.
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O(n3): Stupid-Sort RWTH

 Sehr kurzer Code.
 Variante von Bubble-Sort.

« Kann auch rekursiv implementiert werden (,with
recursion, stupid-sort can be made even more stupid”
(Wikipedia)).

public void sort(int[] a) {
for (int i=0; i<a.length-1; i++) {
if (a[i]l>a[i+1]) {
swap(a, 1, i+l);
i=-1;
}
}
}
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RWTHAACHEN
UNIVERSITY

O(n?): Einfache Sortierverfahren
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Ubersicht RWTH

 Die bekannten einfachen Sortierverfahren sind:
Bubble-Sort Selection-Sort Insertion-Sort

 Das beste Verfahren der 3 ist Insertion-Sort. Es wird
ausfuhrlich vorgestelit.

« Selection-Sort wird kurz angesprochen.
« Bubble-Sort wird nicht weiter erklart.

« Daflur wird ein besonders einfacher Algorithmus namens
Simple-Sort behandelt.
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Simple-Sort / Selection-Sort RWTH

« Simple-Sort
— 0O(n?), mit hohem Vorfaktor.
— Leicht zu merken.

« Wenden Sie es an:
— wenn Sie keine Zeit oder Lust zum Nachdenken haben.

— wenn die Felder so klein sind, dass der Algorithmus nicht
effektiv sein muss.

— wenn niemand sonst lhren Code zu sehen bekommt.
 Selection-Sort

— Eines der wichtigeren elementaren Verfahren.

— Wird ein elementares Verfahren bendtigt, wird aber meistens
das etwas schnellere InsertionSort verwendet.
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RWTH

Prinzip: Simple-Sort und Selection-Sort

« Das Grundprinzip ist fur beide Sortierverfahren gleich

« SimpleSort ergibt einen besonders einfachen Code, ist aber
langsamer.

* Grundprinzip:

for (int i=0; i<array.length-1; i++)
Suche das kleinste Element zwischen i und dem
rechten Feldende.

Vertausche dieses Element mit dem Element i.
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Simple-Sort (Code) RWTH

« Das Suchen und Vertauschen wird bei SimpleSort auf
ganz spezielle Weise gemacht:
— Gehe vom Ii. Element aus nach rechts.

— Jedes Mal, wenn ein kleineres Element als das auf Position |
auftaucht, dann vertausche es mit dem i. Element.

public void simpleSort (int[] a) {

for (int i=0; i<a.length; i++) {
for (int j=i+l; j<a.length; j++) {
if (a[i]l>a[3]) {
swap (a,i,]j):
}
}
}
}
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Selection-Sort (Code) RWTH

« ,Normale” Vorgehensweise: Erst kleinstes Element
suchen, dann mit Element i1 vertauschen.

public void selectionSort (int[] a) {

for (int i=0; i<a.length; i++) {
int small = i;
for (int j=i+l; j<a.length; j++) {
if (a[small]l>al[j]) {
small = j;
}
}

swap(a, i, small);
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Beispiel zu Selection-Sort RWTH

2| |8.||8,||6] |4 - Sortierte Teilfolge
A

SelectionSort -

. Kleinstes Element

ist instabil: 21 13| |8,/[|6

Keine Vorteile, wenn Feld
schon sortiert.
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Sortieren durch Einfligen: InsertionSort RWTH

 |n den meisten Fallen der schnellste elementare
Suchalgorithmus.

Grundidee (am Beispiel der Sortierung eines
Kartenstapels)

1. Starte mit der ersten Karte einen neuen Stapel.

2. Nimm jeweils die nachste Karte des Originalstapels

und flge diesen an der richtigen Stelle in den neuen
Stapel ein.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 592



Beispiel zu InsertionSort RWTH

3| BB |8,]|6] 4] |2 Sortierte Teilfolge
InsertionSort
ist stabil: Einzusortierendes
Vertauschung Element
hur bei
Ungleichheit
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InsertionSort in Java RWTH

public static void insertionSort (int[] array) {

for (int i=1; i < array.length; i++) {
int m = array([i];

// fuer alle Elemente links von aktuellem Element
int j;
for (j=i; j>0; j-—-) {

if (array[j-1]1<=m) {

break;

}

// groBere Elemente nach hinten schieben

array|[j] = array[j-1];

}

// m an freiem Platz einfiigen
array[J] = m;
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RWTH

Komplexitatsanalyse von InsertionSort

« Wir zdhlen die Anzahl der Vergleiche (Anzahl der ,Bewegungen® ist
ungefahr gleich).

* n-1 Durchlaufe: Im Durchlauf mit Nummer k (k € [2;n] ):
— hdchstens k-1 Vergleiche.
— mindestens 1 Vergleich (und keine Bewegung).

« Best Case - vollstandig sortierte Folge: n-1 Vergleiche, keine
Bewegungen =» O(n).

* Average Case - jedes Element wandert etwa in Mitte des sortierten
Tells:

n 2
Zk/z = l(n(n +1) —lj ~ N Vergleiche = O(n?).
— 2 2 4
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RWTH

Bewertung

SimpleSort:
« Einfach zu implementieren.
 Langsam.

SelectionSort:
« Aufwand ist unabhangig von der Eingangsverteilung (Vorsortierung).
« Es werden nie mehr als O(n) Vertauschungen bendétigt.

BubbleSort:

« Stabil

* Vorsortierung wird ausgenutzt.
 Langsam

InsertionSort:

« Stabil

« Vorsortierung wird ausgenutzt

* Fur ein elementares Suchverfahren (O(n?)) schnell.
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RWTH

Analyse einfacher Sortierverfahren

Verfahren Laufzeitmessungen | Vosortierung | Stabil
(nach Wirth, Sedgewick) ausnutzen
SimpleSort 330*
SelectionSort 120-200
InsertionSort 100 X X
BubbleSort 250-400 X X

* Eigene Messung
InsertionSort:
« Stabil
» Vorsortierung wird ausgenutzt
* FUr ein elementares Suchverfahren (O(n?)) schnell.
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RWTHAACHEN
Vorlesung 23 UNIVERSITY

Vorlesung 23

Quick-Sort
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Ubersicht RWTH

 Die bekannten h6heren Sortierverfahren sind:
Quick-Sort Merge-Sort Heap-Sort

« Das meist beste Verfahren der 3 ist Quick-Sort. Es wird
ausfuhrlich vorgestelit.

 Ebenso Merge-Sort, der in einigen Fallen Vorteile hat.

« Heap-Sort wird kurz angesprochen.
« Gute Beschreibung aller 3 Verfahren in:
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RWTH

Quick-Sort: Verbreitung

Die Uberwiegende Mehrheit der Programmbibliotheken
benutzt Quick-Sort.

— z.B. Sun-Java, Gnu-Java, C#/.NET (nach Wikipedia), C#Mono,
Ruby, NAG, ...

« In fast allen Fallen sind zwei Optimierungen eingebaut:
,Median of three" und ,Behandlung kleiner Teilfelder”.

« Gnu-C++ benutzt Intro-Sort (Quick-Sort-Variante).

« Bel Objekten kann Stabilitat wichtig sein. Hier verwendet
Java (wie Python) Merge-Sort.
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RWTH

QuickSort: Prinzip

Prinzip: divide-and-conquer (,teile’ und ,herrsche’)
Rekursiver Algorithmus

« Miussen 0 oder 1 Elemente sortiert werden = Rekursionsabbruch
 \Wahle ein Element als ,Pivot-Element” aus.

e Teile das Feld in 2 Teile:
— Ein Teil mit den Elementen gro63er als das Pivot.
— Ein Teill mit den Elementen kleiner als das Pivot.

 Wende den Algorithmus rekursiv fir beide Teilfelder an.
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Quicksort: Beispiel (1) RWTH

e Start

Pivot-Element

l@g@@@@@

ﬁ\,,GrUner Zeiger": Zeigt auf das erste Element
\ aul3erhalb des grunen Bereichs.

,ouchzeiger®: Sucht Elemente < Pivot.

,Gruner Bereich®: Alle Element hier sind < Pivot.
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Quicksort: Beispiel (2) RWTH

 Erster Schritt

Der Suchzeiger ruckt nach rechts und sucht ein Element < Pivot.

@19%)@@@@@

Die Elemente unter dem griinen und dem Suchzeiger werden getauscht.
Der grine Bereich wird um 1 Element nach rechts erweitert.

Ecg@@@@@
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Quicksort: Beispiel (3) RWTH

Dieser Schritt wird solange wiederholt, bis der Suchzeiger am rechten
Rand des Feldes angekommen ist.

0?%@@@@@@@@@@@

06@@@@?@@@@@@@

L

066?@@@@@@@@@@

]

0669?@@@@@@?@@
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Quicksort: Beispiel (4) RWTH

06990?@@@@@@@%

Jetzt sind alle Elemente < Pivot (aul3er dem Pivot-Element
selbst) im grinen Bereich.

Zum Abschluss wird das Pivot-Element mit dem ersten
Element hinter dem grinen Bereich vertauscht.

OQQGGQ@Q@@Qﬁﬁg

L
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Quicksort: Beispiel (5) RWTH

Es gibt jetzt 3 Bereiche:

LEOEEOIE)E W (60398

Bereich 2: Das Pivot-Element
befindet sich bereits an der
richtigen Stelle.

Bereich 1 (vor dem Pivot-Element): Bereich 3 (hinter dem Pivot-Element):
Alle Wert sind < Pivot. Alle Wert sind > Pivot.

Die Bereiche 1 und 3 werden rekursiv mit Quicksort sortiert.
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Quicksort: Beispiel (5) RWTH

Die Bereiche 1 und 3 werden rekursiv mit Quicksort sortiert.

DEOOOE®E@®®®®@

Y

LEE)

O

U

® W@ @G EE

Die Rekursionen setzen sich solange fort, bis die
Teilbereiche nur noch 1 Element enthalten (siehe auch Folie
,Optimierung: Rekursionsabbruch®).
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Zeitkomplexitat von Quick-Sort: Best Case RWTH

Pivot-Wert ist iImmer Median der Tellliste = Teillisten werden stets halbiert.

Stufe 1
1 n
n Elemente werden mit dem Pivotwert verglichen und maximal n/2 Paare vertauscht.
Stufe 2
1 n/2 n

In jeder der beiden Teillisten werden n/2 Elemente (also insgesamt n) mit dem jeweiligen
Pivotwert verglichen und maximal n/4 Paare vertauscht.

Allgemein: In jeder Stufe werden n Elemente betrachtet. Abbruch bei Teillisten der
Lange n<1 = |Id n] Stufen (mit Halbierung der Teillisten).

Also: quuicksort(n) € O(n Iog n)
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Zeitkomplexitat v. Quick-Sort: Worst Case RWTH

Als Pivot-Wert wird stets das grof3te oder kleinste Element
der Teilliste ausgewahilt.

Dann gilt:
« Die Lange der langsten Tellliste ist (n-1) bei Stufe 1,
(n-2) bei Stufe 2, etc.
Allgemein : (n-i) bei Stufe |.
« Es sind (n-1) Stufen notig.
In jeder Stufe | werden n-I Elemente betrachtet.
* Also: Tunicksort(n) < O(nZ)
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Zeitkomplexitat v. Quick-Sort: Average RWNTH
Case

Aufwand im Mittel:

Genaue Analyse ist aufwandig. Resultat: T i sor(N) € O(n log n)

Genauer:

#Vergleiche im mittleren Fall ist nur um etwa 39% grofer als im Besten
Fall. QuickSort ist also auch im Mittleren Fall eine sehr gute Wahl.

Hauptziel ist Vermeidung des schlimmsten Falls.
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Probleme von Quick-Sort: Pivot-Elemente RWTH

* Wenn die Pivot-Elemente unglicklich gewéahlt sind, erhalt man das
wesentlich schlechtere Zeitverhalten O(n2).

« Dazu Anmerkung:
Wenn man beim Zerlegen das erste oder letzte Feldelement als Pivot
wahlt, dann liegt der Worst Case bei sortierten Feldern vor.

— Auch nahezu sortierte Felder haben schon O(n?).
« Pivot geschickter wahlen.

— Einfachste Moglichkeit: Mittleres Element als Pivot wahlen. Dann
liegt der Best case bei sortierten Felder vor.

— Man will den Quick-Sort aber noch sicherer machen.
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Optimierung: Pivot-Elemente RWTH

 Median-of-three-Methode zum Auswahlen des Pivots:

— Es werden drei Elemente als Referenz-Elemente, z.B. vom
Listenanfang, vom Listenende und aus der Mitte gewabhlt.
Das Element mit dem mittleren Schlisselwert wird als Pivot-
Element gewabhlt.

— Kann auf mehr als drei Elemente ausgebaut werden.

— Das Pivot-Element wird vor dem Quicksort-Durchgang mit dem

letzten Element getauscht.
/ Pivot

©8WEeO®B®PLD
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Probleme von Quick-Sort: RWNTH

Rekursionsabbruch

« Einfache LOosung: Rekursionsabbruch, wenn die Tellliste O
oder 1 Element enthalt.

« Aber: Die letzten Rekursionsdurchgange sind nicht mehr
effektiv.

« Daher wird die Rekursion schon friher abgebrochen.
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Optimierung: Rekursionsabbruch

RWTH

« Kleine Teilliste mit InsertionSort sortieren:

— Die Grenze fur eine kleine Tellliste ist nicht klar festgelegt.
» Die Standardwerke (Knuth, Sedgewick) empfehlen 9.
* Im Internet findet man aber auch andere Werte zwischen 3 und 32.

Sprache Bibl.-Aufruf Rekursionsabbruch
bei max. n Elementen

Java (Sun) java.util.Arrays.sort 6

Java (Gnu) java.util.Arrays.sort 7

C# / Mono System.Collections.ArrayList.sort 3

Ruby Array.sort 2
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Bewertung RWTH

Quicksort:

« Schnellster der oft verwendeten allgemeinen Algorithmen.

* Programmbibliotheken implementieren ganz Gberwiegend QuickSort.
* Nutzt Vorsortierung nicht aus.

* Im Worst Case nur O(n?).

» Schlecht fur kleine n (<20).

« Zwei Standard-Optimierungen

Standard-Optimierung: Rekursionsabbruch flr kleine n:

* Verwendung von InsertionSort

» Grenze liegt zwischen 3 und 32.

Standard-Optimierung: Pivot ist Median mehrerer Elemente:
« 3 oder mehr Pivot-Elemente.

« Dadurch Worst Case sehr unwahrscheinlich.

« Langsamer aufgrund zusatzlicher Rechnenschritte.
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Optimierte Variante: Intro-Sort RWTH

* Optimierte Quicksort-Variante
— Z.B.in Gnu C++

« Ab einer gewissen Rekursionstiefe wird zu Heap-Sort
gewechselt.

— Heap-Sort hat O(n log n) auch im schlechtesten Fall. Damit
kann O(n?) nicht auftreten.

— Allgemein ist Heap-Sort aber langsamer als Quick-Sort.

— Grol3e Rekursionstiefe deutet bei Quick-Sort auf Worst-Case-
Probleme. Daher wechselt man hier zu Heap-Sort.
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Optimierte Variante: Dual-Pivot Quicksort RWTH

Yaroslavskiy, Bentley, Bloch (2009)
Java benutzt Double-Pivot Quicksort seit Java 7

2 Pivot-Elemente
Werte werden in 3 Bereiche geteilt

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 617



RWTH

Dual-Pivot Quicksort

- Es gibt Ahnlichkeiten zur vorgestellten Quick-Sort-
Variante.

« Zunachst werden zwei Pivot-Elemente ausgewahlt.
« Das grof3ere Element wird ganz nach rechts kopiert.
« Das kleinere Element wird ganz nach links kopiert.
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Dual-Pivot-Quicksort: Beispiel (1) RWTH

e Start

Pivot-Element 1 Pivot-Element 2

@?@@@@@@?
ﬁ\ Roter Zeiger. /

,ouchzeiger”: Sucht Elemente < Pivot 1
oder = Pivot 2.

,Gruner Bereich®: Alle Element hier sind < Pivot 1.

,Roter Bereich”: Alle Element hier sind = Pivot 2.
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Dual-Pivot-Quicksort: Beispiel (2)

 Trifft der Suchzeiger auf Elemente < Pivot 1 ist das
Verfahren genau so wie bei der vorgestellten ,normalen”
Quick-Sort-Variante.

o clielolclolcleltn o
(R0 1
o ockhblcichlllEly o

t 0 1

o0 oglElcichllelicly o
t 0 1
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Dual-Pivot-Quicksort: Beispiel (3)

« Trifft der Suchzeiger auf Elemente = Pivot2, dann vertauschen die
Elemente unter dem Suchzeiger und dem roten Zeiger. Der rote
Zeiger ruckt zunédchst um 1 Element vor.

« Besonderheit: Solange der rote Zeiger jetzt auf Elementen = Pivot2
steht, rtickt er weiter nach links vor.

« Das zurickgetauschte Element (11) gehdort nicht in den griinen
Bereich und kann stehenbleiben.

00 oglelcElolclelt o
t 0 t

00 0oL ERERERINo © 0
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Dual-Pivot-Quicksort: Beispiel (4) RWTH

« Die 38 vertauscht mit der 7. Da die 7 in den grtinen Bereich gehort,
vertauscht sie anschlief3end noch mit der 20.

« Sowohl der rote als auch der griine Zeiger riicken danach eine
Position nach vorne.

000 ERLRERIo 00

o00aclllolcltooeo
t 0t
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Dual-Pivot-Quicksort: Beispiel (5)

« Sobald der Suchzeiger in den roten Bereich wandert,
kann man die Vertauschungen beenden.

9/00 0 ISOICIEO © © &
L T 1

@060@@.@‘@@@@@

@0606@@@@®@®@@
eccose
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Dual-Pivot-Quicksort: Beispiel (6) RWTH

« Man kopiert die beiden Pivots an den inneren Rand ihres
Bereichs. Sie haben dort bereits ihren endgtltigen Platz.
Die restlichen drei Bereiche sortiert man rekursiv mit
Quicksort weiter.

OIDIOD

©

(1) (2929 (1929 (39 (30) (39 (49
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RWTHAACHEN
UNIVERSITY

Kurze Wiederholung: Heap-Sort

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 625



Wiederholung: Heap R

Definition:
Ein Heap ist ein Bindrbaum mit folgenden Eigenschatften:
* Erist links-vollstandig

» Die Kinder eines Knotens sind hochstens so grof3 wie der
Knoten selbst.

— das groRte Element befindet @
sich an der Wurzel des Heaps @ @

Achtung: In der Literatur gibt es
auch die umgekehrte Definition @ e a @
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- RWTHAACHEN
Trick beim Heap-Sort UNIVERSITY

e Zunéchst wird das Feld komplett in einen Heap
umgewandelt:

Wenn die Wurzel entfernt wird, schrumpft der Heap um 1

Element und das letzte Feldelement gehdrt nicht mehr
zum Heap.

Hier kann das 1. sortierte Element untergebracht werden

Groldtes
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Trick beim Heap-Sort (2) RWTH

« Wenn weitere Male die Wurzel entfernt wird, schrumpft
der Heap immer weiter. Die freiwerdenden Stellen werden
mit den entnommenen Werten besetzt, die jetzt
aufsteigend sortiert sind.

Aufsteigend sortierte
Elemente

« Zuletzt ist der Heap auf O geschrumpft und das Feld ist
sortiert.

Aufsteigend sortierte
Elemente
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Komplexitat von HeapSort im Worst Case RWTH

1. Aufbau des Heap (heapCreate):
Fur n/2 Elemente wird sink ausgefuhrt.

Maximal werden dabei log(n+1) Vergleiche durchgefihrt.

= T"eapcreate (N) < N/2log(n+1) € O(nlog n)

2. Beim sortierten Entnenhmen der Elemente mit Wiederherstellen des
Heap wird sink fur n-1 Elemente ausgeflhrt.

— TscndPhase(n) < (n'l) Iog(n+1)

= Fur HeapSort insgesamt gilt dann:
Theapsort (N) < 3/2:n-log(n+1) € O(nlog n)
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RWTH

Bewertung

HeapSort:

 O(nlog n), auch im worst case
— Hauptvorteil gegeniber Quick-Sort

— Wird daher in Quick-Sort-Optimierung ,,Intro-Sort*
verwendet.

Kein zusatzlicher Speicher notig.

Nicht stabil.

Vorsortierung wird nicht ausgenutzt.

Im Normalfall langsamer als QuickSort.

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 630



RWTHAACHEN
Vorlesung 24 UNIVERSITY

Vorlesung 24

Merge-Sort und Radix-Sort
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RWTH

Internes / Externes Sortieren

« Voraussetzung fur bisher behandelte Verfahren:
Schneller Zugriff auf einen beliebigen Datensatz (wahlfreiem Zugriff).

— Bezeichnung ,Internes Sortieren”

« Dies ist in manchen Fallen nicht moglich:

— bei sehr gro3en Datenbestanden z.B. auf Hintergundspeichern (externen
Speichern) mit sequentiellem Zugriff.

— bel verketteten Listen.

« Hier werden Verfahren verwendet, die lediglich sequentiellen Zugriff
bendtigen.

— Bezeichnung ,Externes Sortieren®.
— Wichtigstes Verfahren: Merge-Sort.
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Sortieren durch Mischen: Merge-Sort RWTH

* Prinzip:

— Sortiere die Daten paarweise

c:l 1 s| 7 8] 3 8| 2 12

— Filge jeweils zwei Paare zu sortierten Viererfolgen zusammen (Mischen)

c:|l 1 5 7 8| 2 3 8 12

— Flge zwei Vierfolgen zu einer sortierten Achterfolge zusammen (Mischen)

c:l1 2 3 5 7 8, 8 12

— Usw. bei groReren Datensatzen.

— Der eigentliche Aufwand liegt in den
Mischvorgangen.

8 aus A hat Vorrang
vor 8 aus B =
MergeSort ist stabil.
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Krumme Anzahl von Datenséatzen RwTH

* Prinzip (iterative Variante):

Die letzten Daten
c:l 1 2 3 5 7 12 .passen” nicht mehr
in Vierergruppe.
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lterativer / Rekursiver MergeSort RWTH

Aul3er der bisher behandelten iterativen Variante gibt es auch eine
rekursive Variante.

Krumme Zahlen werden dabei gleichmafiger aufgeteilt, wodurch die
rekursive Variante etwas schneller ist.

Merge-Sort (Daten)

Teile Daten in 2 Halften

Merge-Sort (1. Halfte)

Merge-Sort (2. Halfte)

Verschmelze Halften
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RWTH

MergeSort: Merge

Merge
Eingabe: nA sortierte Gruppen in Sequenz A,
nB sortierte Gruppen in Sequenz B,
Gruppenlange len mit (nA+nB)*len = N
Ausgabe: N Elemente in Sequenz C
In sortierten Gruppen der Lange 2*len

Uber alle Paare gA, gB von Gruppen der Lange len aus Sequenz A
bzw. aus Sequenz B

Solange noch Elemente sowohl in gA als auch in gB

a = kleinstes Element aus gA, b = kleinstes Element aus gB
Wahr a<=b Falsch
Entnehme a aus gA und Entnehme b aus gB und
hange es an C an hange es an C an

Verschiebe restliche Elemente von gA nach C
Verschiebe restliche Elemente von gB nach C
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RWTH

Komplexitatsanalyse von MergeSort

« Sequenz C wird k = (ld n)-mal zerlegt und dann wieder
zusammengemischt.

« Verteilen und Mischen erfordern jeweils O(n)
Operationen.

= Thergesort (N) € O(n log n) (auch im worst case)
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Optimierung 1: Felduntergrenze RWTH

* Viele sinnvolle Optimierungsmaoglichkeiten.

1. Feld wird nicht in Einzelelemente geteilt, sondern in
Gruppen zu n Elementen, die im 1. Schritt mit
InsertionSort sortiert werden.

— Ahnlich wie bei QuickSort.
— gcj-Java nimmt 6 Elemente als Grenze.

— Python nimmt 64 Elemente als Grenze (variiert aber
manchmal).

— Sun-Java hat diese Optimierung nicht.
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RWTH

Optimierung 2: Trivialfall

« Java Uberpruft beim Zusammenfugen:

— Ist das kleinste Element der einen Teilfolge grdf3er ist als das
grof3te Element der anderen Teilfolge?

— wenn ja, beschrankt sich das Zusammenfiigen auf das
Hintereinandersetzen der beiden Teilfolgen.

— Damit wird eine Vorsortierung ausgenutzt.
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Optimierung 3: Natlrlicher Mergesort RWTH

* Weitergehende Ausnutzung der Vorsortierung.

« Jede Zahlenfolge bestent aus Teilstlicken, die abwechselnd monoton
steigend und monoton fallend sind.

398 ,®®24®@

Die Idee ist, diese bereits sortierten Teilstlicke als Ausgangsbasis des
Merge-Sorts zu nehmen.

« Bei nahezu sortierten Feldern werden die Teilstlicke sehr grof3 und
das Verfahren sehr schnell (O(n) im Best case).
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Zusammenfassung der Optimierungen RWTH

Optimierung Java (Sun) |Java (gcj) | Python
Felduntergrenze |- 6 64
Trivialfall X X X
Natdrlicher - - X
Mergesort
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Merge-Sort auf der Festplatte

RWTH

* Merge-Sort auf externen Laufwerken:

Teile die Daten in zwei gleich grof3e Dateien A und B.

Lese jeweils ein Datum von A und B. Schreibe das sortierte
Paar abwechselnd in zwel neue Dateien C und D.

Lese jewells ein Paar aus C und D. Verschmelze die Paare
und schreibe die Vierergruppen abwechselnd in A und B.
Usw.

Wiederhole, bis in einer Datei die komplette sortierte Folge
sthet.
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Bewertung RWTH

MergeSort:

 O(nlog n), auch im Worst case

* MergeSort kann auch externe Daten sortieren.
e Stabil

« Benotigt zusatzlichen Speicherplatz.

* Durchschnittlich langsamer als Quicksort.

» Nutzt Vorsortierung nicht aus

Optimierung: Natural MergeSort
» Nutzt Vorsortierung aus.
« Bei vorsortierten Daten haufig schneller als O(n log n).
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RWTHAACHEN
UNIVERSITY

Besser als O(nh log n): Spezialisierte
Sortierverfahren
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O(n): Radix-Sort RWTH

« Radix-Sort heil3t eine Gruppe von Sortierverfahren mit
folgender Eigenschatt:
— Der Sortiervorgang erfolgt mehrstufig.

— Zunachst wird eine Grobsortierung vorgenommen, zu der nur
ein Teil des Schlissels (z.B. der erste Buchstabe)
herangezogen wird.

— Die grob sortierten Bereiche werden dann feinsortiert, wobei
schrittweise der restliche Teil des SchlUssels verwendet wird.
« Spezialisiert heif3t hier, dass die Aufteilung in Grob- und
Feinstufen auf das Problem angepasst sein muss.
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Radix-Sort-Varianten RwTH

« Radix-Sort baut auf einer Sortierung in einzelnen Stufen
auf.
— Diese Stufen kdnnen unterschiedlich sein.

« Beispiel: Zweistellige Integer-Werte sollen sortiert werden.
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Binarer Quick-Sort

« Moglichkeit 1: In der 1. Stufe werden die Werte >50 von
den Werten <50 getrennt.
— Innerhalb jeder Stufe Aufteilung in nur 2 Gruppen.
— GroRe Ahnlichkeit mit Quick-Sort.

— Namen:
Radix-Quick-Sort, Binarer Quick-Sort, Radix-Exchange-Sort

— Leider auch nur so schnell wie Quicksort (O(n log n)).
— Wird nicht weiter behandelt.
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MSD- und LSD-Radix-Sort RwTH

Die anderen Varianten benutzen Bucket-Sort (nachste
Folien).

« Moglichkeit 2: In der 1. Stufe wird die erste Ziffer
betrachtet.
— Benutzt Bucket-Sort mit Teillisten.
— Namen:

MSD-Radix-Sort (MSD = most significant digits)

« Moglichkeit 3: In der 1. Stufe wird die letzte Ziffer
betrachtet.
— Benutzt Bucket-Sort mit schlisselindiziertem Zahlen.

— Namen:
LSD-Radix-Sort, Straight Radix Sort
(LSD = least significant digits)
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O(n): BucketSort

RWTH

Eignet sich fur den Fall, dass der Wertebereich der
Schllssel eng begrenzt ist.

Beispiel: Sortieren von Fussballspielern nach Toren:

20
12
14
21
15
12
25
12
17
12
13
12
16

Altintop
Amanatidis
Ballack
Berbatov
Klasnic
Klimowicz
Klose
Marcelinho
Makaay
Podolski
Smolarek
Thurk
Vittek

=& .. 28

Datensatze in Eimer werfen.

Inhalt der Eimer der Reihe nach in
Hauptliste einflgen.

Datensatze sind nach Toren sortiert.
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RWTH

Bucket-Sort mit Teillisten

« Die Eimer sind Array-Lists

« 1. Schritt (Partitionierungsphase): Verteilung der Daten
auf die Telllisten (Eimer).

2. Schritt (Sammelphase): Die Daten werden nach der
Reihe aus den Eimern wieder in die Liste kopiert.
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MSD-Radix-Sort RWTH

* Dieses Verfahren wird mehrstufig durchgefuihrt. Der Inhalt
eines Eimers wird noch einmal mit Bucket-Sort sortiert.

VU WY

0-10 10-20 20-30 30-40

.
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Optimierung: Kleine Teilfelder RWNTH

« Wie beil Quick-Sort bricht man auch bei MSB-Radix-Sort
ab, wenn die Teilfelder (Eimer-Inhalte) zu klein werden.

« Zum letzten Schritt benutzt man auch hier Insertion-Sort

IT Center, Prof. Dr. H. Pflug ~AlgoDat’- Angew. Math. u. Inform. / MATSE, 2019 652



Wieviel Eimer pro Schritt? RWTH

* In der Praxis nimmt man nicht 10 Eimer (Dezimalsystem)
sondern richtet sich nach dem Binarsystem, d.h. 2" Eimer.

* Wie grol3 sollte man n wahlen?

— Zu wenige Eimer sind schlecht, weil man dann zu viele
Schritte braucht.

— Zu viele Eimer sind auch schlecht, weil man dann zu viele
leere Eimer durchsuchen muss.
« Es wird vorgeschlagen:
— Sedgewick: Fur 64-bit-Schlissel (long) 216 (65536) Eimer.
— Linux-Related: Fur 32-bit-Schlissel (int) 211 (2048) Eimer.

« Einsatz lohnt sich nur, wenn die Anzahl der zu
sortierenden Werte deutlich grof3er ist, als die Anzahl der
Eimer.
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RWTHAACHEN
UNIVERSITY

Vergleich der Sortierverfahren
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Vergleich der Sortierverfahren

RWTH

« Eigene Laufzeitmessungen

Verfahren Laufzeit Laufzeit
1000 Elem. 10.000.000
Elem.
Simple Sort 1,2 ms 1d 15 h
Insertion Sort 0,2 ms 4h 20 min
Quick Sort 0,07 ms 1,2s
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Vergleich der Sortierverfahren

RWTH

Verfahren | Laufzeitmessungen | Vorsortierung Worst Zus. Stabil
(nach Wirth, Sedgewick) ausnutzen Case ok Speicher
QuickSort 100 d(log n)
HeapSort 150-200 X D(1)
MergeSort 150-200 X X ad(n) X
MSB- 85 X &(n) X
Radix-Sort | (bei 100.000 El.)
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Vorsortierte Felder

RWTH

 Welches Verfahren ist fur
nahezu sortierte Felder am
besten?

* EXxperiment
— 2.000.000 Elemente
— Feldinhalt = Feldindex

— n Elemente werden
paarweise vertauscht

— n variiert zwischen O
(sortiert) und 3.000.000
(unsortiert).

Sortierver- | Sortiertes | Unsortier-
fahren Feld tes Feld
Bubble O(n) O(n?)
Insertion O(n) O(n?)
Quick O(n?) O(n log n)
(,Pur®)

Heap, O(nlog n) | O(n log n)
Merge,

Quick

Nat. Merge | O(n) O(n log n)
Radix O(n) O(n)
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Vorsortierte Felder (2)

tfms]

1000 -

100

\

Quick
Merge
Inzertion
Heap

Mat. Merge
Radix
FUﬁelﬂuiFk

M| L
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10 1y

100000 1e+06 1e+07 n
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