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Selbstlernaufgaben

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Standardnorm der folgenden 2 Vektoren des Vektorraums P, der Polynome
vom Grad < 2 bzgl. des Skalarprodukts
/ fla

(a) hi(z) =42* + 62 +3 b) hy(x) = —42% + 10x + 2

Aufgabe 2

Gegeben sei ein Vektorraum V' und M ein Tupel von Vektoren aus V. Untersuchen Sie die
Eigenschaften , Lineare Unabhangigkeit der Vektoren aus M*“, ,, M bildet eine Basis", ,, M
bildet ein Erzeugendensystem” und ,, M bildet ein minimales Erzeugendensystem":

(a) Welche Eigenschaften implizieren die jeweils anderen:

impliziert die Eigenschaft
Eigenschaften lin. un- | Basis ES OGB ONS
abh.

linear unabhangig

Basis

Erzeugendensystem (ES)
Orthogonalbasis (OGB)
Orthonormalsystem (ONS)

(b) Finden Sie zu jeder der obigen Eigenschaften ein einfaches Beispiel, das nur die Ei-
genschaft selbst und die damit implizierten Eigenschaften erfiillt, alle anderen jedoch
nicht.

Aufgabe 3
Zeigen Sie, dass die Vektoren

34 \' 4 3 \' -
x (575’)’y (575’)’2 (77)

eine Orthonormalbasis des euklidischen Raumes R? (mit dem Standardskalarprodukt) bilden.

Aufgabe 4

Es sei T der Unterraum des R®, derdurchu = (1, 2, 3, —1, 2)T undv=1(2,4,7, 2, —1)T
aufgespannt wird. Geben Sie eine Basis des orthogonalen Komplements W+ von W an.
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Hausaufgaben

Aufgabe 5
Betrachten Sie C[0, 7] mit dem Skalarprodukt

(f,q) = / " f(a)g(x) da

und f,(z) = cos(nz) (n=0,1,2,...). Zeigen Sie, dass fi und f, fiir k # ¢ orthogonal sind.

Hinweis:
sin((a — b)x)  sin((a + b)x)
oz o) AT ol £y
/COS(CLZL’) cos(bx)dx = 1 (a ] ) (a +b)
5%+ ™ sin(2ax) ;o a=Db
Aufgabe 6
Fiir welche Werte von ¢ € R bilden die Vektoren
1 —1
a= -2 1, b= 0], c¢c=
t 1

eine Basis des R? ? Gibt es ein t, fiir das diese 3 Vektoren orthogonal zueinander werden?

Aufgabe 7

Bestimmen Sie das orthogonale Komplement L+ zu L, der linearen Hiille der gegebenen
Vektoren

—_ = = =
—_

Welche Dimension besitzt L+ ?

Aufgabe 8

Sei V' ein K-Vektorraum, und U ein Untervektorraum. Zeigen Sie:

(a) Gilt dim(V') < o0, so gilt
V=UaU"

(b) Fiir zwei Untervektorraume Uy, U, gilt
(Ui + Up)" =Uf NUy
(c) Fiir zwei Untervektorraume Uy, Uy mit U; C U, gilt
Ui 2 Uy

(d) Gilt die erste Aussage auch auf beliebigen Vektorraumen? Tipp: Betrachten Sie Fol-
genraume.



