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Aufgabe 1

Wir betrachten R? mit dem Standardskalarprodukt. Die Vektoren

1 —a a
by = 1 ,by = 0 ,bg = 2
a 1 1

sollen eine Basis des R3 bilden.

a) Bestimmen Sie alle moglichen a € R, die das oben genannte Kriterium erfiillen.

Ergebnis: alle a € R

b) Bestimmen Sie die Mengen Mz, M3 und Maz mit

Mz’j = {CLE]R ‘ le_b]}

Ergebnis: M12 = R, M13 = {—1}, M23 = {—1,1}

c¢) Fiir welche a € R bilden die drei Vektoren demnach eine Orthogonalbasis?

Ergebnis: a = -1
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Aufgabe 2

Beim Blick in den Kiihlschrank findet Kunigunde fiir die eingeladenen Géste folgende Zuta-
ten: 1,5 kg Kartoffeln, 900 g Fleisch und 5 Eier.

e Fiir Gericht A benétigt sie pro Portion 100 g Kartoffeln, 200 g Fleisch und ein Ei.
e Fiir Gericht B benoétigt sie pro Portion 500 g Kartoffeln und 100 g Fleisch.

e Fiir Gericht C benétigt sie pro Portion 200 g Kartoffeln, 200 g Fleisch und 2 Eier.

a) Bestimmen Sie, wie viele Portionen sie jeweils zubereiten kann, falls sie alle ihre Vorriite
exakt aufbrauchen mochte und nicht unbedingt ganze Portionen braucht.

Ergebnis: Gericht A: 2, Gericht B: 2, Gericht C: 1,5

b) Welche Moglichkeiten hat sie, falls sie stattdessen moglichst viele, aber nur ganze Por-
tionen zubereiten will, jedes Gericht mindestens einmal zubereitet werden soll und ihre
Vorrite nicht aufgebraucht werden miissen?

Ergebnis:

Option 1: 3xA, 1xB, 1xC
Option 2: 2xA, 2xB, 1xC
Option 3: 1xA, 2xB, 2xC
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Aufgabe 3

Ein Roboterarm, der am Montagepunkt P(4,3) montiert ist, soll Gegenstinde auf ein Forder-

band auf der Geraden
f:x:<_1>+)\-<1> mit A € R,

legen. Bestimmen Sie fiir die folgenden Félle jeweils
e an welchem Punkt GG der Roboterarm den Gegenstand auf das Forderband legt
e welchen Abstand er vom Montagepunkt zu G iiberwinden muss,
e den Winkel zwischen seiner Bewegungsrichtung und der Laufrichtung des Férderbandes
wenn er
a) den waagerechten Weg, also parallel zur z-Achse,

-5

Ergebnis: G, = < 3

>,da:9,aa:45°

b) den senkrechten Weg, also parallel zur y-Achse,

Ergebnis: G, = ( —46 ), dpy =9, oy = 45°

¢) den kiirzesten Weg bzw.

_ ok

Ergebnis: G, = < B ), d. = %, a. = 90°

[SIIC NI

d) den Weg in Richtung des Vektors v = (2,1)7

Ergebnis: Gy = ( _02 ), dq = 3v5, ag = 72°
wéhlt.

Hinweise:
e Fine Skizze kann hilfreich sein.

o arccos(\/%) ~ T2°
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Aufgabe 4

Gegeben sind folgende Vektoren:

4 7 —17
3|, -1 7], 6
0 1 -3

a) Wenden Sie das Orthonormierungsverfahren nach Gram-Schmidt in der angegebenen Rei-
henfolge auf die drei Vektoren an.

4 3
Ergebnis: w; = % 3 |, wy = \/%7), —4
0

ws nicht berechenbar (Begriindung angeben!)

b) Welche Dimension hat der von den drei Vektoren aufgespannte Unterraum? Begriinden
Sie Thre Antwort.

Ergebnis: dim(v1,v2,v3) = 2
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Aufgabe 5

Fine gleichseitige 4-seitige Pyramide besteht bekanntlich aus 4 gleichen Seiten sowie einer Grund-
fliche. Es sei bekannt:

a)

Die Seite 57 liegt in der Ebene 22 — 4y + z = 0.
Eine andere Seite S92 liegt in der Ebene 4z 4+ 2y — 2z = 0.

Eine dritte Seite S3 beinhaltet die Punkte A(4,2,0), B(2,6,0) und C(1,3,10).

Zeigen Sie, dass die Schnittgerade von S7 und S3 genau durch die Punkte A und C' verléuft.

keine Angabe

Berechnen Sie die Spitze der Pyramide.

1
Ergebnis: S = C = 3
10

Berechnen Sie die Oberfldche, d.h. die Flidche aller 4 Seiten und der Grundfliche, unter
der Annahme, dass A, B und C genau die Ecken von S5 bilden.

Ergebnis: Ages = 20 + 201/21
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Aufgabe 6

a) Seien a = (a1, a2,a3)”,b = (by,ba,b3)7 € R3. Geben Sie das Kreuzprodukt (Vektorpro-
dukt) a x b an.

a2b3 — a3b2
Ergebnis: a x b = azby — a1bs
albg — a2b1

b) BekanntermafBen besitzen Geraden in R? keine Darstellung in Normalform, weil die Rich-
tung eines Normalenvektors zu einer Geraden nicht bestimmt ist. Sie besitzen aber sehr
wohl eine parameterfreie Darstellung. Zu v € R\ {0} und z¢ € R? sei

G:={reR3|(x—mz) xv=0}.
Beweisen Sie: GG ist eine Gerade mit Richtungsvektor v und Aufpunkt xg.

keine Angabe

¢) Sei g eine Gerade mit Richtungsvektor v und Aufpunkt xg und d ihr Abstand zum Null-
punkt. Beweisen Sie fiir die euklidische Norm || - ||:

X
4 llzo x o]
ol

Fertigen Sie dazu eine Skizze an.

keine Angabe
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Aufgabe 7

a)

Sei V=R und K = R. Fiir a,b € V sei definiert:
a®b:=max{a—bb—a}.

Untersuchen Sie, ob V mit & und der iiblichen Multiplikation reeller Zahlen “” einen
Vektorraum iiber K bildet. Belegen Sie Ihre Aussage durch einen Beweis bzw. durch ein
Gegenbeispiel.

keine Angabe

Sei fiir V und K wie oben jetzt

a®b:={/|alP + |b|P.

Zeigen Sie durch ein konkretes Gegenbeispiel, dass fiir kein p € N das Tripel (V,®, ) mit
der iiblichen Multiplikation reeller Zahlen “-” einen Vektorraum iiber K bilden kann.

keine Angabe
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Aufgabe 8

a) Wir betrachten den euklidischen Vektorraum P, der Polynome vom Hochstgrad 2 auf dem
Intervall [—1,1] mit dem Skalarprodukt

1
(prq) = / p(e) ale) da

(dass es sich hierbei um ein Skalarprodukt handelt, muss nicht gezeigt werden).

Sei nun M = {z—1,2+1}. Bestimmen Sie das orthogonale Komplement M~ in Py, indem
Sie dessen Dimension sowie eine zugehorige Basis angeben. Begriinden Sie Thre Ergebnisse.

Ergebnis: M+ = span(-3x% + 1)

b) Sei v € M+ beliebig. Bestimmen Sie die orthogonale Projektion von v auf den Unter-
vektorraum L(x — 1,z + 1) (mit L ist die lineare Hiille gemeint) und begriinden Sie Ihr
Ergebnis.

Ergebnis: p(v) =0



