Klausur Lineare Algebra 1, SS 2021, am 15.07.2021
M. Grajewski, A. Kleefeld, B. Wienke

keine Hilfsmittel

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Gegeben seien in R? die Vektoren

4 1 2
a=\|-1], b=t ], ec=-3], teR
1 -2 4

Fiir welchen Wert fiir ¢ sind a, b und c linear abhéngig?

Ergebnis: t = %
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Aufgabe 2 (646 Punkte)

In R? seien die Vektoren

1 0 2 2
a = , b=\ 21, e¢=10], d=| 2
1 -1 0 3

gegeben.

a) Bestimmen Sie die letzte Koordinate 3 von d so, dass d in der Ebene liegt, die die zu den
Ortsvektoren a, b und c zugehorigen Punkte enthilt.

Ergebnis: z3 =1

b) Liegt d auf dem Rand des Dreiecks abc?

Ergebnis: nein
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Aufgabe 3 (12 Punkte)

Schwimmer Thorsten mochte zu einer Insel schwimmen, die von seinem Standort aus 10 km
entfernt in Richtung (4,3)7 liegt. Er schwimmt in diese Richtung los, merkt jedoch nicht, dass
er nach der Hélfte der Strecke in eine Stromung gerét und deshalb ab dann mit der Richtung
(2, 1)T weiter schwimmt.

Wie weit schwimmt Thorsten an der Insel vorbei und an welcher Stelle ist er der Insel am
néchsten?

Ergebnis: Bei N = % ( ;12 > ist der Abstand zur Insel mit d = 2\/% minimal.
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Aufgabe 4 (4+4+4 Punkte)

Die Eifeler Wanderfreunde mochten eine Wandertour machen. Um zur Spitze des Mount Matse
im Punkt M = (4,—4,6) zu gelangen, nutzen Sie zunéichst den geradlinigen Weg w, der durch
die Punkte (0,0,0) und (5,5, 5) verlduft. An dem Kreuzungspunkt K auf w, der M am néchsten
ist, kreuzt der gradlinige Pfad p den Weg w. Von K ist es auf dem Pfad p genau gleich weit zu
M in die eine Richtung wie zum Dorf D im Tal in die andere Richtung.

a) In welcher Ebene liegen sowohl w, p, M, K als auch D?

5 4
Ergebnis: zB. E: A [ 5 | +p| —4 | mit A, peR
5 6

b) Berechnen Sie den Punkt K.
Ergebnis: K = (2,2,2)

¢) Berechnen Sie die Koordinaten von D.

Ergebnis: D = (0,8, —2)

Hinweis: Fertigen Sie eine Skizze an!
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Aufgabe 5 (4444243 Punkte)

Die drei Seitenfliichen einer dreiseitigen Pyramide sollen in den folgenden Ebenen liegen:

Fr 3y — z = 0
Ey: 92 + 12y — 10z = 0.
FEs: 92 — 3y + 10z = 45

Die Grundfliche liegt auf Nullniveau, also z = 0.

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der Pyramidenspitze.

2
Ergebnis: Die Spitze liegt in | 1
3

b) Bestimmen Sie die Koordinaten aller Punkte, die auf der Kante zwischen E; und E, liegen.

2 2
Ergebnis: gi9: 1 + A2 1 mit A\jg € R
3 3

c¢) Bestimmen Sie die Koordinaten fiir einen der drei Eckpunkte der Grundfliche. Welchen
der drei Punkte Sie wihlen, steht Thnen frei.

0 5 4
Ergebnis: Folgende Punkte sind moglich: { 0 |, 0 |, —3
0 0 0

d) Die Statiker raten dazu, auf der Hohe z = 2 ein Stahlband um die Pyramide zu legen.
Welche Lange muss das Stahlband haben?

Ergebnis: Die Lange muss L = 10%@ betragen.
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Aufgabe 6 (3+(3+2+3+2) Punkte)

a) Sei V ein K-Vektorraum und U ein Untervektorraum von V. Zeigen Sie: V' \ U ist niemals
ein Untervektorraum von V.

keine Angabe

b) Bei welchen der folgenden Teilmengen von R? handelt es sich um Untervektorriume?
Belegen Sie Thre Aussage durch Beweis oder Gegenbeispiel.
Im Fall eines Untervektorraums geben Sie seine Dimension und eine Basis an.

Ul = {(z1,22) € R?*| 2y < 29 und x1 > 29}
Uy = {(w1,22) ER?*| 2% — 23 =1}
Us = {(z1,22) 6R2]x1—x2:1}
Up = {(z1,22) e R? | x1 < o und z1 > x2}

keine Angabe
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Aufgabe 7 (845 Punkte)

a) Wir bezeichnen mit (-,-) das euklidische Skalarprodukt auf R™. Fiir a € R™ mit Kompo-
nenten a; # 0 fiir alle 1 <4 < n und einen weiteren Vektor z = (x;)!"; € R" definiert man

einen neuen Vektor a.xz durch )

alxl
a.r :=
azx,
Zeigen Sie: (z,y), := (a.x,a.y) definiert ein Skalarprodukt auf R™.

keine Angabe

b) Wir betrachten den Spezialfall n = 2. Geben Sie alle Vektoren a an, fiir die die Vektoren
(1,1)T und (1, —1)T bezogen auf (-, ), senkrecht aufeinander stehen.

T

Ergebnis: L = { a-(ix> | zeR\{0} }
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Aufgabe 8 (4+4+45 Punkte)

Sei V ein reeller Vektorraum.
a) Definieren Sie die lineare Unabhéngigkeit von Vektoren.

keine Angabe

b) Definieren Sie die Dimension eines Vektorraums.

keine Angabe

¢) Sei nun dim(V') = 2 und Vektoren z,y,z € V gegeben mit z —y — z = 0.
Zeigen Sie: Sind z und y linear unabhéngig, so bilden je zwei dieser Vektoren eine Basis
von V.

keine Angabe



