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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung

Kapitel 1

Motivation und
Vorbereitung
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitun 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra
P 9 9

1.1 Inhalt und Anwendungen der Linearen
Algebra

e Lineare Algebra stellt grundlegende Techniken und Begriffe
bereit

e Lineare Algebra durchsetzt die gesamte Mathematik

e drei wesentliche Themenbereiche:

1. lineare Gleichungssysteme
2. analytische Geometrie

3. algebraischen Strukturen

e drei Beispiele zur Motivation

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 12



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra

Beispiel 1.1:
e Einschmelzen von Schrott zur Eisenerzeugung

e kein chemisch reines Eisen: Metalle wie Kupfer, Zink u. a. ent-
halten

e Legierung mit vorgegebenen Anteilen an Fremdmetallen soll
erschmolzen werden

e drei Schrottsorten S1, S> und Ss:

| S1 | S2 | Ss
Eisen | 0,8 0,8 |0,8
Kupfer| 0 | 0,2|0,1
Zink | 0,2 0 |0,1

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 13



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra

e Endprodukt: 80% Eisen, 12% Kupfer und 8% Zink
e Massebilanz fur Eisen: 0,8a+0,8b+0,8c=0,8
e Massebilanz flr Kupfer: 0a+0,2b+0,1c=0,12
e Massebilanz fur Zink: 0,2a+0b+0,1c=0,08

e lineares Gleichungssystem:

0,8a+0,8b +0,8c=0,8
0a+0,2b +0,1c=0,12 (1.1)
0,2a+ Ob +0,1c=0,08

e LOsungista=0, b=0,2 und c =0, 8 (Nachweis durch Einset-
zen)

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 14



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra

Beispiel 1.2:

210 g
15.8
10,5

5,25

0.00
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra

J /—\A E = %(V//+V//T) in

= 2ul 4+ Mr(E)-1
—dvT = f

e Numerische Simulation: Verhaltensvorhersage eines physikali-

schen Systems mithilfe mathematischer Methoden

0 auf Ty € 00
g auf 92\ Ty

- Ax

=
\/

|
S¥
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra

e Auto, Erde, Atom, mech. Bauteil , z. B. Kurbel

herkdbmmlicher Entwicklungsprozess:

- Entwurf, dann Bau und Test von Prototypen
- Iteration bis zum Erfolg
- Serienfertigung

Numerische Simulation ersetzt Bau und Test von Prototypen
durch Berechnungen

Zeit- und Geldersparnis

unverzichtbares Werkzeug im Maschinenbau

Numerische Simulation z. B. mit der Methode der finiten Ele-
mente
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitun 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra
P 9 9

e Zusammenwirken vieler verschiedener mathematischer Diszi-
plinen

e am Ende haufig: Losen eines linearen Gleichungssystems
e 1000000 Gleichungen und Unbekannte nicht ungewohnlich

e effiziente Losung durch massiven Computereinsatz und hoch-
entwickelte Algorithmen

e Numerische Lineare Algebra
e Voraussetzung dazu: Lineare Algebra

e ohne Lineare Algebra keine Numerische Simulation
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra

Beispiel 1.3:

e bekannt: Gruppe (M, o)

e Fries: in eine Raumrichtung unendlich ausgedehnt, eben, peri-
odisch

e Starrkorperbewegung: bijektive, langen- und winkelerhaltende
Abbildung der Ebene in sich

e die Starrkdrperbewegungen, die das Fries in sich uberfuhren,
bilden eine Gruppe bzgl. der Verkettung
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.1. Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra

e Automorphismengruppe (,Friesgruppe”)

e zU jedem Fries-Typ gehdrt genau eine Automorphismengruppe
und umgekehrt

e Untersuchung mithilfe der Gruppentheorie: es gibt im Wesent-
lichen nur 7 verschiedene Friesgruppen

e bis auf Farbe etc: es gibt nur 7 verschiedene Friese

e unendlich ausgedehnte periodische Objekte im Raum: Modell
fur Kristalle

e Fedorov: es existieren genau 230 Raumgruppen

e Durchbruch in der Kristallographie

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 20



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.2. Mathematisches Arbeiten und Problemlésen

1.2 Mathematisches Arbeiten und Problem-
losen

e zentral: systematische Beschaftigung mit mathematischen
Ideen, Problemen und ihrer Losung

e LOosung durch strengen Beweis oder Gegenbeispiel

e in LA: Formulierung und Beweis mathematischer Aussagen
sehr wichtig

e Unterschied z.B. zur Schule

e LOsungen mathematischer Probleme liegen oftmals nicht auf
der Hand

e jetzt: grundlegende Losungstechniken
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.2. Mathematisches Arbeiten und Problemlésen

e Situation: mathematische Aussage liegt vor. Beweisen oder
Widerlegen Sie!

e Standardanforderung im Studium

e in der Praxis: (zielfUhrende) Fragen sind oft schwieriger zu
finden als Antworten

1. Versuchen Sie, das Problem zu verstehen!

e Sind Ihnen alle verwendeten mathematischen Begriffe
in der Formulierung klar? Kénnten Sie einem Kommilito-
nen alle verwendeten mathematischen Begriffe erklaren?
Wenn nicht, wiederholen Sie zunachst die entsprechenden
Inhalte der Vorlesung.

e Sollte die Aussage eine Formel sein, versuchen Sie, die-
selbe Aussage fur Sie selbst als Text zu formulieren und

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 22



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.2. Mathematisches Arbeiten und Problemlésen

umgekehrt.

e Betrachten Sie Beispiele und Spezialfalle. Kann man an
Beispielen bereits erkennen, warum die Aussage wahr
oder falsch sein sollte?

e Fertigen Sie, wann immer das Problem es ermdglicht, eine
Skizze an!
2. Kennen Sie ahnliche Probleme?

e Kennen Sie bei vergleichbaren Aussagen sogar Beweis
oder Gegenbeispiel?

e Kann man die gegebene Aussage auf Bekanntes zuruck-
fuhren?

e Wenn nicht, was genau ist anders?

3. Vorwartsarbeiten

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 23



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.2. Mathematisches Arbeiten und Problemlésen

e Jeder Beweisversuch lebt von den Voraussetzungen. Was
lasst sich mit den gegebenen Voraussetzungen anfangen?
Welche Aussagen lassen sich damit zeigen?

4. Ruckwartsarbeiten
e Unter welchen zusatzlichen Voraussetzungen kdnnten Sie
denn die gewlunschte Aussage beweisen?

e Wie kann man sich im zweiten Schritt von diesen zusatzli-
chen Voraussetzungen befreien?

5. Zwischenziele formulieren

e Bei komplexeren Sachverhalten kann es helfen, dass man
das Gesamtproblem in Teilprobleme zerlegt, die man dann
getrennt bearbeitet.

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 24



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.2. Mathematisches Arbeiten und Problemlésen

e FUr jede Etappe lassen sich die oben skizzierten Problem-
|6sestrategien verwenden.

6. Problemldsestrategien kombinieren und ausprobieren

e In vielen Fallen bringt erst eine Kombination der obigen
Strategien den Erfolg.

e Wenn eine Strategie nicht weiterfuhrt, muss man eine
andere ausprobieren. Mathematik bedeutet manchmal
auch hartnackiges Herumprobieren!

7. Zum Schluss: richtig Aufschreiben!

e Schreiben Sie ihre Argumentation detailliert und nachvoll-
ziehbar auf. Oftmals wird umgekehrt die Argumentation
erst bei ihrer Formulierung wirklich klar.
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.2. Mathematisches Arbeiten und Problemlésen

e Vermeiden Sie umstandliche Prosa, sondern bedienen Sie
sich mathematischer Formeln und Formulierungen.

e Kontrollieren Sie zum Schluss: Ist Ihre Beweisfuhrung licken-
los? Ist das Gegenbeispiel wirklich eins?

e FUr weiterfuhrende Literatur zur Formulierung mathemati-
scher Gedanken verweisen wir auf Beutelspacher [1].

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 26



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.3. Vektoren im R”

1.3 Vektoren im R”

e Durchbruch in der Geometrie: EinfUhrung von Koordinaten
durch Descartes

e dadurch: geometrische Aussagen kdnnen mit Methoden der
Arithmetik untersucht werden und umgekehrt

Definition 1.4: 1. Fir n € N sei x das n-Tupel

X1
x=| 1 [=(x)
Xn

n
i=1

mit x; € R fur 1 < i £ n. Dann heil8t x Vektor, die Zahl x; die
i-te Koordinate.

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 27



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.3. Vektoren im R”

2. Zu x wie oben sei
T
X" :=(X1,...,Xn)

der transponierte Vektor. Weiter definieren wir (x7)7 := x.

3. Zwei Vektoren x,y sind gleich, wenn alle ihre Koordinaten
gleich sind.

4. Der Zahlraum
R” = {(x1,...,%Xn)" IX1,...,Xn €ER}
sei die Menge aller geordneten n-Tupel reeller Zahlen.
e Falln=2

e Wahl eines Koordinatensystems

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 28



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.3. Vektoren im R”

e dann: jeder Punkt der Ebene kann durch (x1, x2) parametrisiert
werden

e umgekehrt: (x1,x2) lasst sich als Punkte der Ebene veran-
schaulichen

e man identifiziert die Ebene mit R?

e analog: n=3

I A (x1/x2/ x3)
Xo 4 (xlrx2) //A|_ I
[ s '
| X34 Xof—"~———-)
| /
| /
| /
| 7
0,0) X1 (0,0,0)  x

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 29



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.3. Vektoren im R”

e Zahlraum dient auch zur Beschreibung nicht-geometrischer
Zusammenhange

Beispiel 1.5:

e Wirtschaftswissenschaften: Koordinaten geben die Gesamtpro-
duktion von Waren wieder

e MaRstab: Preis (z.B. in 109 $)

e 5 Wirtschaftszweige:
1. Schwerindustrie 2. | Elektronik und Computer

3. | Automobilindustrie || 4. Landwirtschaft
5. Finanzsektor

e Modellierung der wirtschaftlichen Vorgéange im R>
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.3. Vektoren im R”

e wir nehmen die obige Reihenfolge der Koordinaten an und
betrachten

(44,182,404, 36,230)7,

e Bedeutung: z.B. Schwerindustrie produzierte Waren im Wert
von 44 Milliarden $

e Finanzsektor: Umsatz von 230 Milliarden $

e jetzt: geometrische Deutung von Vektoren

e Interpretation als Beschreibung eines Punktes erfordert einen
Koordinatenursprung

e Wo soll der sein?

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 31



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.3. Vektoren im R”

willkUrliche Festlegung, da eigentlich alle Punkte gleichberech-
tigt

daher: Deutung als Verschiebung
eigentlich: eine Verschiebung ist eine Abbildung
eindeutig festgelegt, wenn zu P sein Bildpunkt Q bekannt ist

eindeutige Reprasentation einer Verschiebung durch gerichte-
te Strecke PQ

aber: ein anderer Punkt mit dessen Bildpunkt reprasentiert die
Verschiebung genauso

Alle gerichteten Strecken, die dieselbe Verschiebung reprasen-
tieren, bilden eine Aquivalenzklasse

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 32



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.3. Vektoren im R”

in der euklidischen Geometrie: Das ist ein Vektor!

ein (Verschiebungs)vektor hat Lange und Richtung, aber keine
feste Lage

Sei nun doch ein Koordinatenursprung 0 gegeben
wahle P=0
damit wahlt man aus der Aquivalenzklasse einen Vertreter aus

der zeigt auf festen Punkt Q

Ortsvektor; Schreibweise: ﬁ oder einfach g

jetzt: seien bestimmte Richtungen ausgezeichnet als Koordina-
tenachsen
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.3. Vektoren im R”

e dann: man kann Q Uber seine Koordinaten durch ein n-Tupel
reprasentieren

e Das n-Tupel reprasentiert zugleich die Verschiebung und den
Verschiebungsvektor

e Deutung eines n-Tupels abhangig vom Zusammenhang

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 34



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.4. Addition und Multiplikation im R"

1.4 Addition und Multiplikation im R”

e wir deuten a = (2,1) und b = (—1, 1) als Verschiebungen in

der Ebene
e Verschiebung langs a und dann langs b: Verschiebung um
c=(1,2)
2 -
14 /1,2)T
(-1, )T (2,1)T
T T T
-1 1 2

e analog im R3

© LA-Team 44 4 > P> N ® © ® 35



Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.4. Addition und Multiplikation im R"

Definition 1.6: Seien a = (a1,...,a,)",b = (b1,...,bs)" € R".

Dann ist
a + bz
a+b:= :
an+ bn
e verlangert man a=(2,1) in der Ebene um den Faktor 2, erhalt
man (4, 2)
2 - 2a=a+a= (427
17 2= (2,1)7
Ly 1,l T
0 = )
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.4. Addition und Multiplikation im R"

Definition 1.7: FirAe Rund a=(a1,...,a,)” € R" sei
Adq
AQ:= :
AQp
e Fir 0 < A € R: Aa entspricht Punkt mit derselben Richtung wie
a zum Ursprung, aber A-fachen Abstand
e flUr A negativ: Richtungsumkehr
Definition 1.8: Fir a,b € R" sei
a—b:=a+(—1)b

der Differenzvektor von a und b.
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.4. Addition und Multiplikation im R"

P g+ (=p)
q+(—p) p
_/p”///

e geometrische Deutung von g — p: Verschiebungsvektor von P
nach Q

e p—q ist der Verschiebungsvektor von Q nach P

Definition 1.9: Zwei Vektoren a, b # 0 heiRen parallel (Schreib-
weise a || b) ;&= 3Ja e R:a = ab. Gilt a > 0, haben parallele Vektoren
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.4. Addition und Multiplikation im R"

die gleiche Richtung, im Fall von a < 0 gegenséatzliche Richtung.
Der Nullvektor ist zu jedem Vektor parallel.

Beispiel 1.10: Die Vektoren a = (1,2)" und b = (2,4)" sind par-
allel und haben die gleiche Richtung; der Vektor ¢ = (1,3)7 ist
weder zu a noch zu b parallel.
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.5. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

1.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

lineares Gleichungssystem aus dem Beispiel der Eisenverhut-
tung:

0,8a+ 0,8b +0,8c
O0a+0,2b +0,1c
0,2a+ Ob +0,1c

0,8
0,12
0,08

Lésung hangt nur von den Koeffizienten ab

zusammen mit der rechten Seite: alle Informationen Uber das
LGS enthalten

Kurzschreibweise: man notiert die Koeffizienten als Koeffizien-
tenmatrix
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.5. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

e am Beispiel oben:

Definition 1.11: Eine m x n- Matrix A ist ein rechteckiges Sche-
ma von reellen oder komplexen Zahlen a; (den Elementen der
Matrix) mit m Zeilen und n Spalten

dii1 d4i2 --- Qin
a1 Q2 -+ Qd2n

A= ] ] . . (1.3)
am1 Am2 *** Amn
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.5. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

e [ Zeilenindex, j: Spaltenindex
e alternative Schreibweise von Matrizen: (a;) bzw. (aj)1<i<m,1<j<n

e Menge aller m x n-Matrizen mit reellen bzw. komplexen Ele-
menten: R™*" bzw. C™*"

e Ke {R,C}.
Definition 1.12:

1. Seien A = (a),B = (bj) € K™", Man setzt A = B <= a; =
bjVl1<i<m,1<

2. Eine Matrix, deren Elemente alle den Wert 0 annehmen, heilst
Nullmatrix.

3. Zu A wie oben sei
AT .= (aji) € K™m
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.5. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

die transponierte Matrix. Man erhalt also A7, indem man die
Spalten von A als Zeilen von AT verwendet.

e allg. lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Un-
bekannten:

Q11X1 + Q12X2 +-++ + A1ipXp = b1
A21X1 + A22X2 + -+ + A2pXp = b2

_|_ e _|_..._|_ cee — e
Ami1X1 + Am2X2 + +++ + AmpXn = bm

o Koeffizientenmatrix ist A (s.0.)

e keine vollstandge Beschreibung des LGS, weil die rechte Seite
fehlt

e man erganzt A zu (A, b) (erweiterte Koeffizientenmatrix)
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Kapitel 1. Motivation und Vorbereitung 1.5. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

e Abtrennung der letzten Spalte durch senkrechten Strich Ublich

Beispiel 1.13: Die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen
Gleichungssystems aus Beispiel 1.1 lautet

0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8/ 0,8
0O 0,2 0,1 0,12 bzw. 0 0,2 0,1/0,12
0,2 0 0,1 0,08 0,2 0 0,1/0,08

Definition 1.14:
1. Eine n x n-Matrix heit quadratisch.

2. Eine quadratische Matrix A mit Elementen a; wird haufig in
der Form A = (ay)"._, geschrieben.
ij=1
3. Sei A = (a,-,-):?j.:1 guadratisch. Die Elemente von A mit i = j
bilden die Hauptdiagonale von A.
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4. Eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente oberhalb der
Hauptdiagonalen gleich 0 sind, heiSt untere Dreiecksmatrix.

5. Eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente unterhalb der
Hauptdiagonalen gleich 0 sind, heist obere Dreiecksmatrix.

Beispiel 1.15: Die Matrix
200
A=1010
384
ist eine untere Dreiecksmatrix.

Definition 1.16:

1. Sei A e K™, Gilt a; = 0 fUr alle i #j, heiBt A Diagonalmatrix.
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2. Die Diagonalmatrix

0O --- 0
En:: 0 1 ; G]I(nxn
. .0
0 0 1

heilst Einheitsmatrix.

Bemerkung 1.17:
e rechte Seite eines reellen linearen Gleichungssystems:

b=(b1,...,bm)T €R™
e Deutung als Punkt im Raum

e analog: Losungsvektor x € R"” entspricht Punkt im Raum
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1.6 Losung eines linearen Gleichungssystems

1.6.1 Das GaufB3sche Eliminationsverfahren

e Gaulsches Eliminationsverfahren

e ldee: man Uberfuhrt das gegebene LGS in ein anderes mit
gleicher Losung, dessen Losung unmittelbar ablesbar ist

Definition 1.18:

1. Zwei Gleichungssysteme heilsen aquivalent, falls sie die glei-
che Losungsmenge haben.

2. Zwei Matrizen A und B heil’en aquivalent (A ~ B), falls die ent-
sprechenden Gleichungssysteme die gleiche Lésungsmenge
besitzen.
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Bem_erkung 1.19: Aquivalenz im Sinne von Definition 1.18 ist
eine Aquivalenzrelation (vgl. die Vorlesung ,,Mathematische Grund-
lagen”).

Beispiel 1.20: Das Gleichungssystem

2x +3y —4z= 8
—4x +2y +3z=-5 (a)
3x +y+2z=13

ist dquivalent zu den Gleichungssystemen
2x +3y—4z= 8

8y —5z=11 (b)
z=1
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und
X=3
y=2 (o
z=1

Auch die drei zugehorigen erweiterten Matrizen A, B, C sind dann
aquivalent:

23—-4 8 23—-4 8 1003
A=|-42 3-5|,B=(08-511|,C=(0102
31 213 00 11 0011

e (b): Stufenform
e (C): reduzierte Stufenform

e B: nur Nullen unterhalb der Hauptdiagonalen
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Z1.
Z2,

C: Eins aus der Hauptdiagonale, ansonsten Nulleintrage
letzte Spalte: beliebige Werte

Stufenform (GauB-Algorithmus) Ubersichtlicher, Losung einfa-
cher zu bestimmen

reduzierte Stufenform (Gaul3-Jordan-Algorithmus): noch Uber-
sichtlicher; Losung direkt ablesbar

Ansatz: man bestimmt durch Umformungen ein aquivalentes
Gleichungssystem in reduzierter Stufenform

Aquivalenzumformungen der Zeilen:
Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Vertauschen zweier Zeilen.
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Z3. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A #0,A € K.

e fUr die reduzierte Stufenform: zunachst Stufenform

e hauptsachlich durch Z1: Eintrage unterhalb der Hauptdiagona-
len zu Null

e Man beginnt in der ersten Spalte und arbeitet sich spaltenwei-
se vor:

(OHP)
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e Stufenform nicht eindeutig

e nach Stufenform: zeilenweises Vorgehen

Element aus der Hauptdiagonalen auf Eins bringen

dann alle Elemente darUber auf Null

im Beispiel: (OHP)
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P 9

e Rucktransformation liefert die Losung

X=3
y=2
z=1

e Das GauBsche Eliminationsverfahren fuhrt in der Tat zu aqui-
valenten Gleichungssystemem (Beweis spater)
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e in der Praxis haufig: Berechnung mit Computern

e Programme hierzu: Matlab, python (http://www.python.org),
Octave (http://www.gnu.org/software/octave/), ...

e interaktive Eingabe
e in Matlab

- nach >> folgt die Eingabezeile
- Ergebnis der Eingabezeile wird darunter ausgegeben

- Ausgabe wird unterdrickt, indem man die Eingabezeile
mit ,,;* abschliel3t

Wir legen die Matrix zu Beispiel 1.20 in MATLAB an:
>> a=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]
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a =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Eingabezeile ist nur die oberste Zeile

Matrixzeilen werden durch Semikolon getrennt

jetzt: Losung eines linearen Gleichungssystems mit Matlab

wir verwenden als eine Moglichkeit dazu den Befehl rref

format rat: Ausgabe in Brichen

Matlab rechnet intern mit FlieRkommazahlen
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e Beispiel:

>> format rat
>> a=[2 3 -4 8;-4 2 3 -5;3 1 2 13]

a =
2 3 -4 8
-4 2 3 -5
3 1 2 13

>> rref(a)

ans =
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0 1
0 0

e Ergebnis zurlckUbersetzt:

xX=3
y=2
z=1
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1.6.2 Unter- und uberbestimmte Gleichungssysteme

e Interpretation der reduzierten Stufenform bei Uber- oder unter-
bestimmten Gleichungssysteme

unterbestimmtes Gleichungssystem: mehr als eine Losung

bei linearen Gleichungssystemen: dann sogar unendlich viele
Losungen

Uuberbestimmtes Gleichungssystem: keine Losung

Unterscheidung von drei Fallen:
1. Es existiert eine eindeutige Losung.
2. Es existiert keine Losung.

3. Es existieren unendlich viele Losungen.
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e die reduzierte Stufenform zeigt immer, welcher Fall vorliegt
Definition 1.21: Der erste Nicht-Null-Eintrag jeder Zeile einer
Matrix heiRt Pivot-Element. Eine Spalte, in der ein Pivot-Element
vorkommt, heiRt Pivot-Spalte.

reduzierte Stufenform: Pivot-Element ist immer 1

i.a. reduzierte Stufenform nicht eindeutig

daher fordern wir zusatzlich:

Kommen Nullzeilen vor, also Zeilen, die nur Nullen enthalten,
dann mussen diese die untersten Zeilen der Matrix sein. Null-
zeilen reprasentieren die Gleichung 0 = 0 und kdnnen ignoriert
werden.
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e Die Pivot-Spalte der Zeile i+ 1 muss rechts der Pivot-Spalte
der Zeile i liegen.

e Pivot-Spalten enthalten in der reduzierten Stufenform aulSer
dem Pivot-Element nur Nullen. Diese Bedingung gilt nicht far
die letzte Spalte der erweiterten Matrix.

e Forderungen lassen sich immer mit Z1 - Z3 erfullen

Beispiel 1.22:

e Pivotelement: ,P”; beliebiges Element: x

POO0OXx
OPOXx
00Px
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e Matrix hat reduzierte Stufenform
e Alle Spalten bis auf die letzte sind Pivot-Spalten

e ebenso in reduzierter Stufenform:

P 0O x 0 x PO x x 0 X X x P O O x
O P x 0 x 0P x x 0 X X X 0 P O x
0 00 P x 0000 P x x x 0 0 P x
O 00O 0 P 0 00O

e ab jetzt: die Spalten 1 bis n— 1 der erweiteren Matrix heilsen
Koeffizientenmatrix

e die n-te Spalte: letzte Spalte

e im Fall einer eindeutigen Losung erhalt man immer die (redu-
zierte) Stufenform
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P x x|x P 0O O|x
0 P x|x bzw. 0 P O0|x
0 0 P|x 0 0 P|x

e letzte Spalte der Stufenform eine Pivot-Spalte = Gleichungs-
system nicht l6sbar

e Beispiele:
P x X XxX|Xx P 0O x x|x
0 P x x|x bzw. 0 P x x|x
0O 0 O0O|P 0O 0 0O O|P
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Beispiel 1.23: Die erweiterte Matrix sei

2 0 3|0
0 -1 20
0O 0 0|1

Die letzte Zeile lautet ausgeschrieben
O0-x+0-y+0-z=1.
e unerfullbar fur alle x,y, z

e lineares Gleichungssystem ist unlésbar

e in der (reduzierten) Stufenform weniger Pivotspalten als das
Gleichungssystem Unbekannte hat = mehrere Lésungen.
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1.6. Losung eines linearen Gleichungssystems
e Beispiele
P X X Xx|Xx P 0 x x|x
0 P x x|x bzw. 0 P x x|x
0O 00 0|0 0O 00 0|0

e freie Parameter: eine oder mehrere Variablen kdnnen beliebige
Werte annehmen

e Losungsregel: jede Nicht-Pivot-Spalte = freie Variable
Beispiel 1.24:

2:x—4.-y+2-z=8
l1-x—-1-y—7-z=6

e Berechnung der aquivalenten reduzierten Stufenform mit Mat-
lab:
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>> format rat
>> a=[2 -4 2 8;1 -1 -7 6];
>> rref(a)

ans =
1 0 -15 8
0 1 -8 2
e Ergebnis als Gleichungssystem:
1-x4+0-y—15.-2=28
O-x+1-y —8-z=2
bzw.

X=8+15-z
y=2+8-z
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oder in Vektor-Schreibweise

(3)-(2)+=(%8).

Losung noch nicht vollstandig, weil sie drei Komponenten ha-
ben muss

Wert fUr z erganzen durchz=0+1-z

Endergebnis:

Zusammenfassung:
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e Die Nicht-Pivot-Spalten werden mit der zugehorigen Variablen
versehen auf die rechte Seite gebracht, wobei sich alle Vorzei-
chen umkehren.

e Zeilen fur fehlende Variablen werden in den Losungsvektor
nach dem Schema x = x eingeflgt.

Beispiel 1.25: Man I6se das lineare Gleichungssystem

2a +b-2c =-=2
—4q—-2b +c+2d= 2.
—2a —b +d= 1

Man erhalt die reduzierte Stufenform

> a=[21-20 -2;-4 -2122;-2-1011];
>> rref(a)
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ans =
1 1/2 0 0 -1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 -1

Die zweite Spalte der Matrix ist keine Pivot-Spalte. Dies fuhrt zu

a -1 —%

Cc|= 0O)|+b| O

d -1 0
und dann zum Endergebnis

2 (o).,

c|=| ol*P| o

d -1 0
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Kapitel 2

Analytische Geometrie
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2.1 Skalarprodukt und Norm

e Ziel: geometrische Konzepte wie Lange, Winkel auf den R"
ubertragen

e fUr n = 2 und n = 3 mussen und werden sich die bekannten
Langen- und Winkelbegriffe als Spezialfall ergeben

e entscheidend dazu: Skalarprodukt
e folgende Definition dient zur Vorbereitung
Definition 2.1: Seien Xi,...,X, mit n € IN nichtleere Mengen.

Dann versteht man unter dem kartesischen Produkt X1 x --- x X,
die Menge aller geordneten n-Tupel:

X1 %o x Xpi={(x1,...,xn)T |Xi € X;}.
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Fir X1 = --- = X, = X schreibt man kurz X" statt X1 x --- x X,,.
Beispiel 2.2:

e R?=RxR

e R'T=Rx...xRmitX;1=...=X,=R
Bemerkung 2.3:

1. e kartesisches Produkt verallgemeinert die Definition des
Zahlraums

e statt {1,...,n} als Indexmenge IN: unendliche kartesi-
sche Produkte

e Elemente dieser Mengen: Folgen (siehe Analysis)

e ab jetzt: immer a = (a;)];, b= (b))l ; €R".
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Definition 2.4: Eine Abbildung (-,:) : R” x R" — R heillt Skalar-
produkt, wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

SP1 (Symmetrie): Va,b€R": (a,b) = (b, a).

SP2 Va,b,ceR":
(a,b+c)={a,b)+{a,c)

SP3 Va e R gilt
(aa,b) = afa, b) = (a, ab).

SP4 (positive Definitheit): Vae R"\ {0} : (a,a) > 0, und (0,0) = 0.

e Wichtigstes aller Skalarprodukte: Standardskalarprodukt oder
euklidisches Skalarprodukt

e spricht man von ,,dem* Skalarprodukt, ist das euklidische Ska-
larprodukt gemeint
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Definition 2.5: Fur a, b sei ihr euklidisches Skalar- bzw. Punkt-
produkt {a, b) definiert als

n
(Cl, b) ==qaiby +:--+anbp = Zaib[ .
i=1
Bemerkung 2.6:

e alternative Schreibweise: a- b (daher die Bezeichnung ,Punkt-
produkt*)

e Skalar(produkt) von Vektoren entspricht in seinen Eigenschaf-
ten nicht dem Produkt zweier Zahlen

e hohere Potenzen von Vektoren sind nicht definiert

Beispiel 2.7: OHP
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Satz 2.8: Das euklidische Skalarprodukt ist ein Skalarprodukt im
Sinne der Definition 2.4.

Beweis OHP
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e seia=(a1,az)" €R?

e Lange von a: ,/a% +a§ nach Pythagoras

e sei weiter a = (a1, az,a3)” € R3

e doppelte Anwendung des Satzes von Pythagoras: Lange be-

tragt /a2 + a3 +aj

(a1, az, aa)

a3
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e Verallgemeinerung auf den R" liegt nahe

Definition 2.9: Einem Vektor a wird die euklidische Norm oder
Standardnorm ||a|| zugeordnet durch

n 1/2
llall := (Zaf) . (2.1)
i=1

Satz 2.10: Die in Gleichung (2.1) definierte Norm hat folgende
Eigenschaften:

NO : ||a] € R.

N1 : ||a]| = 0.

N2 :|la||=0 & a=0.
N3 : VA eR:|Aa|l = [Alllall
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N4 : (Dreiecksungleichung) ||a+ b|| < ||al| + |Ib]]

Beweis OHP
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Bemerkung 2.11:

e Abbildung zeigt, warum N4 Dreiecksungleichung genannt wird

a+b

e Mathematik strebt nach Abstraktion und Allgemeinheit
e bisher: Langenbegriff auf dem IR” durch Verallgemeinerung

e jetzt: weitere Verallgemeinerung

Definition 2.12: Eine Abbildung ||-|| : R” — R heift Norm, wenn
sie die Eigenschaften NO bis N4 aus Satz 2.10 besitzt.
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e offensichtlich: die euklidische Norm entspricht der Wurzel des
euklidischen Skalarprodukts eines Vektors mit sich selbst

e das euklidische Skalarprodukt induziert die euklidische Norm

e Zusammenhang gilt allgemeiner

Satz 2.13: Sei (-,-) ein beliebiges Skalarprodukt auf R"”. Dann
wird durch || -] := +/{(-, -) eine Norm auf R” induziert.

Beweis OHP
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e es gibt viele Normen auf dem R"

e ,die” Norm: euklidische Norm

e ,eine” Norm: unbestimmte Norm

e seistets a=(a;)] ; €R"

e Auf R ist der Absolutbetrag eine Norm.

e Flr p > 1 definiert man die [p-Norm durch

n 1/p
lallp := (Zmup) (2.2)

i=1

- Dreiecksungleichung: , diskrete Minkowskische Ungleichung*
(siehe Analysis)
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- fur 0 < p < 1 ist die Formel zwar definiert, die Dreiecksun-
gleichung qilt i. A. aber nicht

e Der Spezialfall p = 1 wird als Betragssummennorm oder Einer-
norm bezeichnet und ist definiert als

lally = lax|+---+lanl.
e Der Spezialfall p = 2 entspricht der euklidischen Norm.
e Die Maximumnorm oder [-Norm ist definiert als
llalle = max{lal,....lanl};
der Bezeichnung erklart sich durch limp_w [|allp = ||a]|c.

Beispiel 2.14: OHP
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Bemerkung 2.15:
e jedes Skalarprodukt induziert eine Norm (s. 0.)
e Umkehrung falsch

e keine der [p-Normen ist von irgendeinem Skalarprodukt indu-
ziert bis auf den Spezialfall p = 2
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2.1.1 Einheitsvektoren

Definition 2.16: Sei ||-|| eine Norm. Ein Vektor e € R” heiflt
Einheitsvektor (zur Norm || -||), wenn |le|| = 1 ist.

Bemerkung 2.17:
e Eigenschaft ,Einheitsvektor” hangt von der Norm ab
e S1im R2:
St:={xeR?||x|| =1}.
e euklidische Norm: S? ist der Einheitskreis

o flr andere [p-Normen:
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0.51 — p=1L2
— p=15
> 0.0 — p=2
p=4
—LO-\\* 4/) I

—1.0-05 00 05 1.0
A

e wichtige Einheitsvektoren: kanonische Einheitsvektoren in Rich-
tung der Koordinatenachsen; |leilp =1
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1 0 0
0 1 0
el - 0 :eZ - 0 :---:en - O ’
0 0 1
speziell in R3
1 0 0
e1=(0],e2=11|es=|0], (2.3)

0 0 1

die den Koordinatenrichtungen entsprechen und fur die offensicht-
lich |leillp = 1 fur jede £,-Norm gilt.

e Normierung von a #0

e finde Einheitsvektor e, parallel und gleichgerichtet zu a durch
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1
€q=—0a.

llall

Beispiel 2.18: Sei a = (2,—1,—2)". Wegen |ja|| = 3 ist e =
1/3(2,—1,-2)".
Bemerkung 2.19:

e vund AV (A > 0) zeigen in die gleiche Richtung

e nach Normierung gleich

e beim Normieren kann man zur Vereinfachung einen positiven
Vorfaktor streichen
Beispiel 2.20: Mochte man den Vektor b = %(1, 0,1)” normie-
ren, kann man statt dessen den Vektor b’ = (1,0,1)" normieren
und erhalt bei einfacherer Rechnung das gleiche Ergebnis.
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2.1.2 Orthogonale (senkrechte) Vektoren
Bemerkung 2.21:

e betrachte a = (a1, az)”

apt——
— |
/ |
—————— ai |
| al a |\
| |
! | a
—ap ai v ;
1 |
_al ______

e a um 90° gegen den Uhrzeigersinn gedreht: a’ = (—az, a1)"

e a um 90° im Uhrzeigersinn gedreht: a” = (a2,—a1)"
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e euklidisches Skalarprodukt:

(a,a’) = (a”,a) =0.
e umgekehrt: aus (a,b) = 0 folgt b = A(—az,a1)”
e blla’und b|la”,alsoalb
e Verallgemeinerung auf den R"
Definition 2.22: Seien a,b € R” und (-, ) ein beliebiges Skalar-
produkt. Die Vektoren a und b stehen senkrecht (oder auch ortho-

gonal) zueinander bzgl. (-, -), Schreibweise a L b, wenn (a,b) =0
ist.

e Spezialfall euklidisches Skalarprodukt und n = 2: entspricht
intuitiver Vorstellung von , senkrecht”
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Bemerkung 2.23:
1. kanonische Einheitsvektoren stehen senkrecht aufeinander
2. Orthogonalitat hangt vom gewahlten Skalarprodukt ab:

e (a,b)’ :=ai1b1 +2azb; ist Skalarprodukt

e (—1,1)" und (1,1)7 senkrecht bzgl. des euklidischen Ska-
larprodukts

e aber: (a,b)’ =1
Bemerkung 2.24:
eseialb

e dann: aa L Bb wegen

(aa,Bb) = aB{a,b) = 0.
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Wir beweisen nun den Satz des Pythagoras.

Satz 2.25: Seien a,b € R" mita L b, {(-,-) ein beliebiges Skalar-
produkt und || - || die dadurch induzierte Norm. Dann gilt

lla + blI> = llall> + lIblI>.

Beweis OHP
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Bemerkung 2.26:

e Satz langst bekannt. Aber:
Satz gilt fur jedes Skalarprodukt mit induzierter Norm
gilt im R”

Beweis elegant

W N o#

rechtfertigt die vorgenommenen Abstraktionen
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2.1.3 Winkel zwischen Vektoren
e sei Norm stets vom Skalarprodukt induziert
e a,b zwei Vektoren, b #0

e Ziel: orthogonale Projektion p von a in Richtung von b

=
fe]
5
y
fe]
I
Q
oy
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Definition 2.27: Der fir zwei Vektoren a und b # 0 durch (2.5)
eindeutig bestimmte Vektor p heilst orthogonale Projektion von a in
Richtung b, man schreibt auch pp(a).

OHP
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Bemerkung 2.28: Ist b ein Einheitsvektor, so gilt:
po(a) = (a,b)-b.
Beispiel 2.29: OHP
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Bemerkung 2.30:

e Konzept der orthogonalen Projektion wirkt unscheinbar

e eines der zentralsten Konzepte der Mathematik

e Finite Elemente basieren darauf

¢ allerdings: nochmals verallgemeinert

e ahnlich bedeutend: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Satz 2.31 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung): Fira,b e
R" qilt

[{a, b)| < llall lloll. (2.7)

Beweis OHP
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e jetzt: Beweis von N4 in Satz 2.13

Satz 2.32 (Dreiecksungleichung): Fir a,b € R" gilt
lla+ bll < llall + |6l

Beweis OHP
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Bemerkung 2.33:

e bei beliebiger Norm (evtl. nicht von Skalarprodukt induziert):
N4 folgt nicht aus obigem Satz

e N4 muss von Fall zu Fall bewiesen werden

Definition 2.34: Seien a,b € R"\ {0}. Der Winkel zwischen a
und b, geschrieben Z(a, b), wird definiert als
{a,b)
lall bl

Z(a,b):=arccos

(2.8)

Bemerkung 2.35:

eesgilt0<O<T
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e Winkel immer der kleinere der beiden mdglichen

Beispiel 2.36: OHP
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Beispiel 2.37: OHP
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2.1.4 Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

e Beschriankung auf R3 und das euklidische Skalarprodukt bzw.
euklidische Norm

e gegeben a = (ai,az,a3)” und b = (b1, bz, b3)" nicht parallel
e Ziel: Konstruktion eines auf a und b senkrechten Vektors
e Intuition: sollte es geben

e fUr einen strengen Beweis: Vektorprodukt als algebraische
Operation

e dann: Nachweis der gewlnschte