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Kapitel 1

Motivation und Vorbereitung

1.1 Inhalt und Anwendungen der Linearen Algebra

Die Lineare Algebra ist keine eigenstandige mathematische Disziplin wie
etwa die Analysis oder die Geometrie und ist doch ein unverzichtbarer
Bestandteil jeden Studiums, in dem mathematische Inhalte eine wesentli-
che Rolle spielen. Dies liegt daran, dass sie grundlegende mathematische
Techniken und Begriffe bereitstellt, die die gesamte Mathematik durchset-
zen und auf auf die man deswegen im weiteren Studium immer wieder
zuriickgreifen wird. Drei wesentliche Themenbereiche prégen die Lineare
Algebra:

1. lineare Gleichungssysteme
2. analytische Geometrie
3. algebraischen Strukturen

Wir werden zur Motivation drei Beispiele skizzieren, ohne dabei zu viel
Wert auf mathematische Strenge zu legen.

Beispiel 1.1: Zur Eisenerzeugung wird im Hochofen Schrott eingeschmol-
zen, um die Kosten der Verhiittung zu senken und vorhandenes Material
wiederzuverwenden. Bei Schrott handelt es sich nicht um chemisch reines
Eisen, weil u.a. Metalle wie Kupfer oder Zink enthalten sind. Zudem wird
in der Praxis selten reines Eisenerz erzeugt, sondern gleich eine Legierung
hergestellt. Beim Betrieb einer Eisenhiitte ergibt sich also die Frage, welche
Schrottsorten man in welcher Menge beimischen darf, damit am Ende die
gewiinschte Legierung entsteht. Wir gehen vereinfachend von drei Schrott-
sorten S, S; und S3 aus, die nach Massenanteil wie folgt zusammengesetzt
sind:



8 KAPITEL 1. MOTIVATION UND VORBEREITUNG
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Abbildung 1.1: Handkurbel mit angreifender Kraft (links; als Pfeil darge-
stellt); resultierende Verformung (rechts; Verformung zur Verdeutlichung
tiberhoht dargestellt)

| S1| % | S
Eisen | 0,8 10,8 |0,8
Kupfer | 0 |0,2|0,1
Zink [0,2| 0 |0,1

Das Endprodukt soll 80% Eisen, 12% Kupfer und 8% Zink enthalten. Wir
bezeichnen die Massenanteile der drei Legierungen mit 4,b und ¢ und
stellen die Massenbilanzen fiir alle drei Elemente getrennt auf. Fiir Eisen
erhilt man 0,8z +0,8b + 0,8c = 0,8 und analog fiir Kupfer 0a + 0,2b +
0,1c = 0,12 bzw. fiir Zink 0,24 +0b 40, 1c = 0,08. Da alle drei Gleichungen
zugleich gelten miissen, werden wir auf ein lineares Gleichungssystem der
Form

0,8a + 0,80 +0,8c=0,8

0a +0,2b +0,1c = 0,12 (1.1)
0,2a + 0b +0,1c =0,08

geftihrt. Man tiberpriift leicht, dass die Wertea =0, b =0,2und c = 0,8
das System losen, indem man sie in die Formel (1.1) einsetzt und sich von
der Gleichheit der beiden Seiten tiberzeugt.

Beispiel 1.2: Ein wesentliches Anwendungsgebiet der Mathematik ist die
Numerische Simulation, d. h. die Verhaltensvorhersage eines physikalischen
Systems mithilfe mathematischer Methoden. Ein physikalisches System
kann ein Auto, die Erde, ein Atom oder ein mechanisches Bauteil wie
die in Abb. 1.1 gezeigte Kurbel sein. Soll in einem Industrieunternehmen
eine solche Kurbel produziert werden, wird man nach den Regeln und
Verfahrensweisen des Maschinenbaus die Kurbel entwerfen, dann einen
Prototypen bauen und diesen testen. Bei der Kurbel wird es wahrscheinlich
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Abbildung 1.2: vereinfachtes Schema einer Numerischen Simulation

um die Frage gehen, ob sie allen Kréften standhalt, die im Betrieb erwartet
werden. Besteht sie alle Tests, kann sie in Serie gefertigt werden, ansons-
ten wird der Entwurf solange modifiziert und erneut getestet, bis er alle
Anforderungen erfiillt. Mithilfe der Numerischen Simulation lassen sich
die Tests der Prototypen im Entwicklungsprozess durch Berechnungen
ersetzen. Dies spart Zeit und Geld. Diese Ersparnis mag bei der Kurbel
unbedeutend sein, bei der Entwicklung eines Verkehrsflugzeuges ist sie es
nicht. Numerische Simulation hat sich als unverzichtbares Werkzeug in der
Produktentwicklung erwiesen.

Eine numerische Simulation, z. B. mit der Methode der finiten Elemente,
ist das Ergebnis des Zusammenwirkens verschiedenster mathematischer
Disziplinen wie Analysis, Numerik, Funktionalanalysis und Bereichen der
Informatik sowie von Erkenntnissen aus Physik und Maschinenbau. Am
Ende aller Uberlegungen steht sehr hiufig ein lineares Gleichungssystem
der Form Ax = b, das es zu losen gilt (Abb. 1.2). Umfasste das Glei-
chungssystem in Beispiel 1.1 3 Bedingungen an 3 Unbekannte, sind bei
Numerischer Simulation 1000000 Bedingungen an 1000000 Unbekannte
nicht untiblich. Eine Handrechnung zur Losung derartiger Systeme verbie-
tet sich. Mit der effizienten Losung mithilfe von Computern befasst sich
die Numerische Lineare Algebra, die auf den Ergebnissen der Linearen Al-
gebra aufbaut. Numerische Simulation setzt also ein profundes Verstandnis
linearer Gleichungssysteme notwendig voraus.

Beispiel 1.3: Der Begriff der Gruppe als einfache algebraische Struktur ist
aus der Vorlesung ,Mathematische Grundlagen” bekannt. Es handelt sich
dabei um das Paar einer Menge M zusammen mit einer auf M definierten
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Abbildung 1.3: Beispiel eines Frieses

Verkniipfung o, das gewisse algebraische Bedingungen wie z. B. Assoziativi-
tat erfiillen muss. Wir betrachten ein Fries, also eine in einer Raumrichtung
unendlich ausgedehnte ebene Struktur, die sich dieser Richung wiederholt
(Abb. 1.3). Es sei M die Menge aller Starrkdrperbewegungen (alle lingen-
und winkelerhaltenden bijektiven Abbildungen der Ebene in sich), die das
Fries wieder in sich tiberfiihren, als Verkniipfung o auf M wahlen wir
die Hintereinanderausfithrung von Abbildungen. Dann bildet (M, o) eine
Gruppe, die sog. Automorphismengruppe des Frieses, kurz Friesgruppe. Man
kann zeigen, dass zu jedem Fries-Typ genau eine Friesgruppe existiert
und umgekehrt und dass es im Wesentlichen 7 Friesgruppen gibt. Es gibt
also (bis auf Designmerkmale wie Farbe, Grofse etc.) genau 7 verschiedene
Friese.

Analoge Betrachtungen lassen sich fiir unendliche periodische raumliche
Objekte anstellen, die als mathematische Modelle fiir den atomaren Aufbau
von Kristallen dienen. Fedorov! konnte 1891 zeigen, dass genau 230 soge-
nannter Raumgruppen existieren und damit den Aufbau von Kristallen
klassifizieren. Dies war eine der ersten bedeutenden auflermathematischen
Anwendungen der Gruppentheorie und gleichzeitig ein grofler Durchbruch
in der Kristallographie.

1.2 Mathematisches Arbeiten und Problemlosen

Kern allen mathematischen Arbeitens ist die systematische Beschiftigung
mit mathematischen Ideen, Problemen und ihrer Losung. Konkrete Rech-
nungen sind dagegen haufig zweitrangig. Ein mathematisches Problem gilt
als gelost, wenn man eine entsprechende Aussage formulieren und streng
beweisen kann bzw. ein geeignetes Gegenbeispiel angibt. Folgerichtig wird
in der Vorlesung Lineare Algebra (und nicht nur da!) der Formulierung
mathematischer Aussagen und ihrem Beweis breiter Raum gegeben. Dies
unterscheidet sich bisweilen stark vom mathematischen Vorgehen aufier-
halb der Hochschulen. Dieser Paradigmenwechsel zu Beginn des Studiums
ist der Erfahrung nach eine der wesentlichen Hiirden fiir die Studierenden.
Es ist normal, dass die Losung eines mathematischen Problems nicht auf
der Hand liegt und sollte nicht entmutigen. Wir skizzieren im Folgenden

IEvgraf S. Fedorov (1853-1919); russischer Kristallograph und Mineraloge
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sehr kurz einige Techniken zur Losung mathematischer Probleme. Fiir
weitergehende Beschiftigung mit diesem Thema verweisen wir auf das
sehr lesenswerte Buch von Grieser [4] und die klassische Abhandlung von
Poélya [6].

Wir gehen davon aus, dass Ihnen eine mathematische Aussage vorgelegt
wird und Sie diese beweisen oder widerlegen sollen. Dies ist eine Standard-
anforderung im Studium und zugleich eine grofie Vereinfachung, denn
in der mathematischen Praxis ist es haufig viel schwieriger, die richtigen
(d. h. zielfithrenden) Fragen zu stellen als die richtigen Antworten zu fin-
den. Die folgenden Hinweise konnen Ihnen bei Threr Beschaftigung mit
mathematischen Problemen helfen.

1. Versuchen Sie, das Problem zu verstehen!

e Sind Thnen alle verwendeten mathematischen Begriffe in der
Formulierung klar? Kénnten Sie einem Kommilitonen alle ver-
wendeten mathematischen Begriffe erklaren? Wenn nicht, wie-
derholen Sie zunédchst die entsprechenden Inhalte der Vorlesung.

e Sollte die Aussage eine Formel sein, versuchen Sie, dieselbe
Aussage fiir Sie selbst als Text zu formulieren und umgekehrt.

e Betrachten Sie Beispiele und Spezialfille. Kann man an Beispie-
len bereits erkennen, warum die Aussage wahr oder falsch sein
sollte?

e Fertigen Sie, wann immer das Problem es ermdglicht, eine Skizze
an!
2. Kennen Sie dhnliche Probleme?
e Kennen Sie bei vergleichbaren Aussagen sogar Beweis oder Ge-
genbeispiel?
e Kann man die gegebene Aussage auf Bekanntes zurtiickfiithren?

e Wenn nicht, was genau ist anders?
3. Vorwirtsarbeiten

e Jeder Beweisversuch lebt von den Voraussetzungen. Was lasst
sich mit den gegebenen Voraussetzungen anfangen? Welche
Aussagen lassen sich damit zeigen?

4. Riickwairtsarbeiten

e Unter welchen zusitzlichen Voraussetzungen kénnten Sie denn
die gewiinschte Aussage beweisen?

e Wie kann man sich im zweiten Schritt von diesen zusitzlichen
Voraussetzungen befreien?



12 KAPITEL 1. MOTIVATION UND VORBEREITUNG

5. Zwischenziele formulieren

e Bei komplexeren Sachverhalten kann es helfen, dass man das
Gesamtproblem in Teilprobleme zerlegt, die man dann getrennt
bearbeitet.

e Fiir jede Etappe lassen sich die oben skizzierten Problemlose-
strategien verwenden.

6. Problemldsestrategien kombinieren und ausprobieren

e In vielen Fillen bringt erst eine Kombination der obigen Strate-
gien den Erfolg.

e Wenn eine Strategie nicht weiterfiihrt, muss man eine andere aus-
probieren. Mathematik bedeutet manchmal auch hartnéackiges
Herumprobieren!

7. Zum Schluss: richtig Aufschreiben!

e Schreiben Sie ihre Argumentation detailliert und nachvollziehbar
auf. Oftmals wird umgekehrt die Argumentation erst bei ihrer
Formulierung wirklich klar.

e Vermeiden Sie umstidndliche Prosa, sondern bedienen Sie sich
mathematischer Formeln und Formulierungen.

e Kontrollieren Sie zum Schluss: Ist Ihre Beweisfiihrung liickenlos?
Ist das Gegenbeispiel wirklich eins?

o Fir weiterfithrende Literatur zur Formulierung mathematischer
Gedanken verweisen wir auf Beutelspacher [1].

1.3 Vektoren im R”

Ein epochaler Fortschritt in der Geometrie wurde mit der Einfithrung von
Koordinaten durch René Descartes® erzielt (ihm zu Ehren spricht man
vom , kartesischen Koordinatensystem”), weil hierdurch die seit alters her
bestehende Kluft zwischen Geometrie und Arithmetik beseitigt werden
konnte. Nun konnte man Aussagen der Geometrie mit Methoden der
Arithmetik untersuchen und umgekehrt.

Definition 1.4: 1. Fiir n € IN sei x das n-Tupel
X1

x=|:| =)

Xn

21596-1650; franz. Mathematiker, Philosoph, Naturwissenschaftler
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Xp - (Xl,x2) - L __ (xl,XZ,X3)

xap XA

AN

(0,0) X1 (0,0,0) ¥

Abbildung 1.4: Beschreibung von Punkten in der Ebene (links) und im
Raum (rechts) mithilfe eines Koordinatensystems

mit x; € R fur 1 < i < n. Dann heifst x Vektor, die Zahl x; die i-te
Koordinate.

2. Zu x wie oben sei
T._
x' = (x1,..., %)

der transponierte Vektor. Weiter definieren wir (x7)7 := x.
3. Zwei Vektoren x, y sind gleich, wenn alle ihre Koordinaten gleich sind.

4. Der Zahlraum
R" = {(x1,...,x,)T | x1,...,x, € R}
sei die Menge aller geordneten n-Tupel reeller Zahlen.

Wir betrachten den Spezialfall n = 2. Durch Wahl eines Koordinatensys-
tems gelingt es, jeden Punkt der Ebene durch ein Zahlenpaar (x3, x2) zu
parametrisieren (Abb. 1.4 links). Umgekehrt ldsst sich jedes Zahlenpaar
(x1,x2) als Punkt in der Ebene veranschaulichen. Daher kann man die Ebe-
ne mit dem Zahlraum R? identifizieren. Analog lasst sich durch die Wahl
eines Koordinatensystems jeder Punkt des Raumes mit einem Zahlentripel
(x1,x2,x3) € R3 identifizieren (Abb. 1.4 rechts).

Der allgemeine Zahlraum R" eignet sich auch zur Beschreibung nicht-
geometrischer Zusammenhange.

Beispiel 1.5: In den Wirtschaftswissenschaften verwendet man Vektoren,
um die Gesamtproduktion von Waren oder Dienstleisungen zu représen-
tieren. Als Maf3stab wird dann der Preis (z.B. in 10° $) verwendet. Wir
betrachten 5 Wirtschaftszweige:

1. | Schwerindustrie 2. | Elektronik und Computer
3. | Automobilindustrie | 4. Landwirtschaft
5. Finanzsektor
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und modellieren die wirtschaftlichen Vorginge in R>. Ordnen wir die 5
Koordinaten in der obigen Reihenfolge an, bedeutet der Punkt

(44,182,404,36,230)7,

dass die Schwerindustrie Waren in einem Wert von 44 Milliarden Dollar
produziert und der Finanzsektor 230 Milliarden Dollar umgesetzt hat.

Wir kehren nun zur geometrischen Deutung von Vektoren im R? bzw. R?
zuriick. Die Interpretation eines Vektors als Beschreibung eines Punktes
wie oben erfordert, dass man einen Koordinatenursprung festgelegt hat,
weil die Koordinaten eines Punkts relativ zu diesem angegeben werden.
Da aber in der Ebene bzw. im Raum alle Punkte gleichberechtigt sind, ist
die Festlegung eines Koordinatenursprungs ein Akt der Willkiir und daher
geometrisch fragwiirdig. Wir deuten vor diesem Hintergrund ein n-Tupel
alternativ als Verschiebung. Bei einer Verschiebung handelt es sich zunéchst
um eine Abbildung in der Ebene bzw. im Raum. Sie ist dann eindeutig
festgelegt, wenn man von irgendeinem Punkt P den Bildpunkt Q kennt.

Man kann also eine solche Verschiebung durch die gerichtete Strecke P
eindeutig reprasentieren. Allerdings ist die Wahl von P nicht eindeutig; ein
anderer Punkt P’ repréasentiert mit dessen Bildpunkt Q' dieselbe Verschie-
bung ebenso. Man kann zeigen, dass alle gerichteten Strecken, die dieselbe
Verschiebung représentieren, eine Aquivalenzklasse bilden; diese nennt
man in der euklidischen Geometrie Vektor.? Ein solcher (Verschiebungs)-
Vektor in diesem geometrischen Sinn hat eine bestimmte Richtung und
Lange, aber keine bestimmte Lage, benttigt also auch nicht die Festlegung
eines Koordinatenursprungs. Geht man nun von der Existenz eines Ko-
ordinatenursprungs 0 aus und wéahlt P = 0, so wihlt man damit aus der
Aquivalenzklasse , Vektor” die entsprechende gerichtete Strecke aus, die
auf einen festen Punkt Q zeigt. Dann spricht man vom Ortsvektor und
schreibt (ﬁ oder einfach 4. Nimmt man jetzt noch die Existenz ausgezeich-
neter Richtungen an, die den Koordinatenachsen entsprechen, wie man
es ja durch die Beschreibung der Ebene durch R? und des Raumes durch
R? implizit tut, dann wird Q iiber seine Koordinaten durch ein n-Tupel
reprasentiert, also durch einen Vektor im Sinn der Definition 1.4. Dieses
reprasentiert dann aber zugleich die Verschiebung und damit auch den Ver-
schiebungsvektor. Ob ein n-Tupel als Ortsvektor oder Verschiebungsvektor
gedeutet werden soll, erschliefit sich nur aus dem Zusammenhang.

1.4 Addition und Multiplikation im R"

Wir betrachten die Vektoren a = (2,1)" und b = (—1,1)” und deuten sie
als Verschiebungen in der Ebene. Verschiebt man zunédchst langs a2 und

3Der Terminus , Vektor” ist vom lateinischen ,vehere” = transportieren abgeleitet
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24

14 A1,2)T
(-1, 1T (2,17

-1 1 2

Abbildung 1.5: Addition von Vektoren

2 20 =a+a=(42)"
17 2= (2,1)7

1 INT

1, 1,1
0 2=y

Abbildung 1.6: Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

dann lings b, entspricht das einer Verschiebung um den Vektor ¢ = (1,2)7
(Abb. 1.5), der komponentenweise der Summe der Komponenten von a
und b entspricht. Ein analoger Zusammenhang gilt auch im IR3. Weil man
also die Verschiebung durch den Vektor b der Verschiebung um den Vektor
a hinzuftigt, liegt es nahe, folgende Vektoraddition zu definieren.

Definition 1.6: Seien a = (ay,...,a,)T,b = (by,...,b,)T € R™ Dann ist

a1+ by
a+b:.= :
a, + b,

Wird der Vektor a = (2, 1)T in der Ebene um den Faktor 2 verldngert, erhalt
man den Vektor (4,2)T (Abb. 1.6). Dies entspricht genau einer Skalierung
der Komponenten von a mit dem Faktor 2 und motiviert die folgende
Definition.

Definition 1.7: Fir A € Rund a = (al,...,an)T € R" sei
/\[11

Aa = :
Aay,
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P q+(=p)
- q P
q+(=p) p
_’p’///’

Abbildung 1.7: Differenz zweier Vektoren

Fiir 0 < A € R entspricht also Aa einem Punkt mit derselben Richtung wie
a zum Ursprung, jedoch mit einem A-fachen Abstand. Anhand einer Skizze
erkennt man, dass die Multiplikation von a2 mit einer negativen Zahl die
Richtung von a umkehrt.

Definition 1.8: Fiir a,b € R" sei
a—b:=a+(-1)b
der Differenzvektor von a und b.

Abb. 1.7 liefert eine geometrische Deutung der Subtraktion zweier Vektoren:
Interpretiert man die Vektoren p und g als Punkte, so entspricht § — p dem
Verschiebungsvektor von P nach Q, p — q dagegen dem Verschiebungsvek-
tor von Q nach P.

Definition 1.9: Zwei Vektoren a,b # 0 heilen parallel (Schreibweise a || b)
< da € R:a = ab. Gilt « > 0, haben parallele Vektoren die gleiche
Richtung, im Fall von a < 0 gegensitzliche Richtung.

Der Nullvektor ist zu jedem Vektor parallel.

Beispiel 1.10: Die Vektoren a = (1,2)" und b = (2,4)” sind parallel und
haben die gleiche Richtung; der Vektor ¢ = (1,3)T ist weder zu a noch zu b
parallel.

1.5 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

In der Einleitung wurde die zentrale Rolle linearer Gleichungssysteme
betont. Daher beginnen wir hier mit ihrer systematischen Behandlung. Wir
betrachten erneut das lineare Gleichungssystem aus Beispiel 1.1,

0,82+ 0,86 +0,8c =0,8
0a +0,2b +0,1c = 0,12 (1.2)
0,20+ 0b +0,1c =0,08
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Offenbar hingt der Wert der Losung nicht von der Bezeichnung der Varia-
blen (hier: 4, b und c) ab, sondern vielmehr von den Vorfaktoren vor den
Variablen im linearen Gleichungssystem, den Koeffizienten. Zusammen mit
der rechten Seite enthalten sie alle relevanten Informationen. Man kann
somit ein Gleichungssystem kompakt schreiben, indem man nur die Koeffi-
zienten als Koeffizientenmatrix angibt. Zum linearen Gleichungssystem (1.2)
gehort die Koeffizientenmatrix

0,8 0,8 0,8
0 02 01
0,2 0 0,1

Wir werden also bei der Untersuchung von linearen Gleichungssystemen
auf Matrizen gefiihrt.

Definition 1.11: Eine m x n- Matrix A ist ein rechteckiges Schema von
reellen oder komplexen Zahlen a;; (den Elementen der Matrix) mit m Zeilen
und n Spalten

ail diz2 - din
ap1 dxp -+ A2

A= . . . . (1.3)
Aml Am2 **° Amn

Es heifst i Zeilenindex und j Spaltenindex von a;;. Eine Matrix wird alternativ
in der Form (a;;) bzw. (a;j)1<i<m1<j<n notiert. Die Menge aller m x n-
Matrizen mit reellen bzw. komplexen Elementen wird mit R"*" bzw. C"*"
bezeichnet. Soll nicht zwischen R und C unterschieden werden, schreiben

wir K € {R,C}.
Definition 1.12:

1. Seien A = (a;;), B = (b;j;) € K"™*". Man setzt A = B :& a;; = b;; V1 <
i<m,1<j<n.

2. Eine Matrix, deren Elemente alle den Wert 0 annehmen, heifst Nullma-
trix.

3. Zu A wie oben sei
AT = (aji) c Kmxm

die transponierte Matrix. Man erhélt also AT indem man die Spalten
von A als Zeilen von AT verwendet.

Die Koeffizientenmatrix des allgemeinen linearen Gleichungssystems

anxi + apxs + -+ + agx, = by
axix1 + apxy + - + ayx, = by (1.4)
e — . '

A1 X1 + Ap2X2 + -+ AppXy = bm
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von m linearen Gleichungen und n Unbekannten entspricht der Matrix A
aus Formel (1.3). Sie allein beschreibt ein lineares Gleichungssystem aber
nicht vollstandig, weil die rechte Seite nicht vorkommt. Wird A rechts um
eine Spalte b ergidnzt, die die Werte der rechten Seite enthilt, gelangt man
zur erweiterten Koeffizientenmatrix (A, b). Um hierin die Sonderrolle der
letzten Spalte zu betonen, wird sie oftmals durch einen senkrechten Strich
von A getrennt.

Beispiel 1.13: Die erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungs-
systems aus Beispiel 1.1 lautet

0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8 0,8]0,8
0 02 01 0,12 bzw. 0 02 01}0,12
0,2 0 01 0,08 0,2 0 0,1{0,08

Als besonders interessant werden sich Matrizen mit gleich vielen Zeilen
wie Spalten erweisen.

Definition 1.14:
1. Eine n x n-Matrix heifst quadratisch.

2. Eine quadratische Matrix A mit Elementen 4;; wird hdufig in der
Form A = (ai]-)?,]-:l geschrieben.

3. Sei A = (ai]-)?/j:l quadratisch. Die Elemente von A mit i = j bilden
die Hauptdiagonale von A.

4. Eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente oberhalb der Haupt-
diagonalen gleich 0 sind, heifst untere Dreiecksmatrix.

5. Eine quadratische Matrix, bei der alle Elemente unterhalb der Haupt-
diagonalen gleich 0 sind, heifst obere Dreiecksmatrix.

Beispiel 1.15: Die Matrix

200
A=1010
384

ist eine untere Dreiecksmatrix.

Definition 1.16:

1. Sei A € K"*". Gilt a;; = 0 fiir alle i # j, heifit A Diagonalmatrix.
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2. Die Diagonalmatrix

1 0 0
En e 0 1 : EIKan
0 0 1

heifst Einheitsmatrix.

Bemerkung 1.17: Die m Werte der rechten Seite eines reellen linearen
Gleichungssystems (vgl. Formel (1.4)) lassen sich zu einem Vektor

b= (by,...,by)T €R"

zusammenfassen und als Punkt im R" deuten, ebenso bilden die n Kom-
ponenten der Losung einen Vektor x € R".

1.6 Losung eines linearen Gleichungssystems

1.6.1 Das Gauf3sche Eliminationsverfahren

Wir stellen nachfolgend ein Standard-Verfahren zum Losen von linearen
Gleichungssystemen vor, das Gaufische Eliminationsverfahren, das ein gegebe-
nes Gleichungssystem in ein anderes tiberfiihrt, dessen Losung unmittelbar
ablesbar ist. Diese Losung ist zugleich die Losung des urspriinglich gege-
benen linearen Gleichungssystems.

Definition 1.18:

1. Zwei Gleichungssysteme heifsen dquivalent, falls sie die gleiche Lo-
sungsmenge haben.

2. Zwei Matrizen A und B heiflen dquivalent (A ~ B), falls die entspre-
chenden Gleichungssysteme die gleiche Losungsmenge besitzen.

Bemerkung 1.19: Aquivalenz im Sinne von Definition 1.18 ist eine Aquiva-
lenzrelation (vgl. die Vorlesung ,Mathematische Grundlagen”).

Beispiel 1.20: Das Gleichungssystem

2x +3y —4z = 8
—4x +2y +3z = -5 (a)
3x +y+2z= 13

ist dquivalent zu den Gleichungssystemen

2x +3y —4z = 8
8y -5z =11 (b)
z=1
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und
x=3
y=2 (c)
z=1

Auch die drei zugehorigen erweiterten Matrizen A, B, C sind dann dquiva-
lent:

23-4 8 23-4 8 1003
A=|—-42 3-5|,B=108-511)],C=[0102
31 213 00 11 0011

Man sagt, dass lineare Gleichungssystem (b) liegt in Stufenform vor, das
lineare Gleichungssystem (c) in reduzierter Stufenform. Die zu Stufenform
gehorige Matrix B weist unterhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen auf (da
eine erweiterte Koeffizientenmatrix nicht notwendig quadratisch ist, ist sie
i. A. keine Dreiecksmatrix). Es enthélt C Einsen auf der Hauptdiagonalen
und Nullen sonst mit Ausnahme der letzten Spalte. Hier sind beliebige
Werte moglich.

Offenbar ist die Stufenform (Ergebnis des Gauf3-Algorithmus) und insbe-
sondere die reduzierte Stufenform (Ergebnis des Gaufi-Jordan-Algorithmus)
tibersichtlicher und die Bestimmung einer Losung deutlich einfacher. Bei
der reduzierten Stufenform kann man eine Losung sogar einfach ablesen.
Darum werden wir versuchen, durch Aquivalenzumformungen der Zeilen ein
dquivalentes Gleichungssystem in reduzierter Stufenform zu finden. Wir
verwenden drei Arten solcher Umformungen:

Z1. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.
Z2. Vertauschen zweier Zeilen.

Z3. Multiplikation 4 einer Zeile mit einem Skalar A # 0,A € K.

Um auf die reduzierte Stufenform zu gelangen, errechnet man zuerst eine
Stufenform. Dies gelingt, indem man hauptséachlich durch Z1 die Elemente
unterhalb der Hauptdiagonalen zu 0 macht. Man beginnt in der ersten
Spalte und geht spaltenweise vor:

2 3 —4 8
—4 2 3| =5 |[4+2-(])

3 1 2| 13 |=3/2-(I)
2 3 —4 8

0 8§ =5 11

0 —7/2 8 1 [+7/16- (II)
2 3 —4 8

0 8§ =5 11

0 0 9/16|9/16

473 ist fiir den Gaufs-Algorithmus nicht erforderlich, aber insbesondere fiir Handrech-
nungen vorteilhaft.



1.6. LOSUNG EINES LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMS 21

Die Stufenform ist nicht eindeutig, denn es gibt mehrere dquivalente Stufen-
formen. Hat man eine Stufenform erreicht, geht man zeilenweise von unten
nach oben vor. Zundchst bringt man das Element auf der Hauptdiagonalen
auf 1, anschlieSend alle Elemente dartiber auf 0. Wir illustrieren das an
Beispiel 1.20.

2 3 -—4| 38
0 8 -—5| 11

0 0 %/16|9%/16 |+ 9/16
2 3 —4| 8 |[+4- ()
0 8 —5| 11 |+5-(I)
0 0 1 1

2 3 0 12

0 8 0| 16 |+8

0 0 1 1

2 3 0| 12 [—3-(I)
0 1 0 2

0 0 1 1

2 0 0] 6 |2

0 1 0 2

0 0 1 1

1 0 0 3

0 1 0 2

0 0 1 1

Transferiert man das Schema wieder in das eigentliche Gleichungssystem
zuriick, erhélt man die Losung;:

x=23

z=1

Dass das Gauf$sche Eliminitionsverfahren tatsachlich zu dquivalenten li-
nearen Gleichungssystemen fiihrt, wird (mit etwas mehr Theorie) spiter in
Kapitel 6 bewiesen werden.

In vielen Féllen werden die Zahlen im Laufe der Berechnung der Losung
eines linearen Gleichungssystems schnell unhandlich. Dies macht eine Be-
rechnung per Hand aufwindig und fehleranfillig. Daher werden in der
Praxis lineare Gleichungssysteme héufig nicht durch Handrechnung gelost,
sondern mithilfe des Computers. Dazu werden oft spezielle Programm-
pakete verwendet, die primér auf Berechnungen mit Hilfe von Matrizen
ausgelegt ist, oftmals aber einen weitaus grofleren Funktionsumfang bieten.
In der Industrie weit verbreitet ist das kommerzielle Programmpaket MAT-
LAB (www.mathworks.com), als Alternativen zu MATLAB existieren z. B.
die Open-Source-Programme python (http://www.python.org) oder


www.mathworks.com
http://www.python.org
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Octave (http://www.gnu.org/software/octave/). Die drei genann-
ten Programmpakete gleichen sich hinsichtlich ihrer Bedienung weitgehend,
so dass wir uns hier prototypisch auf MATLAB beschranken.

In MATLAB kann man interaktiv Anweisungen ausfiihren lassen. Dazu
schreibt man hinter das Prompt-Zeichen >> die Eingabe. MATLAB gibt
dann darunter das Ergebnis aus. Die Ausgabe des Ergebnisses kann man
unterdriicken, indem man die Eingabezeile mit einem Semikolon abschlief3t.
Wir legen die Matrix zu Beispiel 1.20 in MATLAB an:

>> a=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]

a:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Die oberste Zeile ist unsere Eingabe, alle unteren Zeilen entsprechen der
Ergebnisausgabe von MATLAB. Matrixzeilen werden durch ein Semikolon
getrennt. Wir verwenden den Befehl rref (rref steht fiir reduced row
echelon form, englisch fiir reduzierte Stufenform) zum Losen des linearen
Gleichungssystems und betrachten das lineare Gleichungssystem aus Bei-
spiel 1.20. Die Eingabe format rat veranlasst MATLAB, das Ergebnis als
Bruch auszugeben, was bei unseren simplen Beispielrechnungen gut ge-
lingt. MATLAB wie auch python und Octave rechnet intern aber immer mit
Fliefkommazahlen. In der zweiten Zeile geben wir die erweiterte Matrix
zu Beispiel 1.20 ein, die in die reduzierte Stufenform umgerechnet wird.

>> format rat
>> a=[2 3 -4 8;-4 2 3 =5;3 1 2 13]

a:
2 3 -4 8
-4 2 3 -5
3 1 2 13


http://www.gnu.org/software/octave/
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Die Riickiibersetzung des Resultats des rref-Kommandos liefert die Lo-
sung

1.6.2 Unter- und iiberbestimmte Gleichungssysteme

Im letzten Kapitel hatten wir uns auf lineare Gleichungssystem beschréankt,
die genauso viele Unbekannte wie Gleichungen aufweisen. Unter gewissen
Zusatzvoraussetzungen existiert dann genau eine Losung, und in diesem
Fall ist diese immer mit dem Gauf3-Algorithmus berechenbar. Wir be-
trachten jetzt allgemeine lineare Gleichungssysteme. Dann sind drei Félle
moglich:

1. Es existiert eine eindeutige Losung.
2. Es existiert keine Losung.
3. Es existieren unendlich viele Losungen.

Im zweiten Fall spricht man von iiberbestimmten linearen Gleichungssystemen,
im dritten Fall von unterbestimmten linearen Gleichungssystemen. Wir werden
dieses Phanomen hier nicht systematisch untersuchen, weil die reduzierte
Stufenform als Ergebnis des Gaufischen Eliminationsverfahrens immer
zeigt, welcher Fall vorliegt. Die folgende Definition vereinfacht die Analyse
der reduzierten Stufenform.

Definition 1.21: Der erste Nicht-Null-Eintrag jeder Zeile einer Matrix heifst
Pivot-Element. Eine Spalte, in der ein Pivot-Element vorkommt, heif3t Pivot-
Spalte.

In der reduzierten Stufenform ist das Pivot-Element immer 1. Die reduzierte
Stufenform ist im allgemeinen Fall nicht eindeutig. Zur Eindeutigkeit
fordern wir daher von der reduzierten Stufenform folgende Eigenschaften:

e Kommen Nullzeilen vor, also Zeilen, die nur Nullen enthalten, dann
miissen diese die untersten Zeilen der Matrix sein. Nullzeilen repra-
sentieren die Gleichung 0 = 0 und konnen ignoriert werden.

e Die Pivot-Spalte der Zeile i + 1 muss rechts der Pivot-Spalte der Zeile
i liegen.

e Pivot-Spalten enthalten in der reduzierten Stufenform aufSer dem
Pivot-Element nur Nullen. Diese Bedingung gilt nicht fiir die letzte
Spalte der erweiterten Matrix.
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Diese Forderungen lassen sich fiir jede Matrix durch die Aquivalenzumfor-
mungen Z1 — Z3 erfiillen.

Beispiel 1.22: Wir bezeichnen ein Pivot-Element symbolisch mit P und ein
beliebiges Element mit x. Die Matrix

POOx
0P Ox
00Px

liegt in reduzierter Stufenform vor. Alle Spalten mit Ausnahme der letz-
ten sind Pivot-Spalten. Ebenso liegen folgende Matrizen in reduzierter
Stufenform vor:

P 0 x 0 «x P 0 0 x
P 0 x x 0 x x «x

0O P x 0 «x 0P v » 0 x x x 0 P 0 «x

0O 00 P «x 0000FP x r x 0 0 P «x

0O 00 0P 0 0 00

Wir nennen im Folgenden die Spalten 1 bis n — 1 der erweiteren Matrix
Koeffizientenmatrix und die n-te Spalte letzte Spalte. Hat das Gleichungssys-
tem eine eindeutige Losung, so erhélt man immer die Stufenform bzw. die

reduzierte Stufenform
P P 00
0 bzw. 0 P O .
0 0 0P
Falls die letzte Spalte der Stufenform eine Pivot-Spalte ist, ist das Glei-

chungssystem nicht [6sbar. Man konnte also z. B. die folgende Stufenform
bzw. reduzierte Stufenform erhalten:

o R
R OR
R R R
R OR R

P x x x|x P 0 x x|x
0 P x x|x bzw. 0 P x x|x |.
0O 00 O0|P 0O 00 O0|P

Beispiel 1.23: Die erweiterte Matrix sei

2 0 3|0
0 -1 2|0 |.
0 0 0|1

Die letzte Zeile lautet ausgeschrieben
0-x+0-y+0-z=1.

Diese Gleichung ist unerfiillbar fiir beliebige Werte von x,y und z. Somit
ist das lineare Gleichungssystem unldsbar.
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Erhélt man in der reduzierten Stufenform weniger Pivotspalten als das
Gleichungssystem Unbekannte hat, hat das Gleichungssystem unendlich
viele Losungen. Mogliche erweiterte Matrizen sind dann z. B.

P x x x|«x P 0 x x|«x
0 P x x|x bzw. 0 P x x|x
0O 0 0 0|0 0 0 0 0|0

Es gibt (mindestens) einen freien Parameter, d.h. eine der Variablen kann
einen beliebigen Wert annehmen. Nach einer einfachen Losungsregel gehort
zu jeder Nicht-Pivot-Spalte der Koeffizientenmatrix eine freie Variable.

Beispiel 1.24: Zum Gleichungssystem

2-x—4-y+2-2=28
l-x-1-y-7-z=6

berechnen wir die dquivalente reduzierte Stufenform in MATLAB:

>> format rat
>> a=[2 -4 2 8;1 -1 -7 6];
>> rref (a)

1 0 -15 8
0 1 -8 2

Das Ergebnis entspricht dem Gleichungssystem

1-x4+0-y—-15-z2=28
O-x+1-y —8-z=2
bzw.

x=8+15-z
y=2+8-z

oder in Vektor-Schreibweise

(0) =) +=(%)

Es handelt sich dabei noch nicht um eine Losung, denn diese besteht aus
Tripeln (x,y,z). Den Wert von z kénnen wir aber wegen z = 0+ 1 - z leicht
ergdanzen. Hangt man diese Zeile an, erhédlt man das Endergebnis

X 8 15
yl=12]+z]| 8
z 0 1
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Zusammengefasst geht man bei nicht eindeutig l16sbaren Gleichungssyste-
men SO VOr:

e Die Nicht-Pivot-Spalten werden mit der zugehorigen Variablen verse-
hen auf die rechte Seite gebracht, wobei sich alle Vorzeichen umkeh-
ren.

e Zeilen fiir fehlende Variablen werden in den Losungsvektor nach
dem Schema x = x eingefiigt.

Beispiel 1.25: Man 16se das lineare Gleichungssystem

2a +b —2c = -2
—4q -2b +c+2d= 2.
—2a —b +d= 1
Man erhilt die reduzierte Stufenform

>> a=[2 1 -2 0 -2;-4 -2 12 2;-2-101171;
>> rref (a)

ans =

1 1/2 0 0 -1
0 0 1 0 0
0 0 0 1 -1

Die zweite Spalte der Matrix ist keine Pivot-Spalte. Dies fiihrt zu

a -1 —%
c| = 0)+0b 0
d -1 0

und dann zum Endergebnis

QAL T
o O
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Kapitel 2

Analytische Geometrie

2.1 Skalarprodukt und Norm

Wir werden nun geometrische Konzepte wie die Liange eines Vektors und
den Winkel zwischen zwei Vektoren auf den abstrakten Raum R” {ibertra-
gen. Das wird selbstverstandlich so geschehen, dass sich in den Spezialfal-
len R? und R die intuitiv bekannten Langen- und Winkelbegriffe ergeben.
Entscheidend hierfiir ist das Konzept des Skalarprodukts, dessen konkre-
te geometrische Bedeutung wir zundchst nicht betrachten. Vorbereitend
definieren wir das kartesische Produkt von Mengen.

Definition 2.1: Seien Xj, ..., X, mit n € IN nichtleere Mengen. Dann ver-
steht man unter dem kartesischen Produkt X; x --- x X, die Menge aller
geordneten n-Tupel:

Xy X o X Xy = {(xl,...,xn)T|xi€Xi}'

Fir X; = - - - = X;; = X schreibt man kurz X" statt X; x - - - x X,,.
Beispiel 2.2: Offenbar gilt R> = R x R und allgemeiner R” =R x - - - x R
durch die Wahl von X; = - - = X;;, = R in Definition 2.1.

Bemerkung 2.3:

1. Nach Beispiel 2.2 verallgemeinert das kartesische Produkt die Defini-
tion 1.4 des Zahlraums R".

2. Lasst man statt der Indexmenge {1,...,n} wie oben fiir i alle natiir-
lichen Zahlen zu, wird man auf unendliche kartesische Produkte
gefiihrt. Elemente solcher Produktmengen werden Folgen genannt
und in der Analysis eingehend untersucht.

Von nun an seien im ganzen Kapitel immer a = (a;)"_,,b = (b;)I; € R".

27
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Definition 2.4: Eine Abbildung (-,-) : R" x R"” — R heif3t Skalarprodukt,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

SP1 (Symmetrie): Va,b € R" : (a,b) = (b,a).
SP2 Va,b,c € R":
(a,b+c) = (a,b) + (a,c)

SP3 Va € R gilt
(aa,b) = ala,b) = (a,ab).

SP4 (positive Definitheit): Va € R" \ {0} : (a,a) > 0, und (0,0) = 0.

Das bei Weitem wichtigste Skalarprodukt ist das Standardskalarprodukt
oder euklidische Skalarprodukt. Wird im Folgenden von dem Skalarprodukt
gesprochen, ist das euklidische Skalarprodukt gemeint.

Definition 2.5: Fiir a, b sei ihr euklidisches Skalar- bzw. Punktprodukt (a, b)
definiert als

n
(a,b) =aby + - +aub, = Zaibi .
i=1

Bemerkung 2.6: Oft wird das euklidische Skalarprodukt als a - b geschrie-
ben. In der Mathematik wird jedoch am hiufigsten (a,b) verwendet.

Das (Skalar)produkt zweier Vektoren entspricht in seinen Eigenschaften
nicht dem Produkt zweier Zahlen, so z. B. sind hdhere Potenzen von Vekto-
ren wie a® nicht definiert.

Beispiel 2.7: Seien

gegeben. Dann gilt
(a,b) =2-14+(-1)-34+(-2)-(—4)="7.

Aus Griinden der Widerspruchsfreiheit formulieren und beweisen wir
folgenden Satz.

Satz 2.8: Das euklidische Skalarprodukt ist ein Skalarprodukt im Sinne der
Definition 2.4.

BEwErs Seien a,b beliebig. Man hat (a,b) = a;b; + --- +axb, € R, da
Produkte und Summen reeller Zahlen wieder reelle Zahlen sind.
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SP1:

b> = iaibi = ibiai = <b a
i=1 i=1

weil es bei der Multiplikation zweier reeller Zahlen nicht auf ihre
Reihenfolge ankommt.

SP2: Sei nun ¢ = (¢;)"_; € R" beliebig. Dann gilt b + ¢ = (b; +¢;)/; und
deswegen mit dem Distributivgesetz der reellen Zahlen

n

n
(a,b+c) =) ai(bj+c;) =) (aibi + ajc;)
i=1 i=1

SP3: Fiir a € R gilt
n

(aa,b) =Y _(aa;)b; = étx(aibi) =u Zn:aibi = wa{a,b)

i=1

SP4: Offenbar gilt (0,0) = 0. Sei a # 0 € R". Dann ist mindestens eine
Koordinate a; # 0. Also gilt wegen a]Z >0

(a,a)za%+---+a%2a]2->0. -

Wir betrachten nun einen Vektor a = (a1,a2)”T € R?. Nach dem Satz des

Pythagoras betrégt seine Lange |/a? + 3. Analog findet man durch zwei-
malige Anwendung des Satzes von Pythagoras fiir die Lange eines Vektors

a = (a1,az,a3)"7 € R® den Ausdruck \/a3 + a3 + a3 (Abb. 2.1). Es liegt da-
her nahe, diesen intuitiven Langenbegriff auf den R” zu verallgemeinern.

Definition 2.9: Einem Vektor a wird die euklidische Norm oder Standardnorm

||la|| zugeordnet durch
; 1/2
|a|| == (Za%) : (2.1)

i=1

Satz 2.10: Die in Gleichung (2.1) definierte Norm hat folgende Eigenschaf-
ten:

0:]a| € R.

1:a] > 0.
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(ﬂ1, az, ﬂs)

a3

/1(0,0,00 m

Abbildung 2.1: Berechnung der euklidischen Linge eines Vektors im R?
durch doppelte Anwendungen des Satzes von Pythagoras

N2 :|la|=0 < a=0.
N3 :VA € R: |[Aa]| = |A]]a]|
N4 : (Dreiecksungleichung) |la + b|| < ||a|| + ||?]]
BEwEIs
NO : Wegen Y ; a? > 0 ist die Wurzel dieses Ausdrucks reell.
N1 : ||a|| ist die positive Wurzel einer reellen Zahl.

N2 :|a| =0« |a?=a2+ - 4a2=0a2=0V1<i<n&a=0,
da Quadrate reeller Zahlen nicht negativ sind.

N3 : [|Aa] = \/(Azﬂ%) +- o+ (A2a) = VAZ[|al| = |A]]al]

N4 : spiter |

Bemerkung 2.11: Die untenstehende Abbildung illustriert, warum die Ei-
genschaft N4 Dreiecksungleichung genannt wird: Die Lange einer Seite
entspricht hochstens der Summe aus den Ldngen der beiden anderen
Seiten.

a+b

Pragend fiir die Mathematik ist das Streben nach Abstraktion und All-
gemeinheit. So haben wir bereits durch Verallgemeinerung auf R” einen
Langenbegriff definiert. Wir werden nun das Konzept der Lange erneut
verallgemeinern. Dazu deuten wir die Zuordnung einer Lange zu einem
Vektor als Abbildung von R" nach R.
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Definition 2.12: Eine Abbildung || - || : R" — R heif$t Norm, wenn sie die
Eigenschaften NO bis N4 aus Satz 2.10 besitzt.

Man sieht sofort, dass sich die euklidische Norm nach Definition 2.9 als
Wurzel des euklidischen Skalarprodukts eines Vektors mit sich selbst schrei-
ben ldsst. Man sagt, das euklidische Skalarprodukt induziert die euklidische Norm.
Dieser Zusammenhang gilt fiir jedes Skalarprodukt.

Satz 2.13: Sei (-, -) ein beliebiges Skalarprodukt auf R". Dann wird durch
|- 1| := /(:,-) eine Norm auf R" induziert.

Bewers Da (-,-) > 0, existiert eine reelle positive Wurzel, und || - || ist in
der Tat eine Abbildung von R" nach IR. N1 gilt aus demselben Grund.
Offenbar gilt ||0]] = 1/(0,0) = 0 nach SP4. Sei also ||a|| = 0. Dann gilt auch
lal|*> = 0 = (0,0) und damit nach SP4 a = 0, also gilt N2.

Wegen |[Aa|| = \/(Aa,Aa) = VA?\/(a,a) = |A|||a]| aufgrund von SP3 gilt
auch N3.
N4 beweisen wir spiter. m

Es existieren viele Normen, d. h. Langenbegriffe auf dem R". Wir werden
kiinftig mit ,,der Norm” immer die euklidische Norm meinen, mit , einer
Norm” jedoch eine unbestimmte Norm. Es folgen einige gebrauchliche
Normen des IR".

o Auf R ist der Absolutbetrag eine Norm.

e Fiir p > 1 definiert man die £,-Norm durch

" p
lallp := (Z \%I’”) (2.2)
i=1

Die Dreiecksungleichung der £,-Norm ist in der Analysis als diskrete
Minkowskische Ungleichung bekannt. Fiir ihren nichttrivialen Beweis
verweisen wir auf einschldgige Literatur zur Analysis, z. B. [5]. Der
Ausdruck (2.2) ist zwar auch fiir 0 < p < 1 definiert, dann aber gilt
die Dreiecksungleichung i. A. nicht mehr.

e Der Spezialfall p = 1 wird als Betragssummennorm oder Einernorm
bezeichnet und ist definiert als

lally = lax] -+ |an.
e Der Spezialfall p = 2 entspricht der euklidischen Norm.
e Die Maximumnorm oder {o-Norm ist definiert als

alleo = max{ar], ..., [an]};

der Bezeichnung erklart sich durch lim, . ||a||, = ||a]|co-
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1.0 — p=1
0.5-r \ — p=L3
— p=15

= 0.0 — p=2
0.51 Pt
AN ) T
—1.01 - pP=

—1.0-05 0.0 05 1.0
X

Abbildung 2.2: Einheitssphéren fiir verschiedene £,-Normen

Beispiel 2.14: Fiira = (2,—1,-2)7 gilt

laf = V4+1+4=V9=3
lai=2+1+2=5
|a||cc = max{2,1,2} =2.

Bemerkung 2.15: Satz 2.13 besagt, dass jedes Skalarprodukt eine Norm
induziert. Umgekehrt ist aber nicht jede Vektornorm von einem Skalarpro-
dukt induziert. So z. B. ist keine der £,-Normen von irgendeinem Skalarpro-
dukt induziert bis auf den Spezialfall p = 2.

2.1.1 Einheitsvektoren

Definition 2.16: Sei || - || eine Norm. Ein Vektor e € R" heif8t Einheitsvektor
(zur Norm || - ||), wenn |le|| = 1 ist.

Bemerkung 2.17: Ob ein gegebener Vektor ein Einheitsvektor ist, hangt
entscheidend von der verwendeten Norm ab. Wir betrachten die Einheits-
sphiire S im R?,

Sti={x e R*|||x|| =1}.
Im Fall der euklidischen Norm handelt es sich bei S' um den wohlbekann-
ten Einheitskreis; fiir bestimmte p-Normen ergeben sich die in Abb. 2.2
gezeigten Mengen.

Besondere Bedeutung besitzen die kanonischen Einheitsvektoren

1 0 0
0 1 0
61 = 0 ;62 = 0 <6 = 0 s
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—a - ————2=

Abbildung 2.3: Drehung eines Vektors 2 um 90° im und entgegen dem
Uhrzeigersinn

speziell in R®

1 0 0
e1=10),o=11]es=10], (2.3)
0 0 1

die den Koordinatenrichtungen entsprechen und fiir die offensichtlich
llei|l, = 1 fur jede £,-Norm gilt. Jeder Vektor a # 0 kann normiert werden,
d.h. man findet zu jedem Vektor a einen zu a parallelen und gleichgerich-
teten Einheitsvektor ¢, durch
1

a.

“ Tall

Beispiel 2.18: Seia = (2, —1,—2)T. Wegen ||a|| = 3iste, = 1/3(2, -1, -2)T.

Bemerkung 2.19: Die Vektoren v und Av (A > 0) zeigen in die gleiche
Richtung. Nach Normierung sind beide Vektoren gleich. Man kann beim
Normieren also als ersten Schritt einen positiven Vorfaktor des Vektors
streichen, um die Rechnung zu vereinfachen.

Beispiel 2.20: Mochte man den Vektor b = 2L(1,0,1)T normieren, kann

V17

7
man statt dessen den Vektor b’ = (1,0,1)7 normieren und erhélt bei
einfacherer Rechnung das gleiche Ergebnis.

2.1.2 Orthogonale (senkrechte) Vektoren

Bemerkung 2.21: Wir gehen von der Ebene aus und betrachten den Vektor
a = (a1,a2)". Anhand der Skizze in Abb. 2.3 erkennt man, dass fiir den
um 90° gegen den Uhrzeigersinn gedrehte Vektor a’ gilt: a' = (—ay,a1)7,
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und der um 90° im Uhrzeigersinn gedrehte Vektor 4" die Koordinaten
(a2, —a1)T besitzt. Es gilt also mit dem euklidischen Skalarprodukt

(a,a’y = (a",a) = 0.

Umgekehrt wird man durch die Bedingung (a,b) = 0 tiber ein lineares
Gleichungssystem auf das Ergebnis b = A(—ay,a;1)T mit einer beliebigen
reellen Zahl A gefiihrt, so dass b offenbar parallel zu a’ und a” verlduft und
damit senkrecht auf a steht. Also steht 4 genau dann auf b senkrecht, wenn
(a,b) = 0 gilt. Diese Betrachtungen erlauben es, den Begriff ,senkrecht” in
den allgemeinen R" zu iibertragen.

Definition 2.22: Seien a,b € R" und (-, -) ein beliebiges Skalarprodukt. Die
Vektoren a und b stehen senkrecht (oder auch orthogonal) zueinander bzgl.
(+,+), Schreibweise a L b, wenn (a,b) = 0 ist.

Fiir den Spezialfall des euklidischen Skalarprodukts und n = 2 entspricht
diese Definition der intuitiven Vorstellung des Begriffes , senkrecht”.

Bemerkung 2.23:

1. Die kanonischen Einheitsvektoren (2.3) stehen senkrecht zueinander
im Sinne der Definition 2.22.

2. Ob zwei Vektoren aufeinander senkrecht stehen, hangt entscheidend
von der Wahl des Skalarproduktes ab: Man kann zeigen, dass im R?
durch (a,b)" := a1b; 4 2a,b, ein Skalarprodukt definiert wird. Die
Vektoren (—1,1)T und (1,1)T stehen bezogen auf das euklidische
Skalarprodukt senkrecht aufeinander, nicht aber bezogen auf das
Skalarprodukt (-,-)’, da (a,b)’ = 1.

Bemerkung 2.24: Aus a L b folgt aa L pb fiir beliebige reelle Zahlen
«, B € R wegen
(aa, Bb) = aB(a,b) = 0.

Wir beweisen nun den Satz des Pythagoras.

Satz 2.25: Seiena,b € R" mita L b, (-,-) ein beliebiges Skalarprodukt und
|| - || die dadurch induzierte Norm. Dann gilt

la +b|1% = [|al* + [|b]|*.
BEWEIs
|a+b|> = (a+Db,a+b)=(a,a)+ (a,b)+ (ba)+ (bb)

Mit (a,b) =0 = (b,a) wegena | bund (-,-) = || - ||*> nach Definition folgt
die Behauptung. n
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Abbildung 2.4: orthogonale Projektion von a auf b

Bemerkung 2.26: Dass der Satz des Pythagoras gilt, wird aus der Schule
langst bekannt sein. Den Wert der obigen Aussage mogen folgende Aspekte
verdeutlichen:

1. Der Satz des Pythagoras gilt nicht nur fiir das euklidische Skalarpro-
dukt und die von ihm induzierte Norm, sondern fiir jedes Skalarpro-
dukt mit induzierter Norm.

2. Er gilt nicht nur in der Ebene, sondern allgemeiner im R".

3. Der Beweis mithilfe der Vektorrechnung ist kurz und elegant vergli-
chen mit dem elementargeometrischen Beweis, der auf Flachenver-
gleichen basiert.

4. Dass der Satz des Pythagoras mit den von der Ebene abstrahierten
geometrischen Begriffen und Definitionen immer noch gilt, rechtfer-
tigt diese Abstraktionen.

2.1.3 Winkel zwischen Vektoren

Wie schon zuvor gehen wir immer davon aus, dass die Norm || - || durch
das gegebene Skalarprodukt induziert wird. Seien a, b zwei Vektoren und
b # 0. Wir mochten die orthogonale Projektion p von a in Richtung von b
definieren (Abb. 2.4). Wir bestimmen einen Vektor p, so dass gilt:

1. pJb = p=ab

2 (a—p)Lb = {a—pb)=0 @4
Daraus folgt:
(a—ab,b) =0
o (a,b) —alb,b) =0
& o= 2‘;2? (2.5)
L op=lab) 2.6)
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Definition 2.27: Der fiir zwei Vektoren a und b # 0 durch (2.6) eindeutig
bestimmte Vektor p heifst orthogonale Projektion von a in Richtung b, man
schreibt auch py(a).

Wir berechnen die Linge der orthogonale Projektion.

il -

lps(@)] :]

@b o Hab)l o lab)
<b,b>"'b”‘ D T

Bemerkung 2.28: Ist b ein Einheitsvektor, so gilt:

pola) = (a,b) -b.

Beispiel 2.29: Seien a und b wie in Beispiel 2.7, also a = (2, -1, —Z)T und
b= (1,3,—4)". Dann gilt

(a,b) 2-3+8 7

pb(a):<b,b>b:1—|—9+l6 2 = 3

Bemerkung 2.30: Die Idee der orthogonalen Projektion mag an dieser
Stelle unscheinbar anmuten, es handelt sich aber um eines der zentralsten
Konzepte der Mathematik, dessen Bedeutung nicht {iberschitzt werden
kann. So basiert die Methode der Finiten Elemente, die zur Numerischen
Simulation mechanischer Eigenschaften von Bauteilen weite Anwendung
findet (vgl. Beispiel 1.2 aus Kapitel 1.1), auf orthogonalen Projektionen,
wenn auch in einem erneut verallgemeinerten Sinn.

Ahnliche Bedeutung in der Mathematik hat die Cauchy!-Schwarzsche?
Ungleichung.

Satz 2.31 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung): Fiir 4,b € R" gilt
(@, b)] < llall ][o]] (2.8)

Bewers Fiir b = 0 oder a = 0 sind beide Seiten der Ungleichung gleich 0,
und Formel (2.8) gilt. Es sei jetzt b # 0 und p die orthogonale Projektion
von a auf b. Wegen p || b gilt nach Gleichung (2.4b) p —a L p und daher
mit dem Satz des Pythagoras

lall® = llpll* + llp —all* > lIp|I?

1Augus’cin—Louis Cauchy (1789-1857), franz. Mathematiker; bedeutende Beitrdge zu
den Grundlagen der Analysis, zur Funktionentheorie und Mechanik; Beweis der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung fiir den Spezialfall des Standardskalarprodukts 1821.

2Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), Beitrége zur Funktionentheorie und Analysis
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aufgrund von ||p —a||> > 0. Man erhilt also ||a]| > ||p|| aufgrund der
Monotonie der Wurzelfunktion. Einsetzen dieser Ungleichung in (2.7) liefert

[(a, )]
al| > =
lall 2 Pl = S5

und damit nach Multiplikation mit ||b|| die Behauptung. n

Wir holen nun den Beweis der Normeigenschaft N4 fiir eine durch ein
Skalarprodukt induzierte Norm nach und vollenden so den Beweis von
Satz 2.13.

Satz 2.32 (Dreiecksungleichung): Fiir a,b € R" gilt
la + B[ < flafl +{|]-

Bewers Beide Seiten dieser Ungleichung sind nicht negativ. Daher gentigt
es, zu beweisen, dass ihre Quadrate die gewiinschte Ungleichung erfiillen
d. h.
2
(a+b,a+b) < (|lall +[|b]))"

Man hat
(a4b,a+Db) = (a,a) +2(a,b) + (b,b) < |la||*+2[[al| [|b]| + ||b]|?

aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (2.8). Mit der ersten
binomischen Formel folgt die Behauptung. n

Bemerkung 2.33: Dass bei einer beliebigen Norm, die eventuell nicht durch
ein Skalarprodukt induziert ist, die Dreicksungleichung gilt, folgt nicht aus
Satz 2.32 und muss von Fall zu Fall bewiesen werden.

Wir kommen jetzt zur Definition von Winkeln zwischen zwei Vektoren.
Dazu seien a,b # 0 Vektoren in der Ebene mit dem Standardskalarprodukt
und der Standardnorm. Fiir den Winkel 8 zwischen a2 und b gelte zunédchst
0 < 6 < /2. Durch die orthogonale Projektion p,(b) ergdnzen wir a und b
zu einem rechtwinkligen Dreieck (Abb. 2.5 links). Es folgt

lps(a)]l 27) |{a,b)]

cosf = = .
[a]l [all fl&]]

Da py(a) dieselbe Richtung wie b hat, gilt p = ab mit « > 0. Andererseits
gilt nach (2.5) auch « = {(a,b)/||b||?, also {a,b) > 0. Man erhalt

(a,b)

cosf = . (2.9)

lall o]
Analog diskutiert man den Fall 7/2 < 6 (Abb 2.5 rechts). Hier ist (a,b) <0,
weil pp(a) in Gegenrichtung von b zeigt, aber mit cos(r — 6) = — cos6

erhidlt man erneut (2.9). Dies legt folgende Definition nahe.
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Abbildung 2.5: Winkel zwischen Vektoren in der Ebene

Definition 2.34: Seien a,b € R" \ {0}. Der Winkel zwischen a und b, ge-
schrieben Z(a,b), wird definiert als

(a,)
Z(a,b) := arccos . (2.10)
(.0) Tall ToT

Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist der Betrag des Argu-
ments des Arcuscosinus in Definition hochstens 1 und damit der Winkel
durch (2.10) wohldefiniert. Es gilt Z(a,b) € [0, | aufgrund des Wertebe-
reichs des Arcuscosinus. Weiterhin enthilt nach Konstruktion Definition
2.34 den bislang verwendeten Winkelbegriff in der Ebene als Spezialfall.

Bemerkung 2.35: Wegen Z(a,b) € [0, r] handelt es sich bei dem Winkel
im Sinne von Definition 2.34 immer um den kleineren der Winkel zwischen
den entsprechenden Ortsvektoren.

a

6

Beispiel 2.36: Wir bestimmen fiir a = (1,3,2)T und b = (2,—1,4)T den
Cosinus des Winkels 0 zwischen a und b. Nach Definition 2.34 gilt

(a,b) 2—-3+48 7 1
lallllbll  V14v21  V2V7V3V7 V6

cosf =

also 0 ~ 65,91°.

Beispiel 2.37: Gegeben seien die Punkte P = (3,-1,2),Q = (2,1,7),R =
(4,0,3). Wir bestimmen den Cosinus des Winkels 6 zwischen den Vektoren
I@ und PR. Man berechnet 1@ =Q-P=(-1,25)T, PR—R—P—
(1,1,1)T und daraus

cosf — (PG,PR)  —1+245 6 1
"Rl v v 5
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2.14 Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

In diesem Abschnitt beziehen wir uns ausschlieSlich auf R3. Wir wollen
nun zu zwei gegebenen Vektoren a = (a1,a,a3)" und b = (by, by, b3)7, die
nicht parallel sein sollen, einen Vektor konstruieren, der (bezogen auf das
euklidische Skalarprodukt) senkrecht auf 2 und b steht. Die geometrische
Intuition legt nahe, dass es einen solchen Vektor immer gibt. Um dies
streng zeigen zu konnen, definieren wir zundchst das Vektorprodukt als
algebraische Operation und werden dann nachweisen, dass das Ergebnis
alle gewiinschten geometrischen Eigenschaften besitzt.

Definition 2.38: Seien a,b wie oben. Dann heifst
ﬂzbg — El3b2
axb:= ngbl — a1b3
arby — axby

das Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von a und b.

Beispiel 2.39: Fira = (2,—1,-2)T und b = (3,2,-1)" gilt

((1)-(1>(2)- 2 ) ( 5)
axb=[(-2)- 3 — 2 (=) |=[-4].
2 - 2 —(-1)- 3 7

Wir stellen zwei Schemata zur Berechnung des Kreuzproduktes per Hand
vor. Beim ersten Rechenschema multipliziert man iiber Kreuz entlang der
Pfeile und subtrahiert anschlielend die Produkte (,,blau minus rot”).

() () (91

1. Komponente: 2. Komponente: 3. Komponente:
1-(—4)=5 —6—(-2)=—4 4—(=-3)=7

Beim zweiten Rechenschema verldngert man die beiden Vektoren um ihre
ersten beiden Komponenten multipliziert wie durch die Pfeile angedeu-
tet. Man notiert die Ergebnisse am linken und rechten Rand und zieht
abschliefsend die Produkte am linken Rand von denen am rechten Rand ab:

2 3
-1 2
—4 (2 1) 1 1—(—4) 5
22 3— —6 axb=|—6-(—2)| =[-4
5 o<l 4 ( 4(3)) ( 7)

Es gelten folgende Rechenregeln:
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Satz 2.40: Fiir a,b wie oben gilt
l.axb=—-bxa.
2.axa=0¢cR3.
3. Seic € R®. Dann gilt (a+b) xc=axc+bxc.
4. Fira € Rgiltaa x b = «a(a xb) = a x (ab).
5. {(ax b,a) = (axb,b)=0.

Beweis 1.) Es gilt

bzll3 — b3a2 b3a2 — bzag, a2b3 — (13b2
bxa= b3a1 — b1a3 = — b1a3 — b3a1 = — 613191 — Ellb3 = —(Cl X b)
biaz — bam byay — braz a1by — azby

2)Nach 1) gilta xa = —a xa.
3.), 4.) folgen durch elementare Rechnung wie in 1.)
5.) Es ist

<€l X b,&l> = ((12b3 — a3b2)a1 + (El3b1 — ﬂlbg)HQ + (ale - a2b1)u3
= ayabz — ayazby + arazby — ayabs + aazby — arazby
—0

Analog folgt die zweite Aussage. m

Mit Aussage 5.) des Satzes 2.40 ist die Frage nach der Existenz eines Vektors,
der auf 2 und b senkrecht steht, noch nicht vollstindig beantwortet. Es
konnte ja sein, dass man durch a x b den Nullvektor erhélt, der immer auf
a und b senkrecht steht. Dies ist nicht der senkrechte Vektor, nach dem man
sucht. Von jetzt an seien immer 4,b € R®\ {0}.

Satz 2.41: Die Vektoren a, b sind genau dann nicht parallel, wenn a x b # 0
gilt.

BEwEIs ,,<=" Wir nehmen an, 2 und b seien parallel. Dann existiert a €
R\ {0} mit aa = b. Nach Satz 2.40 erhdlt man a x b = aa x a = 0.

,=" Sind a und b nicht parallel, dann ist b+ aa # 0 fiir alle « € R:
sonst gédbe es ja irgendein & mit b+ a&a = 0 & b = —&a, und a und b
wiren parallel. Aufgrund von a # 0 besitzt 4 mindestens eine Komponente
a; # 0. Wir nehmen o.B.d. A. an, dass a; # 0, die anderen Fille werden
analog behandelt. Sei A = —b;/ay. Fiir ¢ := b+ Aa = (0,cp,¢3) folgt
¢ # 0 aufgrund obiger Uberlegungen. Damit gilt ¢ # 0 oder auch c3 # 0.
Weiterhin gilt

axc=ax(b+Aa)=axb+raxa=axb
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ay 0 apc3 — a3cy
axb=|la | x| | = —a1c3 .
as C3 aicy

Aufgrund von a; # 0 folgt entweder —ajc3 # 0 oder aic; # 0 und damit
axb#0. |

und damit

Wir kommen nun zur Frage nach der Lange von a x b.

Satz 2.42: Fiir a,b gilt
la > b]1* = flall*||B]* - {a,b).

BewEis Ausrechnen und geschicktes Ergdnzen mit 0 (Terme in blau darge-
stellt) ergibt
la x b||*> = (a x b,a xb)
= (agb3 — azby)? + (asby — a1b3)? + (arbs — azby)?
= (a2b3)* + (asb)* + (asby)? + (a1b3)* + (a1b2)* + (azb1)?
—2aya3bobs — 2a1a3b1b3 — 2a1a;01b;
+(a1b)* + (a2b2)? + (asbs)* — ((a1b1)* + (a2b2)* + (azbs)?)
= (a3 + a5 + a3) (b7 + b3 + b3)
=|lal|> =|l{1>
—2(aza3babs + ayashibs + ajazbiby) — ((a1by)? + (a2b2)? + (azbs)?)

Andererseits gilt nach der ersten binomischen Formel

(a, b>2 = (a1b1 + arby + a3b3)2
= (ayby + (azby + azb3))?
= a3b} + 2(a1a2b1by + ayazbibs) + (azba + azbs)?
= a%b% + 2ay1axb1by + 2a1a3b1b3 + a%b% + a%bg + 2ara3b,b; .

Dies sind genau die Terme in der letzten Zeile der ersten Rechnung. g
Folgerung 2.43: Sei 6 der Winkel zwischen a und b. Dann gilt
la > bl[ = [lall [[b]] siné.

Bewers Nach Definition 2.34 des Winkels gilt 6 € [0, 7], also ist sin6 > 0.
Wiederum mit Definition 2.34 und Satz 2.42 gilt

la x b]|* = [la]?|6]]* — (a, b)
= lal?|B]*(1 — cos? )
= [lal?||b]* sin® 6.
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|
b/ A=|allh |k
|

0 a

Abbildung 2.6: Flache A des durch 4 und b aufgespannten Parallelogramms

Fiir die Hohe h eines von a und b aufgespannten Parallelogramms ent-
nimmt man Abb. 2.6 h = sin0||b||; fiir dessen Fliche A folgt A = ||a|h =
lla|l||b]| sin®. Geometrisch lasst sich die Lange des Vektorprodukts daher
als Flacheninhalt des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelo-
gramms deuten.

Bemerkung 2.44: Das Vektorprodukt ist i. A. nicht assoziativ. Seien z. B.
a=(1,0,0)T,b=(0,1,-1)T und ¢ = (0,0,1)T. Dann gilt a x b = (0,1,1)”
und b x ¢ = (1,0,0)". Daraus folgt (a x b) x ¢ = (1,0,0)7, aber a x (b x
¢) = (0,0,0)7. Es gilt jedoch die Graffmannsche Identitiit

ax (bxc)=(ac)b—(ab)c,

die man direkt nachrechnet.

Bemerkung 2.45: Alle bisher diskutierten geometrischen Eigenschaften
von a X b gelten auch fiir —(a x b). Die Definition des Kreuzproduktes
gewihrleistet aber, dass die drei Vektoren a,b,a x b so gedreht werden kon-
nen, dass sie in ihrer Lage zueinander den kanonischen Einheitsvektoren
e1, €2, e3 entsprechen. Man spricht von einem Rechtssystem: Versucht man,
an der rechten Hand Daumen, Zeige- und Mittelfinger so zu halten, dass
alle senkrecht zueinander stehen, und identifiziert man den Daumen mit
e1, den Zeigefinger mit e, und den Mittelfinger mit e3, dann kann man
so die Lage der kanonischen Einheitsvektoren zueinander nachempfinden
(,Rechte-Hand-Regel”). Fiir a,b, —a x b gilt das nicht: Bei jeder Drehung
zeigt mindestens ein Vektor in Gegenrichtung eines kanonischen Einheits-
vektors; a,b, —a x b bilden ein Linkssystem.

2.2 Geraden und Ebenen

2.2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Bei der Definition einer Geraden in der Ebene gehen wir direkt von der
Anschauung aus. Von jetzt an gelte immer a, § € Rund n,p,v € R2.
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/
p | <0

/I/

Definition 2.46:
1. Fiir einen Ortsvektor oder Aufpunkt p und einen Richtungsvektor v # 0
heifle
G:={xeR*3xeR:x=p+av} (2.11)
eine Gerade.
2. Die Gleichung
xX=p+av

aus (2.11) heifst Punkt-Richtungsgleichung von G, die reelle Zahl « aus
Formel (2.11) nennt man Parameter.

Bemerkung 2.47: Wir identifizieren im Folgenden héufig eine Gerade, die
ja als Teilmenge von R? definiert ist, mit ihrer Geradengleichung, weil sie
die Gerade eindeutig festlegt.

Nach Definition 2.46 legen Aufpunkt und Richtungsvektor eine Gerade
eindeutig fest, jeder Punkt x auf der Geraden geniigt der Geradengleichung
x = p + av fiir ein bestimmtes «. Andererseits sind bei einer gegebenen
Gerade Aufpunkt und Richtungsvektor nicht eindeutig bestimmt.

Satz 2.48: Sei G eine Gerade mit dem Richtungsvektor v und dem Auf-
punkt p.

1. Jeder Vektor der Form & = Bv mit B # 0 ist ebenfalls Richtungsvektor.

2. Jeder Vektor der Form f = p + v mit irgendeinem <y € R ist ebenfalls
Aufpunkt.

BewEis 1.) Sei G gegeben durch x = p + av und G durch x = p + &9. Wir
zeigen G = G. Man hat

xeGedh:x=p+av
@EI&:x:p—i—;(le)

x=p+avexed.

& i =

= ®



44 KAPITEL 2. ANALYTISCHE GEOMETRIE

Also sind die beiden Mengen gleich, und es gilt G = G. Man beachte, dass
man hier wegen  # 0 nicht durch Null dividiert.
2.) Sei G gegeben durch x = p + av und G durch x = f + &v. Dann gilt
xeG&dh:x=p+av
Sda:x=(p+yv)+av—v
SIWi=a—y:x=pt+avexel
und daher G = G. [

Wir gehen nun davon aus, dass anstelle eines Aufpunktes und eines Rich-
tungsvektors von einer Geraden zwei verschiedene Punkte bekannt sind.

e

p

/I/

Satz 2.49: Seien p,q € R? mit p # g. Dann gibt es genau eine Gerade durch
pund q.

Bewers Existenz Wir wiahlen als Aufpunkt p und als Richtungsvektor
v = g — p, die hierdurch festgelegte Gerade sei G mit der Geradengleichung

x=p+alg—p).
Esgiltp=p+0ve Gundg=p+1(g—p) =p+1v € G, also enthilt G
sowohl p als auch g.
Eindeutigkeit Sei G noch eine Gerade mit der Geradengleichung x =
P+ a8, die p und g enthilt. Weil nach Satz 2.48.2 sich jeder Punkt auf G,
also auch p, als Aufpunkt eignet, wird G auch durch die Geradengleichung
x = p+ ad festgelegt. Wegen q € G gilt ¢ = p + a fiir ein bestimmtes
a € R. Aufgrund von p # g erhidlt man a # 0 und durch Subtraktion von
p auf beiden Seiten:
v=g—p=u0.
Beide Richtungsvektoren sind somit Vielfache voneinander; aus Satz 2.48.1
folgt G = G, also die Eindeutigkeit. n

Definition 2.50:

1. Seien p, q zwei verschiedene Punkte auf der Geraden G. Dann heifst
die Geradengleichung

x=p+alg—p)

Zweipunktform von G. Man sagt, , die Gerade liegt in der Zwei-Punkte-
Form vor”.
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2. Alle Gleichungen, die einen reellen Parameter enthalten und eine
Gerade beschreiben, nennt man Parametergleichungen oder Parameter-
formen einer Geraden.

Bemerkung 2.51:

1. Nach Satz 2.48 ist man frei, statt eines vorliegenden Richtungsvek-
tors ein Vielfaches davon zu wahlen. Das kann man in der Praxis
nutzen, um einen Richtungsvektor mit ,, moglichst einfachen Zahlen”
zu finden. Ersetzt man z. B. den Richtungsvektor (7t/3,77/6)T durch
(2,1)T, wird das in vielen Fallen Berechnungen wesentlich handhab-
barer werden lassen. Analoges gilt fiir die Wahl des Aufpunkts.

2. Die Umrechnung von der Zwei-Punkte-Form in die Punkt-Richtungs-
form und umgekehrt ist einfach moglich: Liegt die Zwei-Punkte-
Form vor, so findet man z. B. durch g — p einen Richtungsvektor; als
Aufpunkt kann man z.B. p oder g wahlen. Umgekehrt findet man
ausgehend vom Richtungsvektor v und dem Aufpunkt p z.B. durch
p + v oder p — v einen weiteren Punkt auf der Geraden.

3. Dass man durch zwei verschiedene Punkte genau eine Gerade legen
kann, hitte man sicherlich auch ohne hohere Mathematik anhand
einiger Experimente mit Papier und Lineal einsehen kénnen. Ent-
scheidend ist aber, dass man diese Tatsache jetzt liickenlos bewiesen
hat, ohne an eine wie auch immer geartete Einsicht appellieren zu
miissen. Zudem ist es ein Indiz dafiir, dass die Definition 2.46 des geo-
metrischen Objekts ,,Gerade” mittels einer algebraischen Gleichung
zielfiihrend ist, weil typische Eigenschaften einer Geraden in der Tat
aus der Definition folgen.

Wir betrachten nun alternative Beschreibungen von Geraden in der Ebene,
bei denen auf einen Parameter verzichtet wird. Vorbereitend zeigen wir
folgendes Lemma.

Lemma 2.52: Seien a,b,c € R?\ {0} beliebig, a | b und b L c. Dann gilt
a|c.

BeEwEls Sei a = (a1,a2)T. Dann muss nach Bemerkung 2.21 b = (by,by)T =

a(—ap,a1)T gelten und abermals nach Bemerkung 2.21 ¢ = B(—by, by)T =

Déﬁ(—ﬂl, —az)T.

Satz 2.53: Sei G C R? eine Gerade mit Richtungsvektor v und Aufpunkt p.
Fiir jedes n # 0 mit n L v gilt

xeG& (x,n) = (pn).

Der Vektor 7 ist bis auf Skalierung eindeutig bestimmt.
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BEwEIs ,=": Sei x € G. Dann existiert « : x = p + av. Es folgt mit den
Rechenregeln des Skalarprodukts:

(x,m) = (p,m) +alon)
——
=0
,<=": Offenbar ist p € G. Erfillle x # p die Gleichung (x,n) = (p,n).
Es folgt (x — p,n) = 0, daher 0 # (x — p) L n und nach Lemma 2.52
x — p||v, also nach Definition 1.9 x — p = av fiir ein « € R. Es folgt durch

Addition von p auf beiden Seiten x = p + av. Die Eindeutigkeit von 7 bis
auf Skalierung folgt sofort aus Bemerkung 2.21. n

Definition 2.54: Sei G eine Gerade in der Ebene und p der Aufpunkt von
G.

1. Ein Vektor n wie in Satz 2.53 heifst Normalenvektor von G.
2. Die Gleichung
{x,n) = (p,n)
heif3t Normalform von G.
Wir haben oben bereits gesehen, dass jeder Punkt auf der Geraden als

Aufpunkt gewidhlt werden kann. Es bleibt noch zu zeigen, dass auch die
Normalform einer Geraden nicht von der Wahl des Aufpunkts abhidngt.

Bemerkung 2.55: Seien p,q zwei Punkte auf der Geraden G mit Norma-
lenvektor n. Dann gilt

{pn) = (q,m).
Bewzis Die Behauptung folgt mit x = g sofort aus Satz 2.53. m
Bemerkung 2.56:

1. Seien G, n und p wie zuvor. Mit n = (a,b)T € R?, x = (x1,x2)" und
c:= (p,n) € R folgt die allgemeine Geradengleichung

ax1+bxy =c.

2. Gilt b # 0, hat also der Richtungsvektor eine x;-Komponente, setzt
man m = —a/b und n = ¢/b (dieses n ist an dieser Stelle nicht der
Normalenvektor, sondern eine reelle Zahl) und erhilt so die vielleicht
aus der Schule bekannte Geradengleichung

y=mx+mn,

wobei hier x := x1 und y := x, gesetzt wird, um auch in der Notation
den Bezug zu vielleicht Bekanntem herzustellen. Es handelt sich also
um einen Spezialfall einer Normalform einer Geraden.
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Beispiel 2.57: Seien p = (1,2)T, n = (4,3)T und x = (x1,x)". Dann gilt:

(x,n) = (p,n)

SCTIREC)

Wir erhalten also eine allgemeine Geradengleichung zur Beschreibung der
Geraden. Man beachte, dass die Vorfaktoren von x; und x; genau den
Komponenten des Normalenvektors entsprechen.

Die Normalform ist nur bis auf einen Faktor genau bestimmt. Etwas ein-
deutiger wird die Darstellung in der Hesseschen Normalform.

Definition 2.58: Sei G eine Gerade mit Normalenvektor n. Gilt ||n]| =1, so
heifit die damit gebildete Normalform Hessesche Normalform.

Bemerkung 2.59: Man erhilt die Hessesche Normalform aus einer beliebi-
gen Normalform, indem man die Normalform durch ||n|| teilt:

(x,n) _ (p,n)

[

Damit liegt der Normalvektor bis auf das Vorzeichen eindeutig fest.
Beispiel 2.60: Die Gerade
4x1 4+ 3x, = 10

hat den Normalenvektor n = (4, 3)T, was sich direkt aus den Vorfaktoren
der linken Seite ablesen ldsst. Damit ist

In|| = vV164+9 =5,

und die Hessesche Normalform lautet

%(4361 +3X2) = 152 =2.

Wir kommen nun zu Geraden im Raum. Wir definieren sie vollig analog zu
Geraden in der Ebene und verweisen dazu auf den Wortlaut von Definition
2.46, nur dass jetzt die Vektoren p, g, x Elemente von R® sind statt von IR?
wie zuvor. Die Sdtze 2.48 und 2.49 gelten dann wortgleich mit wortgleichen
Beweisen (es wurde dort niemals benutzt, dass Vektoren nur aus zwei
Komponenten bestanden), ebenso lédsst sich Definition 2.50 wortgleich auf
den vorliegenden Fall iibertragen.

Im Gegensatz zur Ebene existiert keine parameterlose Beschreibung einer
Geraden im Raum. Dies liegt daran, dass die Richtung eines Normalenvek-
tors zu einem Richtungsvektor nicht eindeutig festliegt.
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Beispiel 2.61: Sei v = (0,0,1)7 der Richtungsvektor einer Geraden. Dann
istn = (1,0,0)T ein Normalenvektor aufgrund von (v, n) = 0, aber genauso
auch i = (0,1, O)T und damit nach den Rechenregeln des Skalarprodukts
auch alle Vektoren der Form an + Bii, also jeder Vektor, der in der (x1, x2)-
Ebene liegt.

|

Wir gehen nun noch kurz auf Ebenen im Raum ein. Den Vektorraum R?,
der ja sich geometrisch als Ebene deuten ldsst, kann man mit der Teilmenge

E:= {x e R? x = (x1,%2,0)T;x1, %, € IR}
identifizieren. Es gilt offensichtlich
- {x e R |x = (0,0,0)7 +x1(1,0,0)” +x(0,1,0)T, x1,x, € IR};

die Ebene E besteht daher genau aus allen Vektoren der Form 0+ «(1,0,0) T4
B(0,1,0)T mit den reellen Parametern & und B. Man beachte, dass die bei-
den Vektoren unterschiedliche Richtungen aufweisen. Verallgemeinernd
definieren wir:

Definition 2.62: Seien p,v,w € R3, v # 0 und w # 0, und seien v und w
nicht parallel. Dann heifst

E:={xeR’|x=p+av+pwuapcR}

Ebene; die Vektoren v und w heifsen Richtungsvektoren. Die Gleichung x =
p + av + pw wird Punkt-Richtungsgleichung genannt; man sagt, die , Ebene
liegt in Punkt-Richtungsform vor”.

Bemerkung 2.63:

1. Ebenso wie bei einer Geraden in der Ebene in Parameterform eignet
sich jeder Punkt der Ebene als Aufpunkt; beliebige zwei nichtparal-
lele Vektoren in der Ebene ungleich dem Nullvektor eignen sich als
Richtungsvektoren.

2. Drei paarweise verschiedene Punkte, die nicht auf einer Geraden
liegen, legen eine Ebene eindeutig fest.
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BewErs Die Beweise werden dhnlich zu den Beweisen der entsprechenden
Aussagen fiir Geraden in der Ebene gefiihrt, sind aber etwas komplizierter.
Wir verzichten auf Details. -

Ebenso ohne Beweis geben wir folgenden Satz an.

Satz 2.64: Sei E eine Ebene mit Aufpunkt p und den Richtungsvektoren v
und w. Dann existiert ein Vektor n # 0 mitv L n, w L n und

x € E& (x,n) = (p,n).
Der Vektor n ist bis auf Skalierung eindeutig bestimmt.

Definition 2.65: Der Vektor n aus Satz 2.64 heif3st Normalenvektor der Ebene,
die Gleichung
(x,n) = (p,n) (2.12)

heifst Normalform oder Normalgleichung der Ebene.

Bemerkung 2.66:
1. Die Normalform hingt nicht von der Wahl des Aufpunkts p ab.

2. Sein = (a,b,c)T und d = (p,n) € R. Dann erhilt man aus (2.12)
sofort die allgemeine Ebenengleichung

ax1 +bxy +cx3 =d.

3. Man erkldrt die Hessesche Normalform einer Ebene sinngemafd zu
Definition 2.58; sie ist bis auf das Vorzeichen eindeutig.

Wir fassen unsere Ergebnisse in der folgenden Tabelle zusammen.

Raum | Objekt | Punkt-Richtungs-Gl. Normalgleichung

2 _ (x,n) = (p,m)
R Gerade xX=p+av oy + by — c
R3 | Gerade X=p+av Existiert nicht!

3 — (x,n) = (p,n)
R Ebene X =p+av+pw ax1+bxy, +cxz =4d

2.2.2 Umrechnen zwischen verschiedenen Darstellungsformen

Wir diskutieren nun die Umrechnung zwischen der Parameterform einer
Geraden und ihrer Normalform als parameterfreie Darstellung. Da es in R
keine Normalform von Geraden gibt, beziehen wir uns auf Geraden in R2.
Zur sehr einfachen Umrechnung zwischen der Punkt-Richtungsform und
der Zwei-Punkte-Form verweisen wir auf Bemerkung 2.51 und betrachten
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nur die Punkt-Richtungsform.
Sei eine Gerade G gegeben durch x = p + av mit v = (v1,v2)7. Einen
Normalenvektor n findet man durch

Dies ist nach Bemerkung 2.21 bis auf Skalierung die einzig mogliche Wahl.
Durch Ausrechnen von (p, n) erhilt man die rechte Seite der Normalform.

Beispiel 2.67: Eine Gerade sei gegeben durch

~(30)

Wir lesen p = (—2,—2)T und v = (2,3)7 ab, erhalten n = (3, —-2)" und
daher mit x = (x1,x2)T eine Normalform

(x,n) = (p,n) < 3x1 —2x7 = —2.

Liegt die Gerade in der Normalform ax; + bx, = c vor, wird ein Richtungs-
vektor v | n = (a,b)T benétigt. Man kann hier v = (b, —a)” wihlen. Einen
Aufpunkt p erhélt man, in dem man z.B. x; = 0 oder x, = 0 setzt und aus
der parameterlosen Form die andere Komponente errechnet.

Beispiel 2.68: Eine Gerade in R? liegt in ihrer Normalform 3x; —2x, = —2
vor. Man liest n = (3, —2)T ab und wihlt v = (2,3)T. Fiir x; = 0, folgt aus
der Normalform x, = 1 und damit p = (0,1). Wir erhalten

() ()

Wir kommen nun zur Umrechnung von Ebenendarstellungen. Zur Um-
rechnung der Punkt-Richtungsform in die Normalform benétigt man einen
Normalenvektor. In R? kann man dazu das Kreuzprodukt der beiden Rich-
tungsvektoren verwenden. Als Aufpunkt ldsst sich jeder Punkt der Ebene
verwenden, insbesondere der Vektor p aus der Punkt-Richtungsform.

Beispiel 2.69: Eine Ebene in R? sei durch ihre Punkt-Richtungsform

2 1 1
x=[(0]+a|-1]+B]2
1 0 1

definiert. Wir erhalten einen Normalenvektor n durch
1 1 -1
n=|-1]x[2]=]|-1
0 1 3
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und mit x = (x1,x2,x3)7 die Normalform

X1 -1 2 -1
< x|, | =1 >:< 0y, —-1 > &S —x1—xp+3x3=1.
X3 3 1 3

Zur Umrechnung einer Normalform einer Ebene in die Punkt-Richtungs-
form bendétigen wir zwei nicht parallele Richtungsvektoren, die beide
senkrecht auf n stehen miissen. Aus der Normalgleichung ax; 4 bx; +
cx3 = d liest man den Normalenvektor n = (a, b, C)T ab. Mindestens eine
Komponente 1; von n ist ungleich 0. Wir vertauschen n; mit einer anderen
Komponente 7; und verdndern das Vorzeichen von #1; im so erzeugten
Vektor. Weil es zwei Moglichkeiten gibt, j # i zu wahlen, erhalten wir zwei
Vektoren v und w. Man erkennt sofort v L n und w L n, und weder v noch
w sind der Nullvektor. Aufgrund der Position der Nullen kénnen v und w
nicht parallel sein. Ein Aufpunkt ldsst sich errechnen, indem man zwei der
drei Koordinaten von x = (x1,x,x3)T z.B. den Wert 0 zuweist und dann
aus der Normalform den Wert der fehlenden Koordinate errechnet. Sollte
dies nicht moglich sein, wéihle man ein anderes Koordinatenpaar. Es gibt
immer zwei Koordinaten in x, mit denen obige Rechnung moglich ist.

Beispiel 2.70: Aus der Normalform
—x1—Xxp+3x3=1

einer Ebene liest man den Normalenvektor n = (-1, —1, 3)T ab und erhilt
als Richtungsvektoren v = (1,—1,0)T und w = (3,0,1). Fiir x; = x3 = 0
folgt aus der Normalform x; = —1. Das fiihrt zu p = (—1,0,0)” und damit
zur Punkt-Richtungsform

-1 1 3
X = Ol +a|-1|+pB|0
0 0 1

2.2.3 Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen

Wir erkldren zunédchst Orthogonalitdat und Winkel zwischen Geraden und
Ebenen.

Definition 2.71:

1. Zwei Geraden in IR? oder R? heiflen parallel, wenn ihre Richtungsvek-
toren parallel sind.

2. Zwei sich schneidende Geraden heifsen orthogonal, wenn ihre Rich-
tungsvektoren orthogonal sind.
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Abbildung 2.7: Winkel zwischen zwei Geraden

3. Seien G und G zwei sich schneidende Geraden mit Richtungsvektoren
v bzw. 3. Der Winkel /(G,G) zwischen den Geraden wird definiert
durch

Z(G,G) :=min{4(v,9), Z(v, —0)}

Bemerkung 2.72:

1. Es ist nicht moglich, den Winkel zwischen zwei Geraden einfach als
den Winkel zwischen den beiden Richtungsvektoren der Geraden
zu definieren, weil diese ja nicht eindeutig festliegen. Ersetzt man
den Richtungsvektor & durch —7, dann wird aus dem Winkel p
zwischen den Richtungsvektoren der Winkel 180° — p, obwohl die
Geraden unverédndert geblieben sind (vgl. Abb. 2.7). Skalieren des
Richtungsvektors mit einer positiven Zahl dagegen erhélt den Winkel.

2. Abb. 2.7 zeigt zudem, dass der Winkel zwischen zwei Geraden hochs-
tens 90° betragt.

3. Fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren v, 7 gilt

B (v, )
Z(v,7) = arccos <HUH HﬁH) (2.13)
(vgl. Definition 2.34), so dass Winkel grofler als 90° gerade einem
negativen Wert des Skalarprodukts im Zahler entsprechen. Der Uber-
gang von ¢ auf —7 entspricht genau einer Vorzeichenumkehr des
Bruches in Gleichung (2.13). Daher gilt fiir den Winkel zwischen zwei
sich schneidenden Geraden G und G:

Z/(G,G) = arccos ( {0, %) ) . (2.14)

Beispiel 2.73: Sei G durch
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und G durch

gegeben. Dann gilt nach Formel (2.14):
_ -y _ 1

CV2ve V12

Der gesuchte Winkel betragt damit ca. 73,22°. Der Winkel zwischen den
beiden Richtungsvektoren betrdgt dagegen ca. 106,78°.

cos(Z(G,G))

Definition 2.74:

1. Zwei Ebenen heifSen parallel, wenn ihre Normalenvektoren parallel
sind. Sie heifien orthogonal, wenn ihre Normalenvektoren orthogonal
sind.

2. Sei E eine Ebene mit Normalenvektor n. Eine Gerade mit Richtungs-
vektor v heifst parallel zur Ebene E, falls v L n.

3. Seien n und 7i Normalenvektoren der beiden Ebenen E und E. Dann
wird der Winkel Z(E, E) zwischen den beiden Ebenen erklirt durch

Z(E,E) :==min{/(n,#i), Z(n,—7)}

Mit einer zum Fall der Geraden analogen Argumentation erkennt man

: [{n, 1)
Z(E, E) = arccos . (2.15)
<HnH IInH)
Beispiel 2.75: Zwei Ebenen E und E seien gegeben durch
1x1 +2x +2x3=0 bzw. —3x;+4x =1.

Normalenvektoren lassen sich ablesen zu

) ()

Dadurch ergibt sich nach Formel (2.15)

8 |(n, )] 5 1 -
cos (Z(E,E)) = = =- = /(EE)=~70,52°.
( ) [nll Il 3-5 3
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2.24 Schnittmengen zwischen Geraden und Ebenen in R? und
R3

Wir stellen nun einen Rechenweg vor, mit dem man die Schnittmenge
zwischen Geraden und Ebenen bestimmen kann. Es existieren natiirlich
auch andere, gleichwertige Losungswege. Wir werden Geraden in der Ebene
und Ebenen im Raum gemeinsam behandeln, weil beide eine Normalform
besitzen. In diesem Zusammenhang verwenden wir verkiirzend den Begriff
Hyperebene, wenn wir entweder eine Gerade in der Ebene oder eine Ebene
im Raum meinen.

Sei im Folgenden zumindest eines der beiden Objekte, deren Schnittmenge
bestimmt werden soll, eine Hyperebene. Die beschreibenden Gleichun-
gen konnen parameterbehaftet oder parameterlos vorliegen. Folgender
Rechenweg fiihrt stets zur Schnittmenge.

Rechenweg 2.76 (Bestimmung der Schnittmenge):

1. Man sorgt eventuell durch Umrechnung dafiir, dass das eine Objekt
durch eine parameterlose und das andere durch eine parameterbe-
haftete Gleichung beschrieben wird.

2. Man setzt die Parametergleichung in die parameterlose Gleichung
ein und erhilt Ausdriicke fiir den oder die Parameter.

3. Diese setzt man in die Parametergleichung ein und erhilt eine Para-
metrisierung der Schnittmenge.

Rechenweg 2.76 eignet sich nicht zur Bestimmung des Schnitts zweier
Geraden in R3, weil diese keine parameterfreie Darstellung besitzen. Wir
stellen diesen Fall zunichst zurtick.

Beispiel 2.77: Gegeben seien p = (1,-1,2)T, ¢ = (1,1,1)T und n =
(1,2,3)T. Gesucht wird der Schnittpunkt der Geraden G durch p in Rich-
tung von n mit der Ebene E durch g senkrecht zu n. Man verwendet bei
der Gleichsetzung fiir E eine Normal- und fiir G eine Parameterform, z. B.

X1 1 1
x=|x]|=|-1]|4+« 2
X3 2 3

Komponentenweise liest man daraus die Gleichungen
x1=14+a x=-142a x3=2+3« (2.16)
ab. Eine Normalform von E lautet

(x,n) = (q,n) < x1+2x + 3x3 = 6.
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Einsetzen von (2.16) in die Normalgleichung liefert

1+a+2(—1+2a)+3(2+30)=6

&5+ 140 =6
1
<:>oc—ﬁ

Den Schnittpunkt s erhdlt man durch Einsetzen von « in die Parameterglei-

chung:
s=ptan= —1 +l ; — (o 23 '
=P ) T\ T )

Es bleibt zu zeigen, dass Verfahren 2.76 wirklich immer zum Ziel fiihrt und
dass der gesuchte eindeutige Schnittpunkt tatsdchlich existiert.

Satz 2.78: Sei E eine Hyperebene und G eine nichtparallele Gerade. Dann
existiert ein eindeutiger Schnittpunkt von E und G, der sich mit obigem
Verfahren berechnen lasst.

Bewers Eine Normaldarstellung von E sei gegeben durch x-n = ¢, G werde
durch x = p + av beschrieben. Weil jeder Schnittpunkt beide Gleichungen
simultan erfiillen muss, lassen sich alle Schnittpunkte durch Gleichsetzen
errechnen. Sie werden, da auf G, durch ein & € R eindeutig beschrieben.
Man erhilt

(p+av,n)=c
& a(v,n) =c—(p,n). (2.17)

Weil E und G nicht parallel sind, gilt (v, n) # 0, so dass man Gleichung
(2.17) stets nach & auflosen kann:

Der zu diesem eindeutigen & gehorende Punkt ist der gesuchte eindeutige
Schnittpunkt. m

Analog, aber mit etwas mehr Aufwand zeigt man die Existenz einer Schnitt-
geraden von zwei nicht parallelen Ebenen. Wir kommen nun zur Berech-
nung des Schnittpunkts zweier Geraden in IR3. Gegeben seien die Geraden
G1 und G, durch

G: x=p+avy; Gy: y=p2+por.
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Durch Gleichsetzen von G; und G; erhélt man das lineare Gleichungssys-
tem

p1+ avy = pa + Boo.

Man versucht, durch Losen dieses linearen Gleichungssystems die Parame-
ter des Schnittpunkts zu bestimmen. Drei Fille konnen auftreten:

1. Die Geraden haben einen Schnittpunkt. Das Gleichungssystem hat
dann genau eine Losung.

2. Die Geraden sind parallel. Man erhilt entweder mehrere Losungen
(bei identischen Geraden) oder keine Losung.

3. Die Geraden haben weder einen Schnittpunkt, noch sind sie parallel.
In diesem Fall spricht man von windschiefen Geraden. Das Gleichungs-
system hat keine Losung.

Beispiel 2.79: Gesucht ist der Schnittpunkt der Geraden

1 -1 0 2
G:ix=1[1]+a- 1) undGy:y= 11+ -1],
1 1 -1 1
falls ein solcher existiert. Gleichsetzen von G; und G; ergibt
1 -1 0 2
1+a-| 1]=[ 1]+ -1
1 1 -1 1
-1 -2 -1
S 1|+p- 1| = 0] .
1 -1 -2

Wir 16sen das lineare Gleichungssystem mit dem Gaufs-Verfahren.

-1

o RrloorR|loo R~~~
|
— Olo R, NWR NRFkF~N
|
w
|
w
—~
-
=
SN—
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Es wird nur eine der beiden Variablen a oder B gebraucht. Mit g = 1
erhalten wir die Koordinaten s des Schnittpunktes durch

2.2.5 Abstandsbestimmung in R? und R3

Wir betrachten zunichst eine Hyperebene E in IR? oder R® mit einem Nor-
malenvektor 7 und einen Punkt g € E mit dem Ziel, einen Abstandsbegriff
zwischen einem Punkt und einer Hyperebene zu definieren.

Definition 2.80:

1. Seien E und g wie oben. Der Schnittpunkt der Geraden g + an mit E
heifst LotfufSpunkt, | := § — q heifst Lot, s := q + 21 heifst Spiegelpunkt
von g an E.

2. Der Abstand d von q zu E wird definiert als die Lange des Lotes, also
d:=||I.

XS

]
{ 2
P—v\lzﬁ—q
q

Definition 2.80 ist gerechtfertigt, weil nach Satz 2.78 immer ein eindeuti-
ger Lotfuflpunkt § existiert. Warum man gerade die Liange des Lotes als
Abstandsbegriff wahlt, zeigt folgender Satz.

Satz 2.81: Seien E und g ¢ E wie oben. Dann gilt
lg =4l = min lg = pIl,

und der LotfuSpunkt ist der einzige Punkt in E mit minimalem Abstand
zu q.
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BeEwkls Man hat § — p L n und damit nach dem Satz des Pythagoras
lp—all*=1(p =9+ @G-l
=llp—4l*+ 17— all*.

Minimal wird ||p — ¢|| genau dann, wenn ||p — §|| = 0, also nach N2 aus
Satz 2.10 genau dann, wenn p = 4. m

Auf dhnliche Weise geht man bei der Bestimmung des Abstands zwischen
einem Punkt und einer Geraden in R® vor.

Definition 2.82: Sei G eine Gerade mit Richtungsvektor v und g ¢ G. Ein
Punkt § € G heifst Lotfuffpunkt, wenn | := q — 4 L G gilt, | heifit Lot, und der
Abstand d zwischen einem Punkt und einer Geraden in R® wird definiert
durch d := ||I]].

Wie im Fall der Hyperebene existiert immer ein eindeutiger LotfufSpunkt,
der zudem stets der zu q nachste Punkt auf G ist. Wir betrachten kurz zwei
nichtparallele Geraden in IR®.

Satz 2.83: Seien G; und G; zwei nicht parallele Geraden in R3. Dann steht
der kiirzeste Verbindungsvektor zwischen G; und G, senkrecht sowohl auf
Gj als auch auf G,.

Abstandsberechnungen zwischen Punkten, Geraden und Hyperebenen
lassen sich wie oben dargelegt auf die Berechnung des LotfufSpunkts zu-
riickfithren. Dies leistet folgender Rechenweg.

Rechenweg 2.84 (Abstandsberechnung):
1. Bestimme die Richtung r des Lots.

2. Bestimme jeweils einen Punkt auf den beiden Objekten und (durch
Differenzbildung) den Abstandsvektor a zwischen den beiden Punk-
ten.

3. Das Lot [ ist die Projektion von a auf r. Der gesuchte Abstand ist
d = [|I]-
[(a, 1)}

7]

e, g lwnl
(r,7) {r,7)
Folgende Grafik erldutert Rechenweg 2.84 anhand des Abstands eines
Punktes zu einer Geraden in R?.
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Die einzelnen Fille unterscheiden sich nur in der Wahl von 7:

o Ist eine Hyperebene beteiligt, dann wahlt man r als Normalenvektor
n der Hyperebene.

e Bei zwei Geraden in R® muss r senkrecht auf beiden Geraden stehen.
Bei nicht parallelen Geraden wéhlt man r als Vektorprodukt der bei-
den Richtungsvektoren. Der Abstand zweier paralleler Geraden ldsst
sich auf den Abstand eines Punkts zu einer Geraden zurtickfiihren.

Beispiel 2.85: Gegeben seien g = (2,0)” und die Gerade G durch

-(0))

Gesucht ist der Abstand zwischen G und q. Aus dem Richtungsvektor
v = (2,1)T von G ermittelt man einen Normalenvektor n = (1, -2)T = r.
Ein moglicher Abstandsvektor ist

~(0-0-6)

Der gesuchte Abstand betrédgt also

Beispiel 2.86: Gegeben seien q = (1,3,5)T € R® und die Ebene E durch
—x+y—z=—b.

Gesucht wird der Abstand von g zu E. Man wiéhlt p € E beliebig, z.B.
p = (5,0,0)T. Damit gilt a = g — p = (—4,3,5)". Das Lot zeigt in Richtung
des Normalenvektors r = n = (—1,1, —1)T der Ebene. Damit ist

o_lanl _Ja+3-s_ 2

I V3 V3
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Wenn der Abstand einer Ebene vom Nullpunkt gesucht ist, dann erhalt
man die einfachere Formel

L lipm)]

]l

also die Lange der Projektion von p in Richtung des Normalenvektors 7.
Der Vergleich mit der Hesseschen Normalform

(x,n) _ (p,m)
Tl = il

zeigt, dass der Betrag der rechten Seite der Hesseschen Normalform gerade
der Abstand der Ebene zum Nullpunkt ist.

Wir kommen jetzt zur Abstandbestimmung eines Punktes zu einer Geraden
in R3 und damit verbunden auch zur Abstandberechnung zweier paralleler
Geraden in R3.

Rechenweg 2.87 (Abstand Punkt-Gerade in R3):
l.a=Il+ralsol =a—r.

2. rist die Projektion von a auf den Richtungsvektor der Geraden v, also

3. Zusammen ergibt sich:

Beispiel 2.88: Gegeben seien die Gerade G durch

()6
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und g = (1,-2,3)T. Ein Richtungsvektor der Geraden lautet v = (2,2,1)7,
ein moglicher Abstandsvektor ist a = (3,5,2). Das Lot I von q auf G
errechnet sich zu

l=a <a,v)v

~ (o,0)

(3 _ewro2(2) (7]
o e EE .

Daraus erhilt man d = /2. Zudem gilt fiir den Lotfufpunkt

(00

2.3 Die Determinante im R? und R3

2.3.1 Berechnung und geometrische Deutung

Wir stellen unsystematisch den Begriff der Determinante fiir die Spezial-
falle von (1 x 1), (2 x 2)- und (3 x 3)-Matrizen vor, weil es sich bei der
Determinante auch um ein niitzliches Rechenwerkzeug handelt, das die
Berechnungen im Rahmen der analytischen Geometrie vereinfachen kann.
Wir definieren zu einer quadratischen Matrix A die Determinante det(A)
oder kiirzer |A| als reelle Zahl durch Angabe von Rechenvorschriften:

Definition 2.89: Sei A € R"*",

n=1: A = (a1). Dann gilt
det(A) :=m

n=2: Sei A = (a,b) mit den Spaltenvektoren a,b € R?. Dann gilt

ar. by

det A = det(a,b) :det< i by

> = a1b2 — blﬂz

— +

Entlang der Diagonalen wird das Produkt gebildet und entsprechend
dem angezeigten Vorzeichen aufsummiert.

a1 by ¢
det(a,b,c) =det | az by 2

as b3 C3

n=3:

= a1bycz + bicoaz + c1axbz — aycobs — braxes — c1byas
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Die Formel fiir n = 3 kann durch die Berechnungsmethode nach Sarrus °
veranschaulicht werden:

ap by er a1 by
ay by ¢y |ayx by
a3 by c3|az b3

- - - + + 4

Entlang der Diagonalen werden Produkte gebildet und diese mit den
abgebildeten Vorzeichen versehen aufsummiert.

Wir deuten nun die Determinante zunéchst fiir den Fall n = 2 geometrisch.
Man hat

a1 b 0 aq b1
‘det <a1 b1> ' = |a1b2 — azbﬂ = 0 = an X bz .
252 albz — Elzbl 0 0

Nach Folgerung 2.43 gibt die euklidische Norm des Kreuzprodukts zweier
Vektoren im R® aber genau den Flicheninhalt des aufgespannten Paral-
lelogramms an. Somit entspricht der Betrag der Determinante genau der
Flache des von a und b aufgespannten Parallelogramms.

Zur geometrischen Deutung der Determinante fiir n = 3 wird folgende
Definition benotigt.

Definition 2.90: Fiir drei Vektoren 4,b, ¢ € R? nennt man
(a,bxc) €R
das Spatprodukt der drei Vektoren 4, b, c.

Satz 2.91: Seien a,b,c € R?, ¢ der Winkel zwischen a und b sowie ¥ der
Winkel zwischen den Vektoren a x b und c. Dann gilt:

det(a,b,c) = |ja]| - ||b]| - ||c|| sin ¢ cos (2.18)

BEwEIs Seien a = (ay,42,a3)", b und c entsprechend. Nach Definition 2.89
der Determinante gilt dann

det(a, b,C) = mbycs + bicras + crazb3
—613b2C1 — b3C2&l1 — C3a2b1
=0 (a2b3 — El3b2) + C2(ﬂ3b1 — a1b3) +c3 (ﬂlbz — Clzbl)
azbs — asba
= <c, azby — a1bs >

a1by — axby

3Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861), franz. Mathematiker
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Abbildung 2.8: 3 Vektoren spannen einen Spat auf

Mit der Definition des Kreuzprodukts folgt daraus

det(a,b,c) = (c,a x b)
= [laxb] - [[e[|cos g
= llall - |b] - llc][ sin ¢ cos g

Die Vektoren a,b,c bilden die Kanten eines Korpers im dreidimensionalen
Raum, eines Parallelepipeds oder Spats (Abb. 2.8). Es entspricht also nach
Formel (2.18) der Betrag der Determinante dem Volumen des durch die
drei Spaltenvektoren aufgespannten Spats.

Bemerkung 2.92: Das Vorzeichen der Determinante zeigt die Orientiertheit
der drei Spaltenvektoren: ist die Determinante positiv, handelt es sich um
ein Rechtssystem, ist sie negativ, um ein Linkssystem. Daher spricht man
in diesem Zusammenhang auch vom orientierten Volumen eines Spats.

Satz 2.93: Die Determinante hat folgende Eigenschaften.
D1 : det(a,b,c) = det(c,a,b) = det(b, c,a).
D2 :det(a,b,c) = —det(b,a,c).
D3 :det(a,a,c) = 0.
D4 : Fira € R gilt det(a - a,b,c) = « - det(a, b, c).
D5 :det(a,b,c +d) = det(a, b, c) + det(a, b,d).

D6 : det(A) = det(AT)



64 KAPITEL 2. ANALYTISCHE GEOMETRIE

BeEweEls Im Fall n = 2: direktes Nachrechnen, im Fall n = 3 verwendet
man Satz 2.91 zusammen mit den Eigenschaften von Kreuz- und Skalar-
produkt. m

Erlduterungen, Beispiele und Folgerungen:

12 0 11 0
det| 34—-1)] =2-det| 32 -1
56 2 53 2

e Folgerung aus D4:

e Beispiel zu D4:

det(0,b,c¢) = 0-det(0,b,c) =0

Ist in einer Matrix eine Spalte (oder eine Zeile, siehe D6) gleich 0,
dann ist auch deren Determinante gleich 0.

e Beispiel zu D5:

12 0 11 0 11 0
det | 34—-1 ) =det{31—-1] +det|33-1
56 2 51 2 55 2

Bemerkung 2.94: Es gilt:

det(a, b, c + aa) = det(a, b, c) + det(a, b, aa)

2 det(a,b,c) + a - det(a, b, a)

2 det(a,b,c) + a - det(a, a,b)
(a,b,c)

D3
= det(a, b,c

2.3.2 Lineare 3 x 3-Gleichungssysteme

Mit Hilfe der Determinante lassen sich lineare Gleichungssystemen auf
eindeutige Losbarkeit untersuchen. Durch

(El)al-x1+a2-x2+a3-x3:d1
(LG) (Ez) b1-x1+b2-x2+b3-x3:d2
(E3) c1-x14C2-xp+c3-x3 =d3

ist ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten (x1, x2, x3) gegeben.
Jede Gleichung beschreibt eine Ebene in R3. Eindeutige Losbarkeit bedeutet
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also die Existenz eines eindeutigen Schnittpunkts der drei Ebenen. Der
Vektor

ist der Normalenvektor der Ebene E;. Entsprechend sind b und ¢ die Nor-
malenvektoren der Ebenen E; und Es. Im Fall eines eindeutigen Schnitt-
punkts diirfen E; und E; nicht parallel liegen, es muss somit a x b # 0
gelten. Der Vektor a x b zeigt in Richtung der Schnittgeraden E; N E,. Die
Schnittgerade darf nicht parallel zu Es, d. h. nicht senkrecht zum Norma-
lenvektor c, sein. Es muss also gelten

((a xb),c) =det(a,b,c) #0.

Damit ist die gewiinschte Bedingung fiir die eindeutige Losbarkeit des
obigen Gleichungssystems gefunden.

Eq

. N
b 7/ A

E

E3

Eindeutiger Schnittpunkt: (a x b,c) # 0

4

Kein Schnittpunkt: (a x b,c) =0

D i
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Eq

A

E;

Schnittgerade, kein eindeutiger Schnittpunkt: (a x b,c) =0

Satz 2.95: Notwendig und hinreichend dafiir, dass das lineare Gleichungs-
system LG eine eindeutige Losung besitzt, ist die Bedingung

det(a, b, c) # 0.



Kapitel 3

Algebraische Strukturen

3.1 Gruppen

3.1.1 Grundlagen

Die Mathematik ist traditionell eine Strukturwissenschaft, d. h. sie ersinnt
abstrakte Objekte und untersucht dann ihre Eigenschaften. Dieses Vorge-
hen prégt insbesondere die Algebra, die als Teil der reinen Mathematik
algebraische Strukturen betrachtet. Die Resultate der Algebra haben aber,
obwohl urspriinglich aus intellektuelle Neugier heraus erzielt, Eingang in
die gesamte Mathematik gefunden und auch die angewandte Mathematik
entscheidend beeinflusst. Daher gehen wir hier kurz auf einige wesentliche
algebraische Strukturen ein. Eine der einfachsten algebraischen Strukturen
ist die aus der Vorlesung Mathematische Grundlagen bekannte Gruppe.

Definition 3.1:

1. Sei M eine Menge, und o : M x M — M eine Abbildung, (x,y) —
o(x,y). Eine solche Abbildung heile Verkniipfung; wir schreiben zur
Abkiirzung statt o(x,y) einfacher x o y.

2. Fir M und o wie oben heifit das Paar (M, o) eine Gruppe, wenn gilt:

G1 (Assoziativitdt): Die Verkniipfung ist assoziativ, d. h. es gilt:

Vx,y,z€ M: (xoy)oz=xo0(yoz)

G2 (Neutralelement): Es existiert ein neutrales Element e € M so

dass
VxeM: xoe=x

67
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G3 (Inverses Element): Vx € M 3x’ mit

xox =e.

3. Gilt fiir eine Gruppe G = (M, 0),dass xoy =yoxVx,y € M, dann
heif3t G abelsche Gruppe oder kommutative Gruppe.

Bemerkung 3.2: Zum Nachweis, dass (M, o) eine Gruppe ist, gehort im-
plizit auch der Nachweis, dass o tatsdchlich eine Verkniipfung im Sinne
der Definition 3.1 ist. Man muss also zeigen, dass

1. x oy fiir alle x, y existiert und eindeutig festgelegt ist.

2. das Ergebnis x o y in M liegt.

Ist dies der Fall, sagt man, die Abbildung o : M x M — M sei wohldefiniert,
also sinnvoll definiert.

Beispiel 3.3:
1. (Z,+), (Q,+) und (R, +) sind Gruppen.
2. Die Menge M = {—5,—4,...,0,...,4,5} bildet zusammen mit der
gewohnlichen Addition keine Gruppe. Nattirlich erfillt (M, +) die
Bedingungen G1 — G3 aus Definition 3.1, aber aufgrund z.B. 4 + 4 =

8 ¢ M ist ,+” keine Verkniipfung auf M, und daher kann (M, +)
keine Gruppe bilden.

Satz 3.4: Sei G = (M, o) eine Gruppe. Dann gilt
1. M#Q®
2. Das inverse Element kommutiert, d. h. Vx e M: x’ ox = x o x'.
3. Das neutrale Element kommutiert, also Vx € M : xoe = e o x.

4. Das inverse Element ist eindeutig, d.h. Vx existiert genau ein x’ €
M:x ox=e.

5. Das neutrale Element e ist eindeutig.

BEwEIs

1. Nach G2 gilte € M.
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2. Es gilt: x ox’ = ¢, d.h. x’ ist ein inverses Element von x. Auch x’ hat
nach G3 ein inverses Element z: x’ 0 z = e. Dann ist

e=x'oz
= (x'oe)oz
=x"o(eoz)
_ o ((xox)oz)
_ ¥o(xo(x02)
=x"o(xoe)

=x'ox

3. Nach obiger Rechnung gilt

eox=(xox')ox
=xo(x' ox)
=xoe

=x
4. Seien y und y/ zwei inverse Elemente zu x. Dann folgt:
y =y oe=yo(xoy)=(yox)oy=eoy=y

5. Fiir ein weiteres neutrales Element ¢’ folgt ¢’ = ¢’ o e = e nach G2. g

Bemerkung 3.5:

1. Da das inverse Element zu a eindeutig ist, spricht man von dem
inversen Element und bezeichnet es mit a~1.

2. Fiir eine Gruppe G = (M, o) schreibt man oft kurz a2 € G, wenn man
eigentlich a € M meint. Ist die Verkniipfung aus dem Zusammenhang
klar, identifiziert man hdufig M und G.

Beispiel 3.6:
1. Die triviale Gruppe ({1}, ) ist die kleinste aller Gruppen.

2. (N, +) ist keine Gruppe, weil z. B. zur 1 das additiv Inverse —1 keine
natiirliche Zahl ist. Gdbe es ein weiteres Inverses in IN, wire dies
auch Inverses von 1 in Z. Dies widersprache der Eindeutigkeit des
inversen Elements in Z.

3. Der Zahlenraum R" bildet mit der Vektoraddition eine Gruppe
(Ubungsaufgabe!).
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4. (R,-) mit der gewohnlichen Multiplikation ist keine Gruppe, weil es
zu 0 keine reelle Zahl a gibt mit Oa = 1, also G3 nicht erfiillt ist.

5. Vektoren im RR? bilden bzgl. des Vektorproduktes keine Gruppe, weil
das Vektorprodukt nach Bemerkung 2.44 nicht assoziativ ist.

Bemerkung 3.7: (R \ {0}, -) ist eine abelsche Gruppe.

Bewers Wir zeigen G1 — G3. G1 ist klar, ebenso G2 mite = 1. Mita~! =
1/a gilt G3. Man beachte, dass a # 0 wegena € R\ {0} n. V. m

3.1.2 Vertiefung: Endliche Gruppen und Restklassen

Wir wiederholen sehr kurz einige Inhalte der Vorlesung ,Mathematische
Grundlagen”, um sie im Kontext von Gruppen erneut zu betrachten. Fiir
m € IN definiert man k = {k + mZ}, die sog. Restklassen als Aquiva-
lenzklassen der Aquivalenzrelation a ~ b < (a —b) mod m = 0 und
erhilt eine disjunkte Zerlegung von Z: Z = Ukm;()1 k. Auf der Menge
Z/mZ :={0,...,m — 1} wird dann die Verkniipfung & definiert durch
k@1 :=k+1. Dann gilt:

Satz 3.8: Fiir m € IN ist (Z/mZ, ®) eine abelsche Gruppe.

Bewers Dass @& wohldefiniert ist, ist aus der Vorlesung Mathematische
Grundlagen bekannt. Wir zeigen die drei Bedingungen G1 — G3.

G1 : Fura, b,c e Z/mZ gilt

(@ob)dc=a+bdCc=(a+b)+c=a+ (b+c)
=a®b+c=ad (b®0).

G2 : Offenbar gilt a0 =a+ 0 =aVa € Z/mZ, also ist 0 das neutrale
Element.

G3:Furagilta+m—a=a+(m—a) =m =0, also ist m —a das
gesuchte inverse Element.

Weiterhin gilt 2 b =a+b = b+a = b®a, also ist die Gruppe abelsch. g

Endliche Gruppen werden haufig tiber ihre Verkniipfungstafel definiert, in
der man das Ergebnis jeder moglichen Verkniipfung explizit angibt (vgl.
Abb. 3.1 fiir die Gruppen Z/2Z und Z/47Z). Fiir abelsche Gruppen ist die
Verkniipfungstafel stets spiegelsymmetrisch zur Hauptdiagonalen.

Man sieht leicht, dass die Menge mZ = {..., —2m,—m,0,m,2m,...} mit
der gewohnlichen Addition eine Gruppe bildet. Weil die Obermenge Z
mit derselben Addition auch eine Gruppe bildet, liegt hier eine Gruppe
innerhalb einer Gruppe vor. Diese Beobachtung motiviert die folgende
Definition.
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Abbildung 3.1: Verkiipfungstafeln von (Z/2Z, ®) (links) und (Z/4Z,®)
(rechts)

Abbildung 3.2: Verkiipfungstafel von (Z,, )

Definition 3.9: Sei G = (M, o) eine Gruppe und M’ C M. Bildet U =
(M', 0) eine Gruppe, so heifit U Untergruppe von G, Schreibweise U < G.

Folgerung 3.10: Fiir G und U wie oben gilt U < G genau dann, wenn gilt:
1. M#0
2. Va,be M :aobe M

3. VaeM :aleM

Bewers ,=": Ist U Gruppe, so gilt e € U, also U # @. 2. folgt aus der
Anforderung, dass o die Verkniipfung von U ist und deswegen von M’ x M’
nach M’ abbildet. Nach G3 gilt Eigenschaft 3.

<" Aus 2. folgt analog zu oben die Wohldefiniertheit der Verkniipfung;
G1 gilt, weil es bereits in der Obermenge M gilt. Wegen 1. ex. a € M/;
wegen 3. gilt dann a~! € M’ und damit nach 2. e =ao0a~! € M, also G2.
G3 folgt aus 3. -

Beispiel 3.11: Offensichtlich gilt (mZ,+) < (Z,+) < (Q,+) < (R, +).

Auf der Suche nach Beispielen fiir Untergruppen betrachten wir erneut die
Verkniipfungstafel von Z /47 (Abb. 3.1). Es fillt auf, dass Z, := ({0,2}, ®)
eine Untergruppe bildet. Ihre Verkniipfungstafel (Abb. 3.2) gleicht bis auf
Bezeichnung der Verkniipfungstafel von Z/2Z (Abb. 3.1 links). Die beiden
Gruppen sind nicht gleich, weil es sich um verschiedene Restklassen han-
delt, aber besitzen doch die gleiche algebraische Struktur. Dieses Phanomen
fiihrt zu folgender Definition.
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Definition 3.12: Zwei Gruppen G; = (Mj,0) und G, = (M3, +) heiflen
isomorph, Schreibweise G1 >~ G, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : G; —
Go gibt mit

p(aob) = ¢(a)+ ¢(b)Va,b € Gy.

Bemerkung 3.13: Der Begriff ,isomorph” kommt aus dem Griechischen
und bedeutet , gleichgestaltig”, ¢ wird Gruppenisomorphismus genannt.
Die Abbildung ,iibersetzt” die Elemente von G; in die von G; und respek-
tiert dabei die Gruppenstruktur.

Beispiel 3.14:

1. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation.

2. Man hat Z /27 ~ Z; durch den elementweise definierten Gruppen-
isomorphismus ¢(0,) = 04, ¢(12) = 24. Die Indizes an den Restklas-
sen bezeichnen jeweils den Modul m; man beachte 0, # 04. Es gilt
also Z/27 ~ 7, < Z/47Z.

3. Sowohl (IR*, +) als auch (R? x R?, +) sind offenbar Gruppen, aber
dennoch formal nicht gleich. Durch den Gruppenisomorphismus
¢ R2x R?> = R*, ¢((x1,x2), (x3,x4)) := (x1,x2, %3, x4) sind aber die
beiden Gruppen isomorph. Daher werden wir kiinftig nicht zwischen
R* und R? x R? 0. 4. unterscheiden.

4. Es gilt C # R?, wohl aber (als Gruppen) (C,+) ~ (R?,+) durch den
Isomorphismus ¢ : C — R?, ¢(a +ib) = (a,b)". Dies rechtfertigt die
Veranschaulichung der komplexen Zahlen als komplexe Ebene.

Bemerkung 3.15 (Produktgruppen): Seien G; := (A, +) und G; := (B, 0)
Gruppen. Dann ldsst sich auf dem kartesischen Produkt A x B komponen-
tenweise eine Verkniipfung x definieren durch

a a\ . (o1 +a
<b1> * <b2) = <b10b2) , 1,02 € A, bl,bz €B.

Durch direktes Nachrechnen lésst sich zeigen, dass (A x B, x) wiederum
eine Gruppe bildet. Durch dieses Vorgehen lasst sich z.B. (R?,+) aus
(R,+) gewinnen. Enthdlt A m und B n Elemente, so enthdlt A x B mn
Elemente. Damit enthélt z. B. (Z/2Z)? genau 4 Elemente, die so erhaltene
Gruppe, die sog. Kleinsche Vierergruppe, ist jedoch nicht isomorph zu Z/47Z.

3.2 Korper

Wir wollen nun ausgehend von den reellen Zahlen eine allgemeinere alge-
braische Struktur definieren und untersuchen. Auf den reellen Zahlen ist
neben der Addition auch die Multiplikation erklért. Das Tripel (R, +, -) hat
folgende Eigenschaften:
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1. (R, +) bildet eine abelsche Gruppe.
2. (R\ {0}, -) bildet eine abelsche Gruppe (vgl. Bemerkung 3.7).
3. Es gelten die Distributivgesetze

Vx,y,zeR: (x+y)-z=(x-2)+ (v 2)
x-(y+2z)=(x-y)+(x-2)

Jedes Tripel (M, @, ®), das die obigen drei Bedingungen erfiillt, wird Korper
genannt:

Definition 3.16: Sei M eine nichtleere Menge. M zusammen mit zwei Ver-
kiipfungen ®, ® : M x M — M heifst Korper, wenn gilt :

1. (M, ®) bildet eine kommutative Gruppe.

2. Nach Ausschluss des neutralen Elements der Verkniipfung @ bilden
die restlichen Elemente von M eine kommutative Gruppe bzgl. ©.

3. Fur @ und © gelten die Distributivgesetze:

a) Vx,y,ze M: (xdy)0z=(x0z2)d(yOz2)
b) Vx,y,ze M: zO(xdy)=(z0x)d(zOyY)

Das neutrale Element bzgl. der Addition & wird hédufig mit , 0 bezeichnet
(Null-Element), das neutrale Element bzgl. © haufig mit ,1” (Eins-Element).
Im Folgenden verwenden wir fiir die beiden neutralen Elemente die No-
tationen (0 und @), um eine Verwechslung mit den Zahlen 0 und 1 zu
vermeiden.

Dass (0) - das neutrale Element der Addition - in Punkt 2. der Definition
3.16 ausgeschlossen wird, ist notwendig aufgrund folgenden Satzes.

Satz 3.17: Sei K ein Korper und a € K. Dann gilt a © @ = ©).

BEwers Esista©@ (@ ©) =a0@0@®a0@Qunda® (@ ©0®) =a® ©,
alsoa®@ @ da®@©® =a® @© und daher a © © = ©). n

Existierte in einem Koérper K @ ! = x, folgt x ©® @ = (D. Es gilt aber
xO0 =©0,also (@ =@. Fira € Kfolgtdanna =D o0a=0 ©a =),
also bestiinde K aus einem einzigen Element (0) und den Verkniipfungen

Oo0=0
©o0=0.

Jedoch impliziert Eigenschaft 2 eines Korpers, dass die neutralen Elemente
bzgl. der Addition und der Multiplikation verschieden sind. Jeder Korper
besitzt daher mindestens 2 Elemente. Somit ist 0) = (D ausgeschlossen,
und (0) besitzt kein multiplikativ Inverses.
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Beispiel 3.18:
1. Nach Konstruktion ist (R, 4, -) ein Korper.

2. (Q,+, ) ist ein Korper, ebenso (C, +, -) mit der komplexen Multipli-
kation.

3. (Z,+,-) ist kein Korper, da (Z \ {0}, -) keine Gruppe ist, weil z.B.
2-1 = % ¢ Z, also G3 nicht erfiillt ist.

Es liegt die Frage nahe, ob es analog zu endlichen Gruppen auch endliche
Korper gibt. Der folgende Satz liefert eine partielle Antwort.

Satz 3.19: Wir definieren auf Z/mZ die Verkniipfung ©® durch
a0b:=a-bVabeZ/mZ.
Ist m eine Primzahl, dann ist (Z/mZ,®, ®) ein Korper.

Fiir den Beweis verweisen wir auf Beutelspacher [2]. Endliche Kérper haben
fiir die Lineare Algebra nur geringe Bedeutung, daher werden wir sie nicht
weiter betrachten.

3.3 Vektorraume

In Kapitel 1.3 haben wir den Zahlraum R" definiert und als Menge aller
Vektoren charakterisiert. Wir werden nun den Zahlraum zum Vektorraum
verallgemeinern, indem wir in Analogie zur Gruppe und zum Korper
die wesentlichen algebraischen Eigenschaften des R” sammeln und jede
Struktur, die diese Eigenschaften hat, Vektorraum nennen.

Definition 3.20: Sei K ein beliebiger Korper. Eine nicht-leere Menge V
zusammen mit den beiden Abbildungen

®:VxV-V, (xy)—xdyecV
und ©@:KxV =V, Ax)—AxeV

heif3t Vektorraum iiber K oder K-Vektorraum, wenn folgende Axiome gelten:
1. (V,®) ist eine kommutative Gruppe.

2 VApeKundx e Vgilt A® (u ©x) = (Ap) ® x, wobei mit Ay die
Multiplikation aus K gemeint ist.

3. Vx e Vgilt ® ©x = x (O ist das neutrale Element der Multiplikati-
on aus K).

4. VAeK x,yeVgilt Ao (xdy)=(A0x)d(AOY).
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5. VAueK xeVgilt(A+u)ox=(A0x)d (1O x).

Ublicherweise geht man von R oder C als Grundkérper aus. Im Fall K = R
heifst V reeller Vektorraum, fiir K = C heifst V komplexer Vektorraum. Wie bei
Gruppen auch identifizieren wir (V, @, ®) mit V, wenn die Verkniipfungen
und der Korper aus dem Zusammenhang heraus klar sind.

Definition 3.21: Die Elemente der Menge V eines Vektorraums heifien
Vektoren, die Elemente aus K Skalare.

Bemerkung 3.22: Im Vektorraum muss die Multiplikation eines Skalars mit
einem Vektor definiert sein, nicht aber die Multiplikation zweier Vektoren.

Beispiel 3.23:

1. R" ist nach Konstruktion ein reeller Vektorraum mit der Vektoraddi-
tion gemdf Definition 1.6 und der Multiplikation eines Vektors mit
einem Skalar nach Definition 1.7.

2. (C",+,-) ist ein komplexer Vektorraum mit der Addition von Vekto-
ren und der Multiplikation mit einem (komplexen) Skalar wie oben.

3. Jeder Korper ist ein Vektorraum iiber sich selbst mit den Verkniipfun-
gen des Korpers @ als Vektoraddition und © als Multiplikation eines
Vektors mit einem Skalar.

Beispiel 3.24: Sei K = R und V = Cla, b] die Menge der auf dem Intervall
[a,b] definierten reellen stetigen Funktionen. Wie in der Analysis iiblich
werden Summe und skalares Vielfaches von f,g € Cla,b] punktweise
definiert:

(f +8)(x) == fx) +g(x)
(af)(x) == af(x)

Dann ist V ein reeller Vektorraum. Zum Nachweis nutzt man die aus der
Analysis bekannte Tatsache, dass Summen und Vielfache stetiger Funktio-
nen wieder stetig sind und fiihrt alle anderen Axiome auf die entsprechen-
den Aussagen fiir reelle Zahlen zuriick.

Beispiel 3.25: Auf der Menge der m x n-Matrizen mit Elementen im Kor-
per K lasst sich analog zur Addition von Vektoren eine komponentenweise
Addition definieren: Fiir A = (a;;) und B = (b;;) sei A+ B := (a;j + bj;).
Analog definiert man die Multiplikation eines Skalars mit einer Matrix
A: AA := (Aa;j). Mit diesen Verkniipfungen wird die Menge der m x n-
Matrizen zu einem K-Vektorraum und wird mit K"*" bezeichnet. Der
Vektorraum unterscheidet sich nur durch die Schreibweise seiner Elemente
im Rechteck vom Vektorraum K”". Man rechnet die Vektorraumaxiome
leicht nach.
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Beispiel 3.26: Sei M die Menge aller komplexwertigen Folgen (x1, xp, .. .)

und fiir zwei Folgen (x,,)neN, (Vn)nen eine Addition erklirt durch (x,,)en B
(Yn)neN := (Xn + Yn)neN sowie eine Multiplikation mit einem komplexen

Skalar A durch A ® (x;)nen := (Axy)pen. Dann ist (M, ®, ®) ein komple-
xer Vektorraum.

Analog zur Gruppe innnerhalb einer Gruppe, also einer Untergruppe,
kann es Vektorraume innerhalb von Vektorraumen geben. Man spricht von
Untervektorriumen. Im restlichen Kapitel bezeichne V' einen K-Vektorraum.

Definition 3.27: Eine Teilmenge U C V heifst Untervektorraum oder Unter-
raum von V, wenn U # @ (leere Menge) und V x,y € U und alle A € K
gilt:

xdyel Aoxel.

Bemerkung 3.28: U C V ist genau dann ein Vektorraum, wenn U ein
Untervektorraum von V im Sinne von Definition 3.27 ist.

BewErs Sei U ein Vektorraum. Weil (U, +) eine abelsche Gruppe bildet,
gilt U # @. Die Abgeschlossenheit von U in V ist dquivalent zur Wohldefi-
niertheit der Vektoraddition und der Multiplikation mit einem Skalar im
Vektorraum U.

Umgekehrt leiten sich aus U C V alle Vektorraumaxiome fiir U mit Aus-
nahme der Abgeschlossenheit ab. m

Beispiel 3.29: Sei V = R? und U = {(x,0); x € R} C V. Wir zeigen, dass
U ein Unterraum von V ist und priifen dazu die Kriterien der Definition
3.27.Sei 11 = (x1,0) und uy = (x2,0). Dann gilt:

up+uy = (x1+x,0 €U
)\Ml = (Axl,O) el,

also ist U ein Unteraum von V und zugleich ist U nach Bemerkung 3.28
ein Vektorraum.

Bemerkung 3.30: Ist U ein Unterraum von V, dann liegt der Nullvektor 0
von V und zu jedem x € U auch —xin U, weil 0-x =0 und (—1) - x = —x
gilt gemafs der Definition eines Vektorraums.

Bemerkung 3.31: Es sind {0} und V Unterraume von V.

Bemerkung 3.32: Sind U; und U, Unterrdume von V, dann ist U; N U ein
Unterraum von V.

Bewers Wir priifen die Kriterien der Definition. Seien u, v € U; N Uy. Dann
gilt nach Definition u +v € Uj und u + v € U, da U; und U, Untervektor-
rdaume sind, also u +v € U; N Up. Weiter gilt fiur u € Uy NUz und A € K,
dass Au € Uy und Au € Up und damit Au € Uy N Uo. n
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Im Gegensatz zu Schnitten sind Vereinigungen von Untervektorraumen
i. A. keine Untervektorrdume.

Beispiel 3.33: Es sind
U ={(x,0); x e R}
U ={(0y); v € R}

Unterrdaume des R2. U, = U; U U, ist die Teilmenge des R2, bei der
mindestens eine der beiden Koordinaten gleich 0 ist. Mit x; = (1,0) € U,
und x, = (0,1)T € U, gilt aber x; + x, = (1,1)T ¢ U,, also ist U, kein
Untervektorraum.

Im Gegensatz zur Vereinigung von Mengen erhilt die Summe von Unter-
vektorrdaumen die Vektorraumeigenschaft.

Definition 3.34:

1. Seien Uy, U, Unterrdaume von V. Die Summe von U; und U, ist dann
definiert durch

Ui+ Uy:={veV|Ju €Uyu €Uy:v=u+uy}.

2. Ein Vektorraum W heifst direkte Summe von U; und U,, Schreibweise
W = U; & Uy, wenn gilt W = U; + U und Uy NU, = {0}.

Satz 3.35: Sind U; und U, Unterrdume von V, ist U; + U, ein Unterraum
von V.

Bewers Ubungsaufgabe -
Beispiel 3.36:
U; = {(x,0); x e R}
U ={(0,y); y € R}
sind Unterrdume des IR2. Man hat
U =W alth={(x+00+y); x,y € R} =R~

Bemerkung 3.37: Gilt V = U; @ Uy, ist die Darstellung v = uq 4 uy mit
uy € Uy und up € U eindeutig fiir allev € V.

Bewers Sei v € Uy @ Uy mit v = uq + up = wy + wy mit uq, wq; € Uy und
Uy, wy € Up. Dann gilt 0 = uy — wq + uy — wo, also uy — wy = —(up — wy).
Aus der Abgeschlossenheit von U; folgt u; —w; € U; und deswegen
up —wy € Uy, aber aus der Abgeschlossenheit von U, auch uy; — w, € Us.
Wegen U; N Uy = {0} n. V. erhélt man u; = w; und damit dann u; = w. m
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3.4 Lineare Unabhingigkeit, Basis, Dimension

3.4.1 Lineare Unabhingigkeit

Man wird intuitiv die Ebene als zweidimensionales Objekt auffassen und
damit dem Zahlraum R2, den man ja mit der Ebene identifizieren kann,
die Dimension 2 zuordnen wollen. Analog liegt es nahe, dem Zahlraum
R3 die Dimension 3 zuzuordnen. Es stellt sich die Frage, ob und wie
man einem allgemeinen Vektorraum eine Dimension sinnvoll zuordnen
kann. Bis diese Frage beantwortet werden kann, ist einige Vorarbeit zu
leisten. Wir beginnen mit der einfachen Beobachtung, dass im R® jeder
Vektor v = (x,v,z)T eindeutig als gewichtete Summe der drei kanonischen
Einheitsvektoren geschrieben werden kann:

1 0 0
v=x|0|+y|1|+z|O
0 0 1

Wir verallgemeinern dies in folgender Definition.
Definition 3.38: Seien vy,...,v, € V Vektoren eines K-Vektorraums V:

(a) Léasst sich v € V als Summe dieser Vektoren mit Vorfaktoren darstel-
len,
V=M1 + A0+ -+ A0, mit A; €K,

heif3t v Linearkombination von vy, . .., Uy
(b) Die Menge
L(vy,...,v0) :={Mo1+ oo+ -+ A0, [N, €K CV
aller Linearkombinationen heifst Lineare Hiille von vy, ..., 0.
Nach Definition ist jede Lineare Hiille ein Unterraum von V.

Beispiel 3.39: Gegeben seien die Vektoren

1 1
a= |2 und b= 10
3 0
Dann ist
0
c=|(2|=1-a+(-1)-beL(ab)
3

eine Linearkombination von a und b und liegt somit auch in

L(ﬂ,b) = {)\1& + Axb; A1, Ap € ]R} .
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Beispiel 3.40: Beispiele in R>:

L(er, ea,e3) = {(A1, A2, A3)T | A1, A2, A3 € R} = R?
L(el, 82) = {()\1,)\2, O)T ‘ )Ll, }\2 - ]R} (xl—xz—Ebene)
L(el,eg, e1 + 62) = {()\1 + Az, Ay + )\3,0)T ‘ A, A, A € IR} (x1-x2-Ebene)

Der englische Ausdruck fiir ,Lineare Hiille” lautet span. Auch im Deutschen
schreibt man oft span(ey, e2) statt L(eq, e2). Der deutsche Ausdruck Spann
tiir die lineare Hiille wird selten verwendet. Géngig ist aber eine Wendung
wie ,Die Vektoren e; und e, spannen die x1-xo-Ebene auf.”

Beispiel 3.40 zeigt, dass man den gesamten Zahlraum R® aus den drei
Vektoren ej, 2 und e3 durch Linearkombination erzeugen kann. Dies fiihrt
zu folgender Definition.

Definition 3.41:

1. Sei V ein K-Vektorraum und (vy,...,v,) ein n-Tupel von Vektoren in
V. Gilt L(vy,...,v4) =V, nennt man (vy,...,v,) ein Erzeugendensys-
tem von V.

2. V heifdt endlich erzeugt, wenn es endlich viele Vektoren vy, ..., v, gibt,
so dass L(vy,...,v,) = V, ansonsten nicht endlich erzeugt.

Beispiel 3.42: Das Tripel (e, ez, e3) der kanonischen Einheitsvektoren ist
ein Erzeugendensystem von IR3; ebenso erzeugen die Vektoren (0,1)” und
(1,0)T den Zahlraum RR?. Offenbar sind R> und R endlich erzeugt. Ebenso
ist der Zahlraum R” durch ey, ..., e, endlich erzeugt.

Wir nehmen ab jetzt im ganzen Kapitel an, der Vektorraum V sei endlich
erzeugt.

Man kann fiir einen Vektorraum viele Erzeugendensysteme angeben, so ist
neben E = (ey,e2,e3) auch E = (e, e, e3,€1 + e2) ein Erzeugendensystem
von R3, allerdings ein unnétig grofes, weil der zusétzliche Vektor e; + e;
die Lineare Hiille nicht mehr vergroflert. Da jeder Vektorraum ein Null-
element enthilt, betrachten wir dieses beispielhaft und schreiben die 0
als Linearkombination der Vektoren des Erzeugendensystems. In E ldsst
sich die Null nur darstellen als 0 = 0e; + Oe, + Oez, in E gilt 0 = Oe; +
Oes + Oes + 0(ey + e2), aber auch 0 = (—1)e; + (—1)ex + Oez + 1(e1 + €2).
Die Redundanz in E héngt also mit der Moglichkeit zusammen, die 0 auf
verschiedene Weise als Linearkombination zu schreiben.

Definition 3.43: Sei V ein K-Vektorraum. Ein r-Tupel (v, ..., v;) von Vek-
toren in V heif$t linear unabhingig, wenn aus Aoy + Ayvo +-- - + A0, =0
stets folgt, dass A1 = A, = --- = A, = 0 gilt.

Ist die Darstellung des Nullvektors als Linearkombination eindeutig, gilt
dies sogar fiir jeden Vektor.
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Bemerkung 3.44: Alle Vektoren v aus L(v,...,v,) sind genau dann ein-
deutig als Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, darstellbar, wenn das
n-Tupel (vy,...,v,) linear unabhingig ist.

BEWEIS Seien

U =001 + &0 + ...+ a0y
= p1v1+ Pov2 + ... + Bu¥n

zwei verschiedene Darstellungen von v. Es gilt
(1 — B1)v1 + (a2 — B2)va + ...+ (& — Bu)vn = 0.

Die Vektoren vy, ..., v, sind nach Definition genau dann linear unabhéngig,
wenn alle Differenzen a, — 8, gleich 0 sind. -

Bemerkung 3.45: Fiir linear unabhingige Vektoren gilt:
e Keiner der Vektoren ist eine Linearkombination der tibrigen.
o Keiner der Vektoren ist der Nullvektor.
Beispiel 3.46 (R"): Zwei Vektoren v; und v, sind linear abhidngig, wenn
AMU1+ A0 =0

mit A; oder A, # 0 gilt. Sei 0.B.d. A. A; # 0 (fiir A, # 0 ist die Rechnung
dhnlich). Dann ist

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder v; = 0 und A, = 0 (aber A; # 0)
ist oder v; und v, parallel sind. Zwei Vektoren des IR" sind also genau dann
linear abhdngig, wenn sie entweder parallel sind oder einer der beiden
Vektoren der Nullvektor ist.

Die n Vektoren vy, ...,v, sind genau dann linear abhédngig, wenn

AMor+ -+ A0, =0

gilt, wobei mindestens einer der Vorfaktoren Aq,...,A, # 0ist. Sei A; # 0
(fir die anderen A; ist die Rechnung dquivalent). Dann gilt die Gleichung
in zwei Fillen:

1. v1 = 0. Dann konnen alle anderen A; = 0 sein.

2. 01 = —%](szz + -+ 4 Ayv,). Dann ist v; eine Linearkombination
der anderen v;.

Beispiel 3.47: Das n-Tupel der kanonischen Einheitsvektoren im IR" ist
linear unabhéngig, das 4-Tupel E = (e1, e, €361+ e2) von oben nicht.
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3.4.2 Nachweis linearer Unabhingigkeit

Wir betrachten zunédchst den Vektorraum K", der sich als prototypisch
fiir endlich erzeugte reelle oder komplexe Vektorraume erweisen wird.
Gegeben seien Vektoren vy, ...,v,, r < n, die auf lineare Unabhangigkeit
getestet werden sollen. Die Gleichung

Mg+ + A0, =0

aus der Definition 3.43 ist ein lineares Gleichungssystem in den Koeffizi-
enten A;. Die Vektoren sind genau dann linear unabhingig, wenn man als
einzige Losung den Nullvektor erhélt.

Beispiel 3.48: Gegeben sind

B oo (3

Sie fithren zum Gleichungssystem
AM+2A0— A3 =0
2A1+ 3A24+2A3 = 0
AM+ A+5A3 =0

Mit dem Gaufs-Verfahren erhilt man:

\CRITNQUEN Y, NN QSN S T S
oo oloocoooo

corlocor~NR
|
O R NRF R NFE N

Daraus folgt A3 = A, = A; = 0. Also sind die drei Vektoren linear unab-
hangig.

Beispiel 3.49: Wir betrachten die Vektoren

NORORE
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Wir 16sen das korrespondierende lineare Gleichungssystem mit dem Gaufs-
schen Eliminationsverfahren:

1 2-1/0

2 3 2(0 |—2-(T)
11 30 |-
1 2-1/0

0-1 40

0-1 4[0 |- ()
1 2-1[0

0-1 4|0

0 0 00

Es gibt nur noch zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, so dass zur
Losung Ay = Ay = Az = 0 (Triviallosung) noch andere Losungen hinzu-
kommen. In diesem Fall sind dies:

()

Im Spezialfall » = n erhilt man ein n x n-Gleichungssystem. Wir haben
gesehen, dass sich ein 3 x 3-Gleichungssystem genau dann eindeutig 16sen
lasst, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix A ungleich 0 ist. Da
A1 = -+ = Az = 0 eine Losung ist, folgt:

det(A)#0 < Losung des Gleichungssystems ist eindeutig
< Nur Ay = - = A3 = 0 ist Losung
4 Die Vektoren sind linear unabhéngig.

Es wiirde in den vorigen Beispielen also schon ausreichen, die Determinan-
ten der Koeffizientenmatrizen zu priifen. Fiir das erste, linear unabhangige

Beispiel gilt:
12-1
det | 23 2| =-2
11 5

Fiir das zweite, linear abhédngige Beispiel ist:

12 -1
det {23 2| =0
11 3

Wir betrachten nun den Vektorraum Cla, b]. Vektoren dieses Vektorraums
sind stetige Funktionen. Zum Uberpriifen der Linearen Unabhingigkeit
geht man hier {iblicherweise von der Definition aus. Man muss also zeigen,
dass die Nullfunktion nur trivial darstellbar ist bzw. fiir lineare Abh&n-
gigkeit, dass eine Funktion als Linearkombination der anderen dargestellt
werden kann.
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Beispiel 3.50:
1. Die Funktionen
A =% falx) =25 filx) =22 —2x
sind auf einem beliebigen Intervall [, b] linear abhéngig, denn

2f1(x) — fa(x) + fa(x) =2x —x* + x> —2x =0 VxeR

2. Die Funktionen
filx) =sin’(x); fa(x) = cos’(x);  fa(x) =1
sind auf einem beliebigen Intervall [a, b] linear abhéngig, denn
f1(x) + fa(x) — f3(x) = cos?(x) +sin*(x) —1=0 Vx€R
Beispiel 3.51: Die Funktionen

flx) =% folx) =x

sind auf einem beliebigen Intervall [, b] linear unabhéngig. Zum Nachweis
dessen miissen wir alle Losungen von

A fi(x) +Aafo(x) = Ma® + Ax =0
berechnen. Wir unterscheiden zwei Fille.
1. Sei Ay = 0. Es folgt A,x = 0Vx. Dies ist nur fiir A, = 0 moglich.

2. Sei A1 # 0. Dann gilt X2 + %x = 0. Diese Gleichung ist erfiillt fiir

x=0und x = —%, aber nicht fiir alle x. Somit bleibt fiir alle x als
einzige Losung A1 = A, = 0.

Damit sind f;(x) und f>(x) linear unabhéingig.
filx) =« y

Man kann in Gegensatz zum K" kein festes Rechenschema angeben, mit
dessen Hilfe man in jedem Fall {iber Lineare Abhéngigkeit oder Unabhén-
gigkeit von Funktionen entscheiden kann. Folgende Aussage kann hier
niitzlich sein.
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Bemerkung 3.52: Wir bilden zu den Funktionen fi, ..., f, fir paarweise
verschiedene x1, ..., x, die n Vektoren

(Fr(x1), - A )T, oo, (fa(xa), oo fu(xn)T € K.

Sind diese Vektoren linear unabhingig, dann sind die Funktionen f, ..., f;
selbst linear unabhéngig.

BEwEers Sei 0 = }}' ; A,f;. Diese Gleichung gilt punktweise im gesamten
Definitionsbereich, also insbesondere fiir die x;. Aus der linearen Unabhin-
gigkeit der Vektoren (f;(x;))i_; folgt A; = 0 und daraus die Behauptung.

Beispiel 3.53: Wir betrachten die Funktionen fi(x) =1, fo(x) = sinx und
f3(x) = cosx auf [—7, 7] und wiéhlen die Punkte x; = 0, x, = 71/2 sowie
x3 = 71. Man erhilt die Vektoren

f1 (xl) 1 fz(xl) sin 0 0
u=\filx)| =11]), v=|falxx) | = |[sin/2| =1
f1 (x3) 1 f2(X3) sin 7t 0
und noch
fa(x1) cos0 1
w=|fis(x2) | = |cosm/2]| =0 ].
fa(x3) COS 7T -1

Wegen det(u, v, w) = —2 # 0 sind #, v und w linear unabhingig und damit
nach Bemerkung 3.52 auch die Funktionen f;, f> und f3.

Der Nachweis der linearen Unabhingigkeit von Funktionen mittels Bemer-
kung 3.52 setzt aber eine geeignete Wahl der Auswertungspunkte x; voraus.
Wahlt man statt xq, x, x3 die Punkte x] = —7, %} = 0 und x5 = 7, erhilt
man analog zu oben die Vektoren 1’ = u, v/ = 0 und @’ = (-1,1,-1)7,
die linear abhingig sind, weil sich unter ihnen der Nullvektor befindet.
Trotzdem sind die Funktionen fi, f>, f3 nach wie vor linear unabhingig.
Man kann also von der linearen Unabhiingigkeit der Vektoren auf die linea-
re Unabhingigkeit der Funktionen schliefSen, nicht aber von ihrer linearen
Abhiingigkeit auf die lineare Abhingigkeit der Funktionen.

Ublicherweise muss man zum Nachweis der linearen Abhéngigkeit oder
Unabhéngigkeit die Besonderheiten der jeweiligen Funktionen ausnutzen
und Hilfsmittel aus der Analysis anwenden.

3.4.3 Basis und Dimension

Definition 3.54: Sei V # {0} ein endlich erzeugter K-Vektorraum und
v1,...,0, € V. Das n-Tupel B = (vy,...,v,) heilt Basis oder minimales

Erzeugendensystem von V, wenn B linear unabhangig ist und wenn gilt
L(B) = V. Weiter sei @ die Basis des Nullvektorraums {0}.
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Sei ab jetzt stets V' # {0}.

Definition 3.55: Sei (vy,...,v,) eine Basis von V und v € V mit
U:)\lvl+"'+)\nvn/

A1, ..., Ay € K. Das n-Tupel der obigen Vorfaktoren (A4,...,A,) € K" nennt
man Koordinaten des Vektors v bzgl. der Basis (v1,...,v,).

Bemerkung 3.56: Die Koordinaten eines Vektors bzgl. einer gegebenen
Basis sind eindeutig.

BeEwers Wegen V = L(vy,...,v,) existiert zu jedem v € V mindestens ein
(/\1, .. ,An) € K" mit
v=AMv1+ -+ A0,

Da (vy,...,vy) linear unabhéngig ist, ist diese Darstellung eindeutig nach
Bemerkung 3.44. m

Es liegt nun nahe, die Dimension eines Vektorraums iiber die Anzahl der
Vektoren zu definieren, die in einer Basis enthalten sind. Dies ist ja zu-
gleich die Anzahl der Koordinaten eines Vektors im gegebenen Vektorraum.
Der Dimensionsbegriff ist aber nur dann wohldefiniert, wenn alle Basen
gleichviele Vektoren enthalten. Es ist nicht einmal klar, ob iiberhaupt jeder
Vektorraum eine Basis besitzt. Wir beschranken uns jetzt erneut auf endlich
erzeugte Rdume. Um den Dimensionsbegriff wie oben skizziert definieren
zu konnen, bendtigen wir 2 Aussagen:

e Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.

o Alle Basen bestehen aus gleich vielen Vektoren (Eindeutigkeit der
Basisldnge).

Wir beginnen mit der Existenz von Basen.
Satz 3.57 (Basisergdnzungssatz): Sei V ein K-Vektorraum und seien
V1,.en,Up, W1, ..., W
Vektoren in V. Ist (v1, ..., v,) linear unabhingig und ist
L(vy,...,0p,w1,...,ws) =V,

dann kann man (vy, ..., v,) durch evtl. Hinzunahme geeigneter Vektoren
aus {wy, ..., ws} zu einer Basis von V erginzen.
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Bewers Im Fall L(vy,...,v,) = V ist die Aussage offensichtlich. Sei also

L(Ul,. . .,Ur) 75 V.

Dann existiert mindestens ein w; mit w; ¢ L(vy,...,v,), denn wéren alle
w; € L(vy,...,v,), dann miisste L(vy,...,v,) = L(v1,..., 0, w1, ..., Ws) =
V gelten, was der Annahme L(vy,...,v,) # V widerspricht.

Das Tupel (w;, v1, ..., v;) ist linear unabhingig, denn aus 2;:1 Ajoj + Aw; =
0 folgt A = 0, da w; ¢ L(vy,...,v,), und weiter folgt dann Aj=0Vj, da
alle v; linear unabhéngig sind.

Moglicherweise ist (wj, vy, . ..,v,) aber noch keine Basis. Dann wird der
vorige Schritt wiederholt und es werden solange weitere w; dazugenommen,
bis sie (v1,...,v;) zu einer Basis von V ergianzen. Dies ist nach endlich
vielen Schritten moglich wegen L(vy, ..., v, wy,...,ws) = V. m

Folgerung 3.58: Jeder endlich erzeugte Vektorraum V hat eine Basis.

BewEls Weil V endlich erzeugt ist, gibtes vy,...,v, € VmitL(vy,...,0,) =
V. Streicht man alle Nullvektoren im n-Tupel (vy,...,v,), so erhdlt man
evtl. nach Umindizierung ein m-Tupel (v1,...,vy) mit L(vy,...,0,) = V.
Aufgrund von vy # 0 ist (v1) linear unabhidngig. Nach dem Basisergan-
zungssatz 3.57 lasst sich (v1) mit Vektoren aus vy, ..., vy, zu einer Basis von
V ergédnzen. n

Beispiel 3.59: Sei V = R3. Weiterhin sei
v1 = (1,0,0); v, = (0,1,0).

Die Vektoren v; und v; sind linear unabhdngig. Auflerdem sei
w; = (1,1,0); w, = (0,0,1).

Da L(v1, 03, w1, wp) = R3, sind die Voraussetzungen fiir den Basisergan-
zungssatz erfiillt. Dieser besagt: Da (v1,v;) keine Basis des R3 ist, ist
mindestens eines der Tripel (v1, v, w1), (v1,v2, wo) oder (vy, v, w1, wy) €i-
ne Basis des R, d. h. linear unabhéngig und erzeugend. In diesem Beispiel
ist dies das Tripel (v1, v, w2). Alle vier Vektoren bilden keine Basis des R3,
da sie linear abhéngig sind.

Satz 3.60 (Austauschlemma): Sind (vy,...,v,) und (wy, ..., w,) Basen ei-
nes K-Vektorraums V, dann gibt es zu jedem v; ein wj, SO dass aus
(v1,...,v,) wieder eine Basis entsteht, wenn man in ihr v; durch w; er-
setzt.

BEweEis Seien (vq,...,v,) und (ws, ..., wy,) zwei Basen von V. Aus der ers-
ten Basis wird v; gestrichen. Fiir das verkiirzte Tupel (vy, ..., vi_1,0it1,...,0n)
gilt

L(v1,...,0i-1,0i31,---,0n) £V,
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denn wire L(vy,...,0;_1,0i41,...,0y) = V, dann wére auch
v; € L('U], ces0i-1,0i41,- - ;vn)/

liefse sich also durch eine Linearkombination der restlichen Vektoren dar-
stellen. Damit wéren (vy,...,v,) linear abhdngig und keine Basis im Wi-
derspruch zur Voraussetzung.

Man kann (v1,...,0i-1,0i+1,...,0x) Nach dem Basisergdnzungssatz 3.57
durch Vektoren aus (vy,...,0_1,0i11,...,0n, W1, ..., Wy) Zu einer Basis von
V ergénzen. Damit existiert nach dem Basisergidnzungssatz 3.57 ein w; mit

ZU] g L(Z)l,. cey0i-1,0i41,-- .,Un),

und das Tupel (v1,...,0i-1,0i41,...,0n, W;) ist linear unabhéngig.

Handelt es sich nicht um eine Basis, konnte man es wieder nach dem Basis-
ergdnzungssatz durch einen der Vektoren vy, ..., v, zu einer Basis ergénzen.
Offenbar kommt dazu nur v; in Frage. Aber auch v; ist nicht moglich: Dann
wire die Basis (vy, .. .,vn,w]-). Da aber bereits (v,...,v,) eine Basis ist,
wire w; linear abhédngig von diesen Vektoren und (v1, .. .,vn,wj) doch
keine Basis. Also bildet (vy,...,v; 1,041, .. .,Un,w]-) eine Basisvon V. g

Beispiel 3.61: Wir betrachten die Vektoren

v; = (1,0,0); v, = (0,1,0); vs = (0,0,1)
wi = (2,0,0);  w»=(0,20); ws=(0,0,3)

Es sind (v1,v2,v3) und (wq, w, w3) Basen des IR®. Aus der ersten Basis wird
vz entfernt. Nach dem Austauschlemma kann man dafiir einen der drei
Vektoren w; einsetzen, so dass wieder eine Basis entsteht. Im Beispiel ist
dies ws. Das Tripel (v, vy, ws3) ist eine Basis des R®.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der Basislinge in endlich erzeugten
Vektorraumen und legen damit die Grundlagen fiir den Dimensionsbegriff.

Satz 3.62 (Eindeutigkeit der Basislinge): Sind (vq,...,v,) und (w1, ..., wy)
Basen eines K-Vektorraums V, dann gilt n = m.

BewEers Nimmt man n < m an (der Fall n > m ist dquivalent), dann kann
man mit Hilfe des Austauschlemmas aus der Basis (wy, ..., w,) eine Basis
(V1,.-,Un, W41, .., Wy) erzeugen. Nun ist aber (vy,...,v,) bereits eine
Basis, so dass (v1,...,Un, Wyt1, ..., Wy) linear abhdngig sein miissen. Dies
ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéingigkeit der Basiselemente. g

Definition 3.63: Besitzt ein Vektorraum V # {0} eine Basis (vy,...,v,),
so definieren wir die Dimension von V als dim (V) := n; besitzt V keine
endliche Basis, dann setzt man dim (V) := co. Weiter sei dim({0}) := 0.
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Die folgende Bemerkung liefert uns bei der Suche nach einer Basis fiir
einen vorgegeben Vektorraum einen entscheidenden Hinweis:

Bemerkung 3.64: Ist dim(V) = n und sind vy, . .., v, n linear unabhéingige
Vektoren in V, so ist (v1,...,v,) eine Basis von V.

Bewers Andernfalls konnte man (vy,...,v,) nach dem Basisergédnzungs-
satz 3.57 um k > 1 Vektoren aus einer Basis (wy,...,wy) zu einer Basis
ergdnzen. Dann jedoch gibe es eine Basis der Lange n + k im Widerspruch
zur Eindeutigkeit der Basisldnge. m

Beispiel 3.65: Die Vektoren v; = (1,0) und v, = (0,1) bilden eine Basis

des IR2.
/\1(5)—1—)\2((1))—0 = M=A=0

Es sind somit v; und v; linear unabhingig und bilden wegen dim(IR?) = 2
eine Basis.

Als Anwendung der in diesem Kapitel entwickelten Theorie untersuchen
wir abschliefSend die Dimension von Summen von Untervektorraumen.

Satz 3.66: Seien U, W Untervektorrdume eines endlich erzeugten Vektor-
raums. Dann gilt

dim(U + W) = dim(U) + dim(W) —dim(U N W) .

Bewers Sei dim(U) = n, dim(W) = m und zunidchst UNW = {0}. Wir
wéhlen Basen (uy,...,u,) und (wy,...,w,) von U bzw. W. Die Vektoren
(u1,..., Up,w1,..., Wy) erzeugen dann U + W: Fir v € U + W existieren
uelUundw € Wmitv =u+w. Wegenu =Y ;' ; Aju; und w = Y | pjw;
fir gewisse A;, u; € K folgt

m:

Zyzwz,

alsov € L(uy,...,Uup, w1,..., Wy). Weiter sei

=) Aiui+ Zylwl

I
—_

i

Es folgt

und damit Y ' ; Aju; € UNW, also Yi; Aju; = 0. Aus der linearen Unab-
hangigkeit von (u1,...,u,) folgt A; = 0,1 <i < n. Analog erschlieS8t man
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ui = 0,1 <i < m.Esistalso (uy,...,Uy, w1,..., wy) linear unabhéngig,
erzeugend und damit eine Basis von U + W.

Sei nun dim(UNW) =k > 0 und (vy, ..., ) eine Basis von U N W. Nach
Satz 3.57 ergdnzen wir zu einer Basis (v1, ..., 0k, U1,...,U,—x) von U und
andererseits zu einer Basis (vy,..., 0, W1, ..., Wy i) von W. Sei

B=(v1,...,00,U1,.  Uy_j, W1, -, W)

Wir zeigen, dass B eine Basis von U + W bildet.

Lineare Unabhingigkeit: Man hat u; ¢ UNW, weil sonst dim(UNW) > k
gdlte aufgrund der linearen Unabhdngigkeit von vy,..., vk, Uy, ..., Uy .
Analog erkennt man w; ¢ U N W. Weiter sind die Vektoren uj, ..., u,_; und
w1, ..., Wy_k linear unabhédngig: Die Vektoren uy, ..., u,_yund wy, ..., W,k
sind fiir sich genommen linear unabhéngig, weil sie aus einer Basis stam-
men. Wir nehmen jetzt, an, fiir irgendein u; gilte u; € L(wy, ..., Wy k).
Dann gélte insbesondere u; € U N W, aber das ist nach obigen Uberlegun-
gen nicht moglich. Also liegt kein u; in L(wy, ..., wy_k), und daher sind
die Vektoren linear unabhingig.

Erzeugend: Sei jetzt v € U + W beliebig. Dann existieren u € U und
w € W mit v = u + w. Weil B Basen von U und von W enthilt, lassen sich
u und w als Linearkombinationen von Vektoren aus B schreiben und damit
auch v (Linearkombinationen von Linearkombinationen sind wiederum
Linearkombinationen). n

Folgerung 3.67: Sei V ein Vektorraum mit dim (V) = n, U;, U Unterrdume
und V = U; @ Up. Dann gilt dim(U; ) + dim(Uz) = n.

3.4.4 Exkurs: Nicht endlich erzeugte Vektorraume

Wir betrachten den Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem Intervall
[0,1], also C[0, 1] und definieren stetige Funktionen z,, durch

1
0, x¢ [m, ?]
zy(x) = L, x= (g +5)/2 ,nEN.
linear auf den Zwischenintervallen

Das n-Tupel (z1,...,zy) ist linear unabhéngig fiir jedes n € IN. Abbildung
3.3 zeigt die Funktionen z1, 25, z3, wobei die , Dreiecke” von rechts nach
links jeweils die Graphen der Funktionen fi, f», f3 darstellen. AufSerhalb
sind die Funktionswerte jeweils gleich Null.

Satz 3.68: Der Vektorraum C|0, 1] ist nicht endlich erzeugt.

Bewers Wir nehmen an, C|0, 1] sei endlich erzeugt und besifie deswegen
eine endliche Basis. Dann gilt dim(C|0,1]) = m fiir ein bestimmtes m € IN.
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23 ¥4 4

=

Abbildung 3.3: Funktionen z;, z; und z3

Da die Funktionen zy, ...,z linear unabhéngig sind, ist B = (z1,...,zn)
nach Bemerkung 3.64 eine Basis von C[0,1]. Weil fiir 0 < x < m%rl und
1 <i < m aber z;(x) = 0 gilt, liegt die stetige Funktion f(x) = 1 nicht
in L(z1,...,2zm). Also ist B keine Basis, da nicht erzeugend. Dies ist ein
Widerspruch. m

Es erscheint wegen Satz 3.68 wiinschenswert, den Basisbegriff auf nicht
endlich erzeugte Vektorraume auszudehnen. Dazu erweitern wir zunéchst
den Begriff des n-Tupels.

Definition 3.69: Fiir eine beliebige geordnete Indexmenge I (z. B. die reel-
len Zahlen) und einer Menge X # @ bezeichnet man (4;);c; mita; € X Vi €
I als Familie.

Im Fall einer endlichen Indexmenge handelt es sich bei einer Familie um
ein n-Tupel, im Fall einer abzdhlbar unendlichen Indexmenge I um eine
Folge. Wir definieren nun durch Zuriickfiihrung auf den endlich erzeugten
Fall:

Definition 3.70: Sei V ein Vektorraum und (v;);c; eine Familie von Vekto-
ren.

1. (Lineare Hiille) Sei L(v;);c; die Menge aller Vektoren, die sich als
Linearkombination von endlich vielen Vektoren vy, ...,v, € (v;)ic]
darstellen lassen.

2. (Erzeugendensystem) Gilt L(v;);c; = V, so nennt man (v;);c; ein
Erzeugendensystem.

3. (Lineare Unabhingigkeit) Eine beliebige Familie heifst linear unab-
hiangig, wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhéngig ist.

Bemerkung 3.71: Die eindeutige Darstellbarkeit eines Vektors als Linear-
kombination von Basisvektoren nach Bemerkung 3.44 gilt sofort in beliebi-
gen Vektorraumen durch Auswahl einer endlichen Teilfamilie.
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Beispiel 3.72: Die Funktionenfolge (f;);en von oben ist offenbar linear un-
abhdngig im Sinne von Definition 3.70, aber kein Erzeugendensystem von
Cl0,1], weil z.B. die (stetige) konstante Funktion g(x) = 1 nicht dargestellt
werden kann: Auf [1/2,1] ist nur die Funktion f; ungleich der Nullfunktion,
zugleich aber ist kein Vielfaches von f; die Funktion g.

Jetzt stehen die Konzepte zur Verfiigung, um den Basisbegriff auf beliebige
Vektorrdume ausdehnen zu konnen.

Definition 3.73: Sei V ein K-Vektorraum. Eine Familie B = (v;)je; C V
heifdt Basis oder minimales Erzeugendensystem von V, wenn B linear unab-
héngig ist und wenn gilt L(B) = V.

Bemerkung 3.74: Die Familie f, ... ist kein Erzeugendensystem und daher
auch keine Basis von C|0, 1].

Sei C¥[0,1] die Menge aller k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf
[0,1]. Dann ist nach der Summen- und Faktorregel der Analysis C¥[0,1] ein
Vektorraum, und fiir alle k ist C<*1[0, 1] ein echter Unterraum von C[0,1] .
Keiner dieser Raume hat endliche Dimension; man kann zum Nachweis
analoge Funktionenfolgen zu fi, ... wie oben konstruieren, keine dieser
Funktionenfolgen ist eine Basis. Es gilt aber:

Satz 3.75: Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Zum Beweis dieses Satzes lassen sich die Techniken aus dem endlich er-
zeugten Fall nicht anwenden. Der Beweis verwendet stattdessen Hilfsmittel
aus der Mengenlehre und wird hier ausgelassen. Zudem ist er nicht kon-
struktiv, er gibt also keinen Hinweis, wie man eine Basis eines eventuell
unendlichdimensionalen Vektorraums konstruieren konnte.

Bemerkung 3.76: Man konnte dazu neigen, den recht abstrakten Begriff
der Familie durch den eher vertrauten Begriff einer Folge zu ersetzen.
Damit aber liefSfe man nur abzdhlbare Basen zu, was a priori nicht zu
rechtfertigen wére. In der Tat kann man zeigen, dass fiir alle k € IN die
Vektorraume C¥[a, b] iiberabziihlbare Basen besitzen. Konkret angeben lasst
sich keine von ihnen.

3.4.5 Exkurs: Hyperebenen im R"

Mit der jetzt zur Verfiigung stehenden Theorie konnen wir Geraden in
R? und Ebenen in R® zur Hyperebene in allgemeinen endlich erzeugten
Vektorrdumen verallgemeinern. Wir gehen von der Beobachtung aus, dass
man eine Gerade in der Ebene als verschobenen Untervektorraum deuten
kann. Der Unterraum besitzt die Dimension 2 — 1 = 1. Analog ldsst sich eine
Ebene in R? als verschobenen Untervektorraum der Dimension 3 — 1 = 2
deuten. Dies fiihrt zur folgenden Definition.
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Definition 3.77: Sei V ein K-Vektorraum, dim(V) = n, U ein Untervektor-
raum mit dim(U) = n — 1 und p € V beliebig.

1. Dann heifst
H(U;p) =p+U:= {x EVix=p+uuc u}
Hyperebene, p heifst Aufpunkt der Hyperebene.

2. Existieren linear unabhéngige Vektoren vy, ...,v,_1, so dass
n—1
H={xeV|x=p+ ) avj,a; €K} (3.1)
i=1

gilt, dann heiflen vy, . . ., v,,_1 Richtungsvektoren von H, die Darstellung
einer Hyperebene in Formel (3.1) heifst Parameterform der Hyperebene.

Bemerkung 3.78: Seien U, V, p wie oben.
1. Jede Hyperebene H besitzt eine Parameterdarstellung.
2. Richtungsvektoren sind nicht eindeutig.

3. Sei H = p + U eine Hyperebene. Dann ist jeder Vektor p’ := p+ u
mit u € U ebenfalls Aufpunkt.

BEWwWEIS

1. Nach Folgerung 3.58 besitzt U eine Basis, deren Basisvektoren die
Richtungsvektoren von U bilden.

2. Wir wiahlen eine Basis B von U und irgendeinen Vektor 0 # u €
U\ B. Nach dem Austauschlemma 3.60 kann man dann eine neue
Basis bilden, indem man dann einen geeignet gewihlten Vektor in B
durch u ersetzt, erhilt so eine neue Basis von U und damit andere
Richtungsvektoren von H.

3. Offenbar gilt u + U = U aufgrund der Abgeschlossenheit von U. Also
hat man

HUWp) =p+U=p+u+U)=(p+u)+U=HU;p). a

Beispiel 3.79:

1. Sei V = R2. Dann wird jede Hyperebene in V durch einen Richtungs-
vektor v und einen Aufpunkt p erzeugt, so dass

H={xcR?|x=p+av,acR}

gilt und wir wie vorgesehen eine Gerade in der Ebene erhalten.
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2. Eine Hyperebene in R? ist gegeben durch
H = {x S 1R3 | X =p—+a101 + a0, 1,82 € ]R}

Ebenen in R? sind also Spezialfille von Hyperebenen; die lineare
Unabhingigkeit der beiden Richtungsvektoren bedeutet, dass die bei-
den die Ebene aufspannenden Vektoren nicht in die gleiche Richtung
zeigen (in dem Fall erhielte man ja eine Gerade und keine wirkliche
Ebene).

02

Bemerkung 3.80: Hyperebenen sind genau dann Unterrdume von V, wenn
sie den Nullvektor enthalten, im Allgemeinen also nicht. Daher besitzen
sie keine Dimension im Sinne unserer Definition 3.63.

Wir beschranken uns im folgenden auf den Fall V = R".

Satz 3.81: Sei V = IR" und H eine Hyperebene. Dann existiert ein Norma-
lenvektor w € R™ \ {0} mit

H={(x,w) = {p,w)}
Der Vektor w ist bis auf seine Lange eindeutig festgelegt.

BewEels Wir holen den Beweis nach, wenn die erforderliche Theorie entwi-
ckelt worden ist. -

Definition 3.82: Die Gleichung (x, w) = (p, w) heiflt Normalgleichung oder
auch Normalform der Hyperebene. Eine Normalform mit ||w|| = 1 heifst
Hessesche Normalform.

Bemerkung 3.83:

1. Sei w = (w;)!_, ein Normalenvektor der Hyperebene H und p € H.
Sei weiter (p, w) = ¢ € R. Dann lautet die Normalform von H:

i wix;i =¢C.
i=1
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2. Nach 1. besteht ein lineares Gleichungssystem mit m Gleichungen
und 7 Unbekannten aus m Hyperebenen in R", die in Normalform
vorliegend die Zeilen des linearen Gleichungssystems bilden. Da
ein Losungsvektor x = (x;)?_; alle Gleichungen gleichzeitig erfiillen
muss, erfiillt er alle Normalgleichungen dieser Hyperebenen zugleich,
liegt also in deren Schnittmenge. Die Charakterisierung der Menge
aller Losungen eines linearen Gleichungssystems als Schnitt von m
Hyperebenen in R" verallgemeinert die geometrische Deutung von
3 x 3-Systemen aus Kapitel 2.3.2 auf beliebige lineare Gleichungssys-
teme.

Soll eine Normalform einer Hyperebene, die ja parameterfrei ist, aus einer
Parameterform berechnet werden betrachtet man die Parametergleichung
als lineares Gleichungssystem und versucht, alle Parameter zu eliminieren.
Das Ergebnis ist eine parameterfreie Darstellung, also eine Normalform.
Aufgrund von Satz 3.81 ist dies immer moglich. Zur vereinfachten Berech-
nung von w im Fall R? und R?® verweisen wir auf Kapitel 2.2.2.

Beispiel 3.84: Wir demonstrieren das allgemeine Vorgehen anhand von R®.
Gegeben sei eine Ebene in Parameterform durch

3 1 -1
x=|0)4a |1]4+ar]| 3
1 0 —1

Die Parametergleichungen fithren zum linearen Gleichungssystem

x1= 3 +a; —ap

Xy = a1 + 30
X3 = 1 — K2
X1 — Xp = 3 —4.0(2
X3 = 1 — N
X1 —x2—4x3 = -1

Zur Umrechnung einer Normalform in eine Parameterform werden n — 1
linear unabhéngige Vektoren v; bendtigt mit v; L w. Sie konnen z. B. mit
dem folgenden Verfahren erzeugt werden.

Gegeben sei ein Normalenvektor w = (w;)? ;. Wegen w # 0 existiert
mindestens ein w; # 0. Fiir jeden auf w senkrechten Vektor fithre man
folgende Schritte durch:

1. Man vertausche w; mit einer anderen Komponente w;; j # i.
2. Man édndere das Vorzeichen von w; im so erzeugten Vektor.

3. Man setze alle Komponenten wy = 0 fiir k # i, .
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Weil man bei einem Vektor der Lange n genau n — 1 verschiedene Mog-
lichkeiten hat, j # i zu wahlen, entstehen so n — 1 Vektoren, die nach
Konstruktion senkrecht auf w stehen. Fiir ein Beispiel hierzu verweisen wir
auf Beispiel 2.70.

3.5

Polynome

Als eine einfache Anwendung der zuvor entwickelten Theorie betrachten
wir Polynome, die zum einen in den verschiedensten Bereichen der Mathe-
matik verwendet werden, und die zum anderen mit algebraischen Mitteln
behandelt werden kénnen.

Definition 3.85:

1.

4.

Ein Polynom oder ganzrationale Funktion p : K — K ist eine Funktion
der Gestalt

n
p(x) =ag+ a1x + x4 Fax" = Z apxk (3.2)
k=0
mit den Koeffizienten a, € K,k =0,1,2,...,n. Der Koeffizient a,, heifst
Leitkoeffizient. Im Fall a,, = 1 heifst p normiert.
Die Funktion p(x) = 0 heifst Nullpolynom.

Ist a, # 0, so heifst n Grad des Polynoms, Schreibweise deg(p) = n.
Weiter sei deg(0) = —oo.

Sei P, die Menge aller Polynome mit einem Grad von hochstens 7.

Bemerkung 3.86:

1.

In der Algebra wird zwischen einem Polynom als einer endlichen
Koeffizientenfolge mit Koeffizienten aus einem abstrakten Korper K
und einer Polynomfunktion p : K — K im Sinne von Definition 3.85
unterschieden (vgl. z. B. [2]). Das ist unerlédsslich, wenn man Polynome
tiber endlichen Korpern betrachtet. Da wir uns auf die Korper R
oder C beschrianken, identifizieren wir im Folgenden Polynome und
Polynomfunktionen.

. Durch den Ubergang des Laufindizes von k nach n — k in Formel (3.2)

erhilt man sofort

n n
p(x) = 2 apxk = Z a, px"k
k=0 k=0
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Wir werden nachfolgend zeigen, dass jedes Polynom vom Grad n hochstens
n Nullstellen besitzt. Vorbereitend dafiir betrachten wir das Abspalten von
Linearfaktoren.

Satz 3.87: Sei xo € K beliebig und p ein Polynom mit deg(p) = n € IN.
Dann gilt fiir alle x € K:

p(x) = (x = x0)pu-a1(x) +7

mit einem Polynom p,_1 vom Grad n —1 und r € K.

BewEers Wir fithren den Beweis mittels vollstandiger Induktion. Fiir n =1
gilt

p1(x) = a1x + ag
= a1(x — xp) + a1xo + a0
=ai1(x —xp) +r

Die Behauptung gelte nun fiir n. Dann errechnet man

pusa (%) = pu(x)x + a0

= ((x - xO)Pnfl(x) + r) - X+ ag
=0

—_——
= x(x — x0)pu—1(x) + rx + ap+ rxo — rxo
= x(x — x0)pu—1(x) + r(x — x0) + rxo + a9
”(x) S
———— "
= (x —x0) (xpu_1(x) +7) + rxo+ap
= (x — x0)Pn(x) +s

und erhélt die Behauptung fiir n + 1. m
Bemerkung 3.88: Seien x, p, n wie in Satz 3.87.

1. Es gilt r = p(xo).

2. Ist xg Nullstelle von p, dann gilt

p(x) = (x = x0)pn1(x).

BEwEIs

1. Es gilt p(x0) = (x0 — x0)pu—1(x0) +7 =r.

2. Man hat dann 0 = p(xp) = r nach 1.) n

Eine wiederholte Anwendung von Bemerkung 3.88 auf p,_; liefert folgen-
den Satz.
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Satz 3.89: Hat ein Polynom p mit deg(p) = n € IN genau n Nullstellen,
dann gilt die Faktorzerlegung

pu(x) = (x —x1) (x = x2) - - (¥ = X ).
Daraus folgt direkt:

Satz 3.90: Ein Polynom vom Grad n € IN hat hochstens n Nullstellen.

Satz 3.91: Hat ein Polynom vom Grad < n mehr als n Nullstellen, dann ist
es das Nullpolynom, d.h. es gilt agp =a; = ... =4, = 0.

Bemerkung 3.92: Satz 3.90 besagt nicht etwa, dass ein reelles Polynom
vom Grad n genau n reelle Nullstellen aufweisen miisste. So etwa besitzt
das Polynom p(x) = x? + 1 iiberhaupt keine reelle Nullstelle. Eine solche
Aussage gilt aber sehr wohl fiir K = C.

Satz 3.93 (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes nichtkonstante Polynom
besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

Ein vollstindiger Beweis des Fundamentalsatzes wurde zuerst 1799 von
C.F. Gauf in seiner Dissertation gefiihrt. Wir verzichten hier aus Griinden
des Aufwandes auf einen Beweis.

Folgerung 3.94: Jedes Polynom vom Grad n € IN weist genau n komplexe
Nullstellen auf.

BewErs Sei p ein Polynom vom Grad n. Mit einer Nullstelle xq gilt dann
nach Bemerkung 3.88 p(x) = (x — x0)pn—1(x). Da nach dem Fundamental-
satz der Algebra p,_; wieder eine Nullstelle besitzt, wendet man Bemer-
kung 3.88 auf p,_1 an und fahrt solange fort, bis die Faktorzerlegung von
p erreicht ist. n

Beispiel 3.95: Das Polynom p(z) = z? + 1 besitzt die komplexen Nullstel-
len i und —i (vgl. Abb. 3.4). Die Hohe der Flache entspricht dem Absolut-
betrag von p(z), ihre Farbung dem Argument von p(z), also dem Winkel
in Polarkoordinatendarstellung. Eine komplexe Zahl mit einem Argument
von 0, 7t und 27t entspricht somit einer reellen Zahl, bei einem Argument
von 71/2 oder 3/27 ist sie rein imaginar.

Bemerkung 3.96: Dass jedes Polynom (komplexe) Nullstellen besitzt, be-
deutet nicht, dass man sie immer berechnen konnte. Die Nullstellen eines
Polynoms vom Grad 2 lassen sich mit der bekannten pg-Formel ausrechnen,
die schon in der Antike bekannt war. Fiir Polynome vom Grad 3 und 4
existieren ziemlich komplizierte Analoga, die sog. Cardanischen Formeln, die
in der Renaissance von Cardano erstmalig veroffentlicht wurden. Die Suche
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2
z-+1 -

3n/2

[22+1]
3
arg(z2+1)

-15. -1 Re(z)

Abbildung 3.4: z2 4 1 als komplexes Polynom

nach einer derartigen Formel fiir Polynome vom Grad mindestens 5 verlief
tiber Jahrhunderte erfolglos, bis Abel 1824 mit algebraischen Methoden
zeigte, dass es diese nicht geben kann. In der Praxis ist man daher in den
allermeisten Fillen auf Naherungsrechnungen zur Nullstellenbestimmung
angewiesen.

Wir betrachten nun Polynome als Elemente von Vektorraumen. Polynome
werden als Funktionen punktweise addiert, ebenso erklart man ein skalares
Vielfaches eines Polynoms.

Satz 3.97: Seien p,q € P,. Dann sind fiir A € K sowohl Ap als auch (p + q)
Polynome, und es gilt

deg(Ap) <n,  deg(p+q)<n

Bewers Die Polynome p und g besitzen die Darstellung p(x) = Y7, axx*
und g(x) = Y7 brxk, und deswegen gilt (p +4) (x) = Lo (axxk + bpx*) =
Yr_o(ax + br)xk. Es handelt sich also um ein Polynom mit Hochstgrad .
Die zweite Aussage folgt analog aus der Darstellung (Ap)(x) = Y7, Aagxk.

Folgerung 3.98: Sei 4 die Addition von Funktionen und - die Multipli-
kation einer Funktion mit einem Skalar. Dann bildet (P,, +,-) einen K-
Vektorraum.
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BewErs Da Polynome als Produkte und Summen stetiger Funktionen stetig
sind, zeigen wir, dass P, ein Untervektorraum von C(K) bildet. Die Abge-
schlossenheit im Sinne der Definition 3.27 ist genau die Aussage von Satz
3.97. n

Wir werden nun die Dimension von P, bestimmen und eine Basis angeben.

Satz 3.99: Die Funktionen 1, x, x2, ..., x" bilden eine Basis des Vektorraums
Py, und es gilt
dim(P,) =n+1.

Bewers Nach Konstruktion von P, bilden die Funktionen 1, x, x2, ..., x" ein
Erzeugendensystem von P,. Zu zeigen bleibt die lineare Unabhédngigkeit.
Der Nullvektor in P, ist das Nullpolynom, die Funktion p(x) = 0Vx €
K. Offenbar ist diese als triviale Linearkombination der Funktionen x*
darstellbar. Wir miissen nun zeigen, dass dies die einzige Darstellung des
Nullpolynoms ist. Wir fithren den Beweis mittels vollstindiger Induktion
tiber den Polynomgrad n. Im Fall n = 0 folgt sofort ap = 0. Sei jetzt die
Behauptung bewiesen fiir n — 1. Wir schreiben

n—1
pu(x) =) apx’ +a,x" =0

k=0
——

=pu-1(x)

mit deg(py—1) = n — 1. Wire a,, # 0, dann miisste p,_1(x) = —a,x" gelten,
also deg(pn—1) = n > n — 1. Dies ist ein Widerspruch, also a, = 0. Nach
Voraussetzung folgt weiter a9 = - - - = a,_1 = 0. -

Bemerkung 3.100:
1. Die Basis (1,x,...) aus Satz 3.99 wird Monombasis genannt.

2. Der Koeffizientenvektor (ao, ..., a,) bildet die Koordinaten des Poly-
noms p,(x) = Y}_, axx* beziiglich der Monombasis. Aufgrund der
Eindeutigkeit der Koordinatendarstellung nach Bemerkung 3.56 sind
die Koeffizienten eines Polynoms eindeutig festgelegt.

3. Stimmen zwei Polynome p,q € P, in mindestens (n + 1) Stellen
tiberein, dann sind sie gleich, d. h. fiir

pu(x) = Zakxk und g, (x) = Z byxk
k=0 k=0

gilt dann
aj :bk,k:O,l,...,n.
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Bewers Das Differenzpolynom
dn(x) = pu(x) — qn(x Zak—bk

hat nach Voraussetzung mindestens n + 1 Nullstellen. Also gilt d,,(x) =0
nach Satz 3.91. |

Wir kommen nun zu einer ersten konkreten Anwendung von Polynomen.
Wir nehmen an, dass zu bestimmten Zeitpunkten ty < ... < t, Messungen
irgendeiner physikalischen Grofie durchgefiithrt wurden. Mochte man nun
nachtraglich vielleicht zu Auswertungszwecken einen Messwert zwischen
zwei Messzeitpunkten generieren, muss man aus den vorhandenen Daten
eine Funktion f erstellen, die zu den Messzeitpunkten die gemessenen
Werte annimmt. Wertet man dann f zu einem Zwischenzeitpunkt aus, hofft
man so einen brauchbaren Ersatzwert fiir eine reale Messung, die ja dort
nicht stattgefunden hat, zu erhalten. Man spricht von Interpolation von
Daten. Es liegt nahe, f als Polynom anzusetzen. Es stellt sich die Frage, ob
die Interpolationsaufgabe iiberhaupt immer eindeutig losbar ist.

Satz 3.101: Gegeben seien die n + 1 Punkte (xg, yx),0 < k < n mit paarweise
verschiedenen xi. Dann existiert genau ein p, € P, mit iy, = pn(x;) V0 <
k < n. Dies ist das sogenannte Interpolationspolynom.

Bewzis Die Eindeutigkeit folgt sofort aus Bemerkung 3.100. Die Existenz
zeigen wir durch Induktion tiber n. Fiir n = 0 wihle man p,(x) = yo.
Sei nun die Behauptung gezeigt fiir n — 1. Das Polynom p,,_; interpoliere

(x0,Y0), -+, (Xn—1,Yn—1)- Setze py(x) = py—1(x) + g(x) mit

(x —xp) -+ (x — xp1)
(xn - xO) e (xn — Xp-1
Man hat g € P,, nach Folgerung 3.98 also auch p,, € P, und weiter q(xx) =0
fur k < n — 1, weil dann immer ein Linearfaktor im Zihler den Wert 0
annimmt. Es gilt also p,(xx) = yi fur k < n — 1. Weiterhin gilt g(x,) =
Yn = Pu-1(Xn), also pu(xn) = Yn- m
Beispiel 3.102: Wir betrachten die drei Punkte (—2,1),(—1,—1) und (1,1).
Nach Satz 3.101 legen diese Punkte eine interpolierende Parabel p;, eindeu-
tig fest. Diese kann man mit der Definition von p, aus dem Beweis des
Satzes 3.101 bestimmen. Fiir eine Handrechnung und wenige zu interpo-
lierende Punkte erweist sich folgender Ansatz als ebenfalls geeignet. Die
allgemeine Form des Polynoms ist pp(x) = ax? + bx + c. Einsetzen der drei
Punkte ergibt die Gleichungen

(1/1): = a+b+c
(-1/-1): —-1=a—-b+c
(=2/1): 1= 4a—-2b+c

q(x) = )(yn — Pn-1(xn))
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und fiithrt damit zum Gleichungssystem

1 111
1-11|-1
4-21]|1
Man errechnet als Losung a = 1,b = 1,c = —1 und erhalt

pa(x) = x> +x —1.

Bemerkung 3.103: In vielen Fillen werden Polynome vom Grad n auf Teil-
mengen M C K eingeschrankt. Man bezeichnet solche Polynomrdaume mit
P,(M). Enthélt M mehr als n + 1 Elemente, dann gelten alle Aussagen die-
ses Kapitels unverdndert, weil dann nicht alle Elemente von M Nullstellen
sein kdnnen und man deswegen mit Satz 3.91 schlieffen kann wie oben
geschehen. Insbesondere gelten alle Aussage dieses Kapitels fiir simtliche
offenen Mengen (sie enthalten alle unendlich viele Elemente), alle echten
reellen Intervalle [a,b] mit 2 < b und alle Kreisscheiben |z — zg| < r C C
mit r > 0.

Wir zeigen abschlieffend ein Verfahren, mit dem man die lineare Abhéngig-
keit von Polynomen einfach bestimmen kann. Seien p1(x),..., pu(x) € Py.
Aus

n
Y Aipi(x) =0 (33)
i=0
muss fiir lineare Unabhéngigkeit Ay = A, = - -+ = 0 folgen. Jedes Polynom

pi(x) lasst sich schreiben als
- k
pi(x) = Z agx".
k=0

Einsetzen in Gleichung (3.3) und Umordnen der Summanden ergibt

n m m n
0= )\i (Z akixk> = Z (Z )\iaki) xk.
=1 k=0 i=1

i k=0

Aus der linearen Unabhéngigkeit der Monome folgt

n

Zaki)LiZO VO<k<m

i=0
Dies ist ein lineares Gleichungssystem in (A4, ..., A,), dessen Spalten durch
die Koeffizientenvektoren der einzelnen Polynome gebildet werden. Gibt
es andere Losungen als Ay = --- = A, = 0, sind die Polynome linear
abhingig, sonst linear unabhidngig. Man {iiberpriift also die lineare Un-
abhingigkeit von Polynomen anhand der linearen Unabhdngigkeit ihrer
Koeffizientenvektoren.
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Beispiel 3.104: Die Polynome

pi(x) = (1-x)% pa(x) =(1—2x)x; ps(x) =27

sollen auf lineare Unabhéngigkeit gepriift werden. Wir berechnen zunéachst
die Koeffizientenvektoren.

pr(x) =(1—x)>=1-2x+1x* = apy = 1,a11 = —2,a31 = 1
pa(x) = (1—x)x = O+1x—x®>=ap=0,a1p = 1,40 = —1
pg(x) = xz = 4g3 = 0,5!13 = 0,a23 =1

Das zu losende Gleichungssystem lautet somit:

1 00]|0
—2 10/0 [+2-()
1-11[0 |—()
1 00|0
0 10/0
0-11/0 +(II)
1 00|0
0 10/0
0 01[0

Daher ist allein Ay = A; = A3 = 0 Losung, und die Polynome sind linear
unabhéngig.

3.6 Skalarprodukt, euklidische und unitire Raume

In Kapitel 2 hatte sich erwiesen, dass sich wesentliche geometrische Zusam-
menhénge in R" wie Lagebeziehungen von Geraden und Ebenen, Abstands-
berechnungen, Winkelbestimmung u. s. w. unter Riickgriff auf Norm und
Skalarprodukt untersuchen lassen. In Kapitel 3.3 wurde der Vektorraum
R" zum allgemeinen K-Vektorraum erweitert, so dass es naheliegt, die geo-
metrischen Betrachtungen in R” auf allgemeine Vektorraume auszudehnen.
Wir gehen daher von K € {IR,C} aus und erweitern zunéchst die Definition
2.4 des Skalarprodukts von R" auf allgemeine K-Vektorrdaume, indem wir
wie schon in dhnlichen Fillen zuvor jede Abbildung (-,-) : V x V — K ein
Skalarprodukt nennen, die die in Definition 2.4 geforderten Eigenschaften
besitzt. Danach werden wir eine Norm, also einen Abstandsbegriff auf
allgemeinen K-Vektorraumen definieren. Dann ldsst sich analog zu Kapitel
2 fortfahren.

Definition 3.105: Sei V ein K-Vektorraum. Eine Abbildung (-,) : V. x V —
K heifst Skalarprodukt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:
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SP1: Va,b e V:
(b,a) fuirK=R
(a,b) =

(b,a) furK=C.

SP2 Va,b,c e V:

SP3: Va € K gilt

(a,ab) fur K =R
(aa,b) = afa,b) =
(a,wb) fir K =C.

SP4: (positive Definitheit) Va € V' \ {0} : (a,4) > 0, und (0,0) = 0.

Bemerkung 3.106: Um die positive Definitheit SP4 formulieren zu kénnen,
muss (a,a) immer eine reelle Zahl sein, auch wenn a komplexe Anteile
enthélt, weil nur R die Ordnungsrelation ,>" besitzt. Man erreicht dies
fir K = C, indem man in die Symmetriebedingung an das Skalarprodukt
wie in SP1 modifiziert. Dann gilt ndmlich Va € V : (a,a) = (4,4), und
deswegen Im((a,a)) = 0.

Beispiel 3.107: Ein Skalarprodukt auf IR” nach Definition 2.4 (Kapitel 2.1)
ist auch Skalarprodukt im Sinn von Definition 3.105, und deswegen sind
die beiden Definitionen 2.4 und 3.105 miteinander konsistent.

Wir werden zunichst in Analogie zum euklidischen Skalarprodukt das
Standardskalarprodukt auf C" definieren.

Definition 3.108: Auf C" sei fiir a = (a;)!_,b = (b;)!_; das Standardska-
larprodukt definiert durch

(a,b) := iuibi'. (3.4)
i=1

Beispiel 3.109:
1. Seiena = (1,-1)T,b = (1+4i,2 —i)T € C2. Dann gilt
(a,b) =1-14+i+(-1)-2—i=(1—-i)—(24+i)=-1-2ieC

und weiter (a,a) = 2 sowie (b,b) = (1 —i)(1+i)+ (2—i)(2+1i) =
24+5=7€elR.
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2. Fir Vektoren mit reellen Komponenten entspricht das Standardska-
larprodukt auf C" genau dem euklidischen Skalarprodukt auf R".

Wir definieren nun ein abstraktes Skalarprodukt auf dem Vektorraum der
stetigen Funktionen, der sich ja wesentlich von K" unterscheidet.

Beispiel 3.110: Seien f, g € C[a, b]. Auf C[a, b] wird durch

b
(f,8) = [ f)-g(x)ax ©5)
ein Skalarprodukt definiert.
BeEwEis Auf einem beschrdankten und abgeschlossenen Intervall nehmen
stetige Funktionen nach einem Satz von Weierstrafs ihr Minimum und

Maximum an. Es existiert also & = max,c[, (f - ¢)(x) € Rund g =
min,c i, (f - 8)(x) € R, weil f - g stetig ist. Damit gilt

b
(f, 8) §/ adx=ab—a) < oo
a
b
(,8) = [ Bax=po—a) > —e,
und daher ist die Abbildung (-,-) : V — R wohldefiniert, weil ja das

Integral immer einen endlichen Wert annimmt.
SP1:

(f8) = [ f2) - g e
=[5 fydx = (5.f)
SP2:

b
(frg+1)= [ F()- (3(x) +h(x)) dx
b

= | (f(x)-8(x)) + (f(x) - h(x)) dx

SP3:
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SP4:
)= [ P

Im Fall f = 0 gilt (f, f) = fabde = 0. Sei f # 0. Dann gilt f> > 0, und
es existiert ¥ € [a,b] mit f(¥) # 0, also f2(%) > 0. Wir nehmen zunéchst
% #aund £ # b an. Sei f>(¥) = e > 0. Aufgrund der Stetigkeit von f>
existiert ein 6 > 0: f2(y) > ¢/2Vy im offenen Intervall [ = (¥ — 6, % + J).
Man beachte dazu, dass nach unserer Annahme ¥ € (a,b) gilt und daher
ein § > 0 existiert mit (¥ — 3, % +J) C [a,b], aus dem man eventuell durch
abermaliges Verkleinern I gewinnen kann. Daher gilt

.0)= [ Plods> [ Pz o220 >0

Im Fall x = a gilt mit derselben Schlussweise f2(y) > ¢/2 auf [a,a + ) und
deswegen

(f.f) = /bfz(x) dx > /HfZ(X) dx > /28> 0.

Analog argumentiert man im Fall x = b mit dem Intervall (b — J,b]. Es
folgt damit SP4. n

Beispiel 3.111: Gegeben seien f(x) = 1 und g(x) = x auf dem Intervall
[—1,1]. Sowohl f als auch g sind stetige Funktionen. Man errechnet

1
(1,x>:/ 1-xdx:1x2\1_1:0
1 2

Definition 3.112: Ein reeller Vektorraum gemeinsam mit einem Skalarpro-
dukt heifse Euklidischer Vektorraum, ein komplexer Vektorraum mit einem
Skalarprodukt heifse Unitirer Vektorraum.

Grafisch kann man die Zusammenhénge als Mengendiagramm wie folgt
darstellen:

komplexer VR

euklidischer VR
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Beispiel 3.113: Die Vektorraume R"” mit dem euklidischen Skalarprodukt
und C[a, b] mit dem Skalarprodukt aus Beispiel 3.110 sind euklidische
Vektorrdaume, ebenso natiirlich jeder Unterraum dieser Vektorraume wie
z.B. P,([a, b)).

Zur Definition einer Norm auf einem allgemeinen Vektorraum V gehen
wir in der bewdhrten Weise vor: Wir gehen von der Definition 2.12 einer
Norm auf R" aus und nennen jede Abbildung || - || : V — R, die die in
Definition 2.12 geforderten Eigenschaften aufweist, eine Norm auf V. Die
Konsistenz beider Definitionen ist damit nach Konstruktion gesichert.

Definition 3.114: Sei V ein K-Vektorraum und a,b € V. Eine Abbildung
Il - |l : V— R heifit Norm genau dann, wenn

NO : |4 € R.

N1 : |ja|| > 0.

N2 :|a||=0 < a=0.

N3 : VA € K: |Aa| = |Al]a]

N4 : (Dreiecksungleichung) |la + b|| < ||a|| + ||?]]

Wie im Spezialfall V = R" (vgl. Kapitel 2.1) induziert ein Skalarprodukt
eine Norm.

Satz 3.115: In einem unitdren (bzw. euklidischen) Raum induziert das
Skalarprodukt eine (Standard-)Norm durch

Bewers NO ist fiir euklidische Vektorrdaume klar und folgt fiir unitdre Vek-
torrdaume aus Bemerkung 3.106. Die Eigenschaften N1 — N4 wurden bereits
in Satz 2.13 fiir R" gezeigt. Fiir N1 — N2 haben wir dazu nur die Gleichung
llx|]| = v/ (x, x) verwendet und keine der speziellen Eigenschaften von R”"
bendtigt. Daher sind mit dem dortigen Beweis N1 — N2 schon gezeigt. Es
gilt fiir a € V und A € C nach SP3 ||Aa|| = VA A ||a]|. Sei jetzt A = x + iy.
Nach der dritten binomischen Formel folgt AA = x% + y? = |A|? und damit
N3. Den Beweis von N4 stellen wir kurz zurtick. n

In allen unitdren Vektorrdumen gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,
deren Beweis wir zundchst zuriickstellen.

Satz 3.116: In allen unitdren Vektorrdaumen V gilt die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung
(a,0)] < llal [b] Vabev. (3.6)
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Der Beweis der Dreiecksungleichung N4 auf IR” in Satz 2.32 beruht auf der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Symmetrie des Skalarproduk-
tes, die nur in euklidischen Rdumen gilt. Daher ldsst sich dieser Beweis
unmittelbar nur auf euklidische Vektorrdume iibertragen. Wir zeigen also
N4 fiir unitdre Vektorraume (und damit auch fiir euklidische Vektorrdume)
unter Verwendung der (hier noch unbewiesenen) Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung.

BewErs Beide Seiten der Dreiecksungleichung sind reell und insbesonde-
re nicht negativ. Daher geniigt es, zu beweisen, dass ihre Quadrate die
gewiinschte Ungleichung erfiillen d. h.

(a+b,a+b) < (llaf +[b])*.

Man hat

(a+ba+0b)=(aa)+ (ab)+ (ba)+ (b,b)
Es gilt (b,a) = (a,b) und deswegen (a,b) + (b,a) = 2Re(a,b) < 2|(a,b)|,
weil der Absolutbetrag einer komplexen Zahl mindestens so grof3 ist wie
ihr Realteil. Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (3.6) gilt
dann (a,b) + (b,a) < 2||a|| ||b]|. Mit der ersten binomischen Formel folgt
die Behauptung. m

Beispiel 3.117:

1. Fir V = Cund z = a 4 ib € C induziert das Standardskalarprodukt
(3.4) die Norm

lzll = Vzz =/ (a+ib)(a—ib) = Va + 12 = ],

also den gewohnlichen Betrag komplexer Zahlen.

2. Fiir R" erhdlt man aus dem euklidischen Skalarprodukt die euklidi-
sche Norm (vgl. Kapitel 2.1).

3. Auf V =CJa,b] und f € V induziert das Skalarprodukt aus Beispiel
3.111 die sog. L,-Norm

A= ([ Fe) 67

Sei z.B. [a,b] = [—1,1] und f(x) = x. Dann ist

1
HN@ZM@Z/me
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4. Nicht jede Norm auf einem Vektorraum wird durch ein Skalarprodukt
induziert (vgl. Bemerkung 2.15). So wird die auf C[a, b] in der Analysis
sehr gebrauchliche Maximumsnorm

I flleo := max [f(x)
xX€E[a,b]
von keinem Skalarprodukt induziert.

Bemerkung 3.118: Weil die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt, ist es
auf euklidischen Vektorraumen problemlos moglich, einen Winkelbegriff
wie in Kapitel 2.1.3 zwischen Vektoren einzufiihren. In der Praxis haben
aber Winkel in beliebigen euklidischen Rdumen eine sehr geringe Bedeu-
tung. Winkel in unitdren Rdumen sind dagegen nicht ohne Weiteres wie in
Kapitel 2.1.3 zu definieren, weil das Skalarprodukt in Gleichung (2.10), die
zur Winkeldefinition dienen miisste, komplexe Werte annehmen kann.

3.7 Orthogonalitit in unitaren Vektorriumen

Fiir die analytische Geometrie in R" (vgl. Kapitel 2) hat sich die orthogonale
Projektion eines Vektors auf einen anderen als fundamental herausgestellt.
Man darf also erwarten, dass auch in unitiren Vektorrdumen, die ja R"
verallgemeinern, eine orthogonale Projektion eine wesentliche Rolle spielen
wird. Wir definieren zunédchst Orthogonalitdt in Analogie zur Definition
2.22 in R" auf allgemeinen unitdren Vektorraumen. Der euklidische Vek-
torraum ist ein Spezialfall dessen, so dass wir nur unitdre Vektorrdume
betrachten. Sei im ganzen Kapitel von nun an V ein unitdrer Vektorraum.

Definition 3.119: Seien a,b € V. Es stehen a und b orthogonal zueinander,
falls

(a,b) =0
gilt. Man schreibt a L b.

Bemerkung 3.120: Mit wortgleichem Beweis wie in Satz 2.25 gilt der Satz
des Pythagoras |la + b||> = ||a]|?> + ||b||? fiir a L b in allen unitdren Vektor-
raumen.

Bei der Herleitung der orthogonalen Projektion (2.6) in IR” wurden nur
die Eigenschaften SP2 und SP3 des Skalarprodukts benutzt, wobei skalare
Grofien nur aus dem ersten Argument gezogen wurden. Weil also nur
die Eigenschaften genutzt wurden, die im reellen wie komplexen Fall
gleichermafien gelten, erhdlt man sofort

Satz 3.121: Fir die orthogonale Projektion p,(a) eines Vektors a auf b,
b # 0, gilt in jedem unitdren Vektorraum

pp(a) = EZ Z; b (3.8)
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Wir holen nun den Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung nach
und schliefsen damit die Liicke in unserer Theorie.

Bewers Im Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung auf R" (vgl.
Satz 2.31) werden der Satz des Pythagoras und die Formel fiir die orthogo-
nale Projektion verwendet. Beides gilt unverdndert in unitdaren Vektorrau-
men. Daher gilt der Beweis von Satz 2.31 wortgleich fiir den allgemeinen
Fall.

Wir kehren zur orthogonalen Projektion zurtick. Man erkennt an Gleichung
(3.8), dass sich der Wert von py(a) nicht dndert, wenn man b durch ein
skalares Vielfaches (bis auf den Nullvektor nattirlich) ersetzt. Alle Vektoren
des von b aufgespannten Untervektorraums ohne den Nullvektor fithren
also zur gleichen Projektion, so dass es naheliegt, p,(a) als eine ortho-
gonale Projektion von a auf den Untervektorraum U = L(b) anzusehen.
Insbesondere gilt a — p;(a) L uVu € U. Wir untersuchen jetzt eine solche
orthogonale Projektion auf beliebige Untervektorraume.

Definition 3.122: Sei U ein endlich erzeugter Untervektorraum von V und
a € V. Ein Vektor py(a) € U heifit orthogonale Projektion von a auf U, wenn

a—pu(a) Lu Yuel (3.9)
gilt.

Es stellt sich die Frage nach der Wohldefiniertheit, d. h. ob es immer einen
derartigen Vektor py;(a) gibt und ob er eindeutig ist. Zur Diskussion der
Eindeutigkeit hilft folgender Begriff.

Definition 3.123: Fiir M C V heif3t
Mt ={veV|oLuVYuc M}
das orthogonale Komplement von M.
Bemerkung 3.124:
1. M+ ist ein Untervektorraum von V.
2. Sei U ein Untervektorraum von V. Dann gilt U N U+ = {0}.

Bewers 1.) Es ist die Abgeschlossenheit zu priifen. Fiir u € M; x,y € M+
und A € R gilt:
(x+y,u) = (x,u) + (y,u) =0
(Ax,uy = Ax,u) =0

2.)Seia € UNU". Dann gilt (a,u) = 0Vu € U, da a € U+, also insbeson-
dere (a,a) = 0 wegen a € U und deswegen a = 0. n
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M

Abbildung 3.5: orthogonales Komplement von M = {v}

Beispiel 3.125: Sei V = R%, v = (2,0,0)T und M = {v}, eine Menge mit
nur einem Vektor. Dann gilt M+ = {x € R3] (x,v) = 0}, also fiir die
konkrete Wahl von v genau die (xp, x3)-Ebene. Fiir beliebige Vektoren

v # 0 entspricht M+ der Ebene mit dem Normalenvektor v durch den
Nullpunkt (vgl. Kapitel 2.2 und Abb. 3.5).

Folgerung 3.126: Seien U, V und a wie in Definition 3.122. Die orthogonale
Projektion von a auf U ist eindeutig.

BEwEIs Sei g € Umita —q L uVu € U. Dann gilt g — py(a) € U, aber
wegen

0=(a—qu)=(a—puya),u) Yuel
< (a,u) — (q,u) = (a,u) — (pu(a),u) Yuel
& (g—pula),u)y=0 Yuecl
auch g — py(a) € U+, also nach Bemerkung 3.124 g = py(a). n
Lemma 3.127: Sei U wie zuvor und (uy,...,u,) eine Basis von U. Fiir
v e Vgilt
velt e (vu)=0 V1<i<m

Bewers , =" ist klar. ,<=": Sei u € U beliebig. Dann gilt u = Y_/" ; A;u; mit
A; € K und damit

m m .
(v,u) = <v,2)\iui> =) Ai{v,u) =0.
i=1 i=1
Sei (u1,...,un) eine Basis von U. Existiert py;(a) € U, dann folgt

pula) = iwiui (3.10)
i=1
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mit noch zu bestimmenden Koeffizienten «; und aus Gleichung (3.9) zu-
sammen mit Lemma 3.127:

<a—iaiui,u]’> =0 V1<j<m

m
& (upuj)a; = (a,u;) v1<j<m
i=1
& Ga=b 3.11)
mit dem Koeffizientenvektor a = (ay,...,a,;)T und der Matrix G =

((ui, uj))i "i_1- Die Matrix G wird Gram! zu Ehren Gram-Matrix genannt.
Man wird also auf ein lineares Gleichungssystem in den Koeffizienten
gefiihrt. Die orthogonale Projektion von a auf U existiert daher genau dann,
wenn dieses Gleichungssystem eine Losung besitzt. Wir stellen die Frage
der Losbarkeit zundchst zurtick.

Wie gesehen erfordert die Berechnung der orthogonalen Projektion die
eventuell aufwéndige Losung eines linearen Gleichungssystems. Anderer-
seits hiangt die Matrix G dieses Gleichungssystems unmittelbar von der
Wahl der Basis von U ab. Am besten geeignet erscheint eine Basis von U,
fur die (u;,u;) = 0 far i # j und (u;,u;) = 1 fir i = j gilt, also eine mit
paarweise orthogonalen Basisvektoren der Lange eins. Dann namlich galte
A = E, und das Losen des linearen Gleichungssystems (3.11) entfiele.

Definition 3.128: Sei B = (vy, ..., vy) ein m-Tupel mit Vektoren in V'\ {0}.
1. B heifdt Orthogonalsystem in V, falls alle v; paarweise orthogonal sind.

2. Ein Orthogonalsystem, fiir das zusitzlich ||v;|| = 1Vi =1,...,m gilt,
heifst Orthonormalsystem.

3. Ein Orthogonalsystem, das eine Basis von V bildet, heifst Orthogonal-
basis von V.

4. Ein Orthonormalsystem, das eine Basis von V bildet, heifst Orthonor-
malbasis von V.

OG-System

OG-Basis

ON-Basis

1]ﬂrgen Pederson Gram (1850-1916): danischer Mathematiker; Beitrdge zur Mathematik
und Forstwirtschaft; Vorstand einer Versicherungsgesellschaft



112 KAPITEL 3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN
Bemerkung 3.129: Mit dem Kronecker-Symbol?

(1 =
gilt in jedem Orthonormalsystem (v;, v;) = J; ;.

Beispiel 3.130: Die Vektoren

1 0 1
mm=[0]), aa=11 und a3 = |0
0 0 1

sind zwar eine Basis, aber nicht orthogonal, da (a;,a3) =1 # 0.

Beispiel 3.131: Die Vektoren

1 0 0
aa=\10), aa=11 und a3=1]0
0 0 2

sind eine Basis und orthogonal, aber a3 ist nicht normiert. Also bilden die
drei Vektoren eine Orthogonalbasis.

Beispiel 3.132: Die Vektoren

1 0
am=10 und ap = (1
0 0

sind orthogonal und normiert, bilden aber keine Basis. Es handelt sich also
um ein Orthonormalsystem.

Beispiel 3.133: Die Vektoren

1 _ 1
V2 V2 0
a = % B — \i[z und a3= |0
0 0 1

sind eine Basis, orthogonal und normiert. Sie bilden somit eine Orthonor-
malbasis.

Satz 3.134: Ein Orthogonalsystem (v, . ..,v,) ist linear unabhingig.

2Leopold Kronecker (1823-1891), dt. Mathematiker; Beitrage vornehmlich zur Algebra
und Zahlentheorie
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BEwEls Sei )i Ajv; = 0. Fiir v; folgt

n n
< Z)\ivi/ U]> =0 < ZAi@i, U]> =0
i=1 i=1

und daraus aufgrund der Orthogonalitdt Aj(v;, v;) = 0. Wegen v; # 0 in
jedem Orthogonalsystem gilt auch (v;,v;) = |[v;]|* > 0 und daher A; = 0
furjedes1 <j<n. n

Satz 3.135: Ist B = (vy,...,v,) eine Orthogonalbasis von V, dann gilt fiir
jedesv € V:

i UZ)k

Z)k/ Uk

d.h. v hat bzgl. B die Koordinaten (-1 (v,v;),1 < k < n)T.

okl
BewEers Da B eine Basis ist, existiert immer eine Darstellung v = Y| A vy
Bildet man auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit vy, dann erhélt man
wegen (v, vg) = Oy ¢||o]|*:

<U,Z)g> = /\g<vg,vg> = )\g”l)g”z V1 < / <n. ]

Bemerkung 3.136: Die Koordinaten eines Vektors bezogen auf eine Or-
thogonalbasis entsprechen genau den Vorfaktoren der Projektionen des
Vektors auf den k-ten Basisvektor.

Ist B wie in Satz 3.135 sogar eine Orthonormalbasis, besitzt v die Koordina-
ten ({v,v¢),1 < k < n)T bezogen auf B.

Beispiel 3.137: Die Vektoren

1 1

V2 V2 0
a = % Ly = —% und a3= |0
0 0 1

bilden eine Orthonormalbasis von R3. Der Vektor v = (5,3,7)7 lasst sich
also als Aja; + Apap + Asas schreiben. Man erhilt A1, A, und A3 aus:

A1:<U,a1>:\;§ 32—4\f
Az—(l),az>:j§—32:ﬁ
)Lg (v,a3>:7

Alsoistv:4\@-511—1—\@-512—1—7-513.



114 KAPITEL 3. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN

Satz 3.138: Sei B = (vy,...,vy) ein Orthogonalsystem in V und U = L(B)
der von B aufgespannte Unterraum.

1. Fiir jedes v € V gilt

3

(v,v;)
(vi,0i)

pu(v) = vj.

N
I
—_

2. Jedes v € V lésst sich eindeutig als Summe v = py(v) + w mit
w € U+ schreiben. Dabei gilt w = v — py (v).

3. V=UosUt.
4. Sei dim(V) = n. Dann gilt dim(U) + dim(U*) = n fiir jeden Unter-
vektorraum U.

Bewers 1.) Die Koordinaten (a1, ...,a,)? von py(v) sind Losung des Glei-
chungssystems (3.11). Im Fall eines Orthogonalsystems erhdlt man

(o0 0 -+ 0 aq (v,v1)
0 <Uz, ”(')2> ‘ %) <Z), UZ>

0 0 (v, ) X (0, 0m)

Es folgt (ay,...,a,)T = (W(v, v1),. .., W(v, v))T (man beachte dabei
|lvi|l > 0 wegen v; # 0 nach Definition eines Orthogonalsystems). Einsetzen
in Formel (3.10) liefert die Behauptung.

2.) Es gilt nach Definition 3.122 der orthogonalen Projektion w 1 u Vu € U,
also w € U*. Die Eindeutigkeit der orthogonalen Projektion (Folgerung
3.126) impliziert die Eindeutigkeit der Zerlegung von v.

3.) Folgt aus der Definition 3.34 der direkten Summe und 2.).

4.) erhdlt man unmittelbar aus Folgerung 3.67. n

Beispiel 3.139:
1 0
B = 0,11
0 0

ist sogar ein Orthonormalsystem. Seine lineare Hiille ist

um{(?,); a,bem}.
0

Das Orthogonale Komplement U+ = {v € V; v L uVu € U} ist

= ((3): <en).
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3.8 Das Verfahren von Gram-Schmidt und Anwendun-
gen

Im letzten Kapitel wurde deutlich, dass eine orthogonale Projektion eines
abstrakten Vektors immer und relativ einfach moglich ist, wenn von dem
Unterraum, auf den projiziert werden soll, eine Orthogonal-, besser noch
eine Orthonormalbasis bekannt ist. Es ist aber nicht sofort klar, ob jeder
endlich erzeugte unitare Vektorraum eine Orthonormalbasis besitzt und wie
man, wenn ja, eine solche konstruieren kann. Beide Fragen werden mithilfe
des Orthonormalisierungsverfahrens nach Gram-Schmidt positiv beantwortet.
Das Verfahren wurde unabhingig voneinander von Schmidt® und Gram
(1879) veroffentlicht. Beide gelten als , Entdecker” des Verfahrens, allerdings
wurde das Verfahren schon 1836 von Cauchy benutzt.

Gegeben seien m linear unabhéngige Vektoren vy, . .., v;, eines unitdren Vek-
torraums. Das Verfahren von Gram-Schmidt erzeugt aus diesen Vektoren
ein Orthonormalsystem wy, . .., w;, mit

L(v,...,0m) = L(wy, ..., wy),

also eine Orthonormalbasis des Untervektorraums L(vy, ..., vy, ). Zur Ortho-
gonalisierung wird die orthogonale Projektion von Basisvektoren verwen-
det. Wir betrachten zur Veranschaulichung eine beliebige Basis (v1,v2,v3)
von R3. Wir gehen so vor:

1. Man wiéhlt einfach w; = mvl, weil dann offenbar ||w| =1 gilt.

2. Wir konstruieren einen Vektor r;, der senkrecht auf wy steht. Dazu
projizieren wir v, auf den von w; erzeugten Unterraum L(w;) und set-
zen ra i= U3 — Pp(,)(v2). Dann gilt nach Definition der orthogonalen
Projektion vy L r2. Nach Satz 3.138 erhilt man

Yo = Up — <vz,w1>w1 .

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von v1 und v, gilt ro # 0 we-
gen vy ¢ L(wq). Normierung von r; liefert w,. Weil r, und damit w,
eine Linearkombination von v; und v; ist, gilt L(wq, w2) C L(v1, 7).
Es sind aber w; und w, orthonormal und damit nach Satz 3.134 line-
ar unabhingig, also gilt auch dim(L(wy, w;)) = dim(L(v1,v;)) und
daher

L(wy,wy) = L(v1,02) .

3Erhard Schmidt (1876-1959), dt. Mathematiker; bedeutende Beitrdge zur Funktionalana-
lysis, Entwicklung des nach ihm benannte Verfahrens im Kontext nicht-endlich erzeugter
unitdrer Vektorraume (1907)
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3. Der Vektor 13 := 03 — pp (o, 4,)(v3) steht nach Konstruktion senkrecht
auf L(v1,v2) und daher gilt insbesondere r3 L v1 und r3 L vp. Auf-
grund der linearen Unabhingigkeit der v; liegt v3 nicht in L(v1,v2) =
L(w1,w,), und daher r3 # 0. Wir finden w3 durch Normierung von
r3. Weil (w1, w;) nach 2.) eine Orthonormalbasis von L(v1,v;) bilden,
gilt nach Satz 3.138:

r3 = v3 — (v3, w1)wy — (V3, W)W

Das folgende Bild veranschaulicht die Konstruktion von ws.

Man kann die obige Konstruktion leicht verallgemeinern.

Satz 3.140 (Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren): Sei V ein
unitdrer Vektorraum und vy, ..., v, linear unabhingig. Seien
01
w1 = —
[[o1]]
k
Ti41 = U1 — Z<Uk+1/wi>wi
i=1
Tk+1
[

Wr1 =

Dann bilden (wy, ..., w,,) eine Orthonormalbasis von L(vy,...,vy).

BeEwEIs Man zeigt obigen Satz per vollstandiger Induktion. Der Indukti-
onsanfang entspricht Schritt 2.), der Induktionsschluss verlduft analog zu
Schritt 3.) mit etwas allgemeineren Indizes. n

Beispiel 3.141:

1 3 7
n= |21, v=14], vs=|1
2 5 1

Berechnung von w;:
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Berechnung von wj:

) =03 — <vz,w1>w1

3\ L1
( )3(3+8+10)-3<§)

Berechnung von ws:

03, wl w1 — <U3, w2>w2

5
G 11 26
=51l 9)-22])-{-2
'\ 9 2 13
RN IR
7\ 26 2\ 2

Folgerung 3.142: Jeder endlich erzeugte unitdre Vektorraum besitzt eine
Orthonormalbasis.

Bemerkung 3.143: Folgerung 3.142 ist in nicht endlich erzeugten Vektor-
rdumen i. A. falsch.

Wir holen jetzt den Existenzbeweis der orthogonalen Projektion nach.

Folgerung 3.144: Sei V ein unitdrer Vektorraum und U ein endlich er-
zeugter Untervektorraum. Dann existiert fiir jedes v € V die orthogonale
Projektion py(v) von v auf U.
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Beweis Sei U = L(vy, ..., 0y). Mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens fin-
det man eine Orthonormalbasis (wy, ..., wy,) von U. Anwendung von Satz
3.138 ergibt die Behauptung. n

Folgerung 3.145: Sei V ein endlich erzeugter unitdrer Vektorraum und
U irgend ein Untervektorraum. Dann gilt V = U & U+, und dim(V) =
dim(U) + dim(U™).

Bewels Die Aussage wurde bereits in Satz 3.138 unter der Voraussetzung
gezeigt, dass U durch ein Orthogonalsystem erzeugt wird. Mithilfe des
Gram-Schmidt-Verfahrens ldsst sich dies fiir jeden Unterraum U von V kon-
struieren, so dass wir jetzt auf die dort genannte Voraussetzung verzichten
konnen. n

Jetzt holen wir den Beweis dafiir nach, dass jede Hyperebene in R" eine
Normaldarstellung besitzt (vgl. Satz 3.81).

Folgerung 3.146: Jede Hyperebene in R" besitzt eine Normaldarstellung;
der Normalenvektor ist bis auf Skalierung eindeutig.

Bewers Jede Hyperebene in IR" besitzt die Darstellung H = p + U mit
dim(U) = n — 1. Es gilt somit dim(U+) = 1, also existiert v € R" #
{0} mit U+ = L(v). Dies ist der gesuchte Normalenvektor. Jeder andere
Normalenvektor muss auch in U~ liegen und ist daher ein Vielfaches von

0. ]

Bemerkung 3.147: Das Ergebnis des Gram-Schmidt-Verfahrens wy, ..., wy
hangt von der Reihenfolge der Ausgangsvektoren vy, ..., v, ab. Vertauscht
man diese, erhidlt man i. A. nicht etwa wy, . .., w,, in vertauschter Reihenfol-
ge. Die Aussagen von Satz 3.140 bleiben natiirlich unverdndert giiltig.

Satz 3.148: Sei V wie oben und vy,...,v, € V. Gelingt es, aus diesen
mithilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens orthonormale Vektoren wy, ..., w,,
zu erzeugen, dann sind (vy, ..., vy) linear unabhingig.

Bewers Andernfalls existiert vy mit vy € L(vq,...,0k_1). Dann gilt v, =
PL(oy,...00 1) (Uk) und daher r; = 0. Damit ist 74 nicht normierbar, und das
Gram-Schmidt-Verfahren bricht ab. n

Es ist also nicht erforderlich, die lineare Unabhéngigkeit der Ausgangsvek-
toren bei der Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt zu priifen, weil das
im Laufe der Rechnung ohnehin klar wird.

Beispiel 3.149: Wir betrachten P>([—1,1]) mit der bekannten Basis v1(x) =
1,v2(x) = x,v3(x) = x*> und wollen daraus eine Orthonormalbasis be-
zogen auf das Skalarprodukt (3.5) konstruieren. Wir verwenden dazu
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das Verfahren von Gram-Schmidt und normieren zunichst v1. Man hat
1113, = f}l 12dx = 2, und daher

und weiter [|x||7, = [1x-xdx =2, also

on(x) = 2 3
) = L wTn \[2

Mit einer analogen Rechnung erhilt man

ws(x) = \2170(39(2 —1).

Orthonormale Funktionensysteme wie in Beispiel 3.149 konstruiert spielen
in der angewandten Mathematik eine grofie Rolle.

In der Praxis kommt es hdufig vor, dass man eine komplizierte Funktion
durch eine einfache Funktion ersetzen mochte, weil diese vielleicht effi-
zienter zu berechnen ist oder in der Praxis besser handhabbar ist (Wie
wiirde man z.B. sin(35°) ohne Hilfmittel praktisch berechnen?). Dabei
soll natiirlich der Fehler durch diese Ersetzung moglichst klein sein. Man
spricht hier von Approximation. Die mathematische Disziplin der Approxi-
mationstheorie beschiftigt sich mit der moglichst geschickten Konstruktion
approximierender Funktionen und derartiger Fehlerschranken. Es liegt na-
he, als approximierende Funktionen Polynome aufgrund ihrer Einfachheit
zu verwenden. Wir wollen prototypisch die Funktion

1

f(x):m

auf dem Intervall [—5,5] durch Polynome vom Hochstgrad n approximie-
ren. Dazu werden wir drei Ansétze vergleichen:

1. Approximation durch Taylorpolynome mit Grad n (Polynome ¢,)

2. Approximation durch Interpolationspolynome mit Grad n (Polynome

in)
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L [1If —talle, | 1f — ulls [ 11f — pullss |
1| 1,045 1,170 0,9007
2| 1,08 1,438 0,9007
3| 2037 0,7712 0,6092
4| 4483 0,8829 0,6092
5| 9463 0,462 0,4103
6| 19,02 0,8663 0,4103
10| 2184 1,835 0,1857
15| 1074 - 0,0564

Tabelle 3.1: Lo-Normen der Approximationsfehler an f

3. Approximation durch orthogonale Projektion auf P, (Polynome p,)

Wir fithren die durchaus umfangreichen Berechnungen in MATLAB aus.
Die n + 1 Interpolationspunkte werden auf dem Intervall gleichabstandig
verteilt, fiir die Taylorpolynome verwenden wir den Entwicklungspunkt
Xp = —b5.

In Tabelle 3.1 werden die Approximationsfehler || f — t,||r,, || f — ix||r, und
Il f — pnllL, fur die drei Ansitze fiir einige Polynomgrade n gezeigt. Man
erkennt, dass allein die orthogonale Projektion von f auf P, brauchbare
polynomielle Ndherungen an f hervorbringt; insbesondere scheint der
Approximationsfehler kleiner zu werden, je grofier n gewéahlt wird. Es gilt
in der Tat || f — pullL, — 0,n — oo, ohne hier genau zu erkldren, warum
das so ist. In diesem Fall ldsst sich der Approximationsfehler kleiner als
jede vom Anwender gewdhlte Toleranz machen, wenn man nur den Po-
lynomgrad hoch genug wahlt. Solche Aussagen gelten fiir die anderen
beiden Ansédtze offenbar nicht. Der Vergleich der verschiedenen Polynome
in den Abbildungen 3.6 bis 3.8 zeigt, dass die Taylor-Polynome zwar eine
exzellente Approximation an f in der Ndhe des Entwicklungspunktes lie-
fern, aber eben nicht auf dem ganzen Intervall [—5,5]. Die interpolierenden
Polynome zeigen starke Oszillationen, so dass sie zwar den Wert von f in
den Interpolationspunkten genau treffen, ansonsten aber den Verlauf von
f nicht nachbilden. Dieses Oszillationsphdnomen tritt in der Praxis eher
selten auf und lédsst sich durch eine giinstigere Wahl von Interpolations-
punkten wesentlich reduzieren, aber man wird von einem Verfahren, dass
nur meistens funktioniert, in der Praxis doch eher Abstand nehmen. Wir
werden jetzt die Uberlegenheit der orthogonalen Projektion erklaren.

Definition 3.150: Sei V ein unitdrer Vektorraum und v € V sowie M C V
eine beliebige nichtleere Menge. Ein Vektor v* € M heifst Bestapproximation
in M an v, falls
lo* —oll = inf [lx—o].
xeM
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Abbildung 3.8: f (blau dargestellt) und p,
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Fiir allgemeine Mengen muss es eine Bestapproximation an v weder geben,
noch muss sie eindeutig sein. Anders ist das, wenn M ein endlich erzeugter
Untervektorraum ist.

Satz 3.151 (Bestapproximation): Sei V wie oben, v € V und U ein endlich
erzeugter Untervektorraum von V. Dann gilt

lv = pu(v)|] = min [lu —of,

die orthogonale Projektion von v auf U ist also die einzige Bestapproxima-
tion an v in U.

Bewers Sei u € U beliebig. Dann ist u — Py(v) € U und v — Py(v) € U+,
und daher u — Py(v) L v — Py(v). Nach dem Satz des Pythagoras gilt dann

lu =2 = llu = pu@)I* + o = pu()|* > o - pu@)*.  (312)

Somit ist py;(v) eine Bestapproximation. Gleichheit in Formel (3.12) gilt nur,
wenn ||u — Py(v)|| = 0, also u = py(v) gilt. Daher ist py(v) die einzige
Bestapproximation in U an v. m

Nach Satz 3.151 ist der Approximationsfehler gemessen in der L,-Norm der
pn an f bei festem Grad nicht mehr zu unterbieten; die durch orthogonale
Projektion gewonnenen p,, stellen die bestmogliche Wahl dar.

Folgerung 3.152: Aus P, C Py folgt [|f —pp,, ()l < [If —pe,(f)l,
nach Satz 3.151; erhoht man den Polynomgrad, wird also der Approximati-
onsfehler auf keinen Fall grofier (aber auch nicht notwendig kleiner, siehe
Tabelle 3.1).

Bemerkung 3.153: Man kann Bestapproximation beziiglich beliebiger Nor-
men betrachten, so liegt es hier durchaus nahe, statt der L,-Norm die
Maximumsnorm auf C[a,b] zu wéhlen. Das Fehlerma88 ist dann die ma-
ximale punktweise Abweichung von p, zu f. Die Maximumsnorm wird
aber nach Bemerkung 3.118 von keinem Skalarprodukt induziert, so dass
ein Zugang iiber Orthogonalitdt wie oben unmoglich ist. Tatsachlich sind
dann sowohl praktische Rechnungen als auch die theoretischen Betrach-
tungen dazu ungleich komplizierter als bei einer Norm, die von einem
Skalarprodukt induziert wird.



Kapitel 4

Lineare Abbildungen

4.1 Vorbereitung

In der Mathematik spielen die Begriffe ,Menge” und , Abbildung” eine
fundamentale Rolle. Wir wiederholen vorbereitend einige wichtige Begriffe
zur Charakterisierung von Abbildungen. Intuitiv verbindet man mit einer
Abbildung die Vorstellung, dass Elementen einer Menge andere Elemente
einer anderen Menge eindeutig zugeordnet werden. Etwas formaler kann
man dies wie folgt fassen.

Definition 4.1:

1. Unter einer Abbildung f : X — Y der Definitionsmenge X auf die
Zielmenge Y versteht man eine Vorschrift, die jedem Element aus X
ein eindeutiges Element aus Y zuordnet.

2. Fir x € X hei8it f(x) € Y der Wert von f in x oder auch das Bild von x
beziiglich f.

Statt des Begriffs ,,Definitionsmenge” wird auch der Begriff ,, Definitions-
bereich” verwendet, statt von ,,Zielmenge” spricht man bisweilen von
,Wertebereich”. Man kann eine Abbildung statt nur auf einzelne Elemente
von X auf ganze Teilmengen anwenden.

Definition 4.2: Seien f, X,Y wie in Definition 4.1 und X CX.

1. Das Bild f(X) von X beziiglich f wird erklart durch
fX)={f(x)[xeX}CY.

2. Fir Y C Y sei ) )
) = {xeX|f(x) e 7}
das Urbild von Y beziiglich f.

123
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3. Im Spezialfall einer einelementigen Menge Y = {a} sei
fH(a) = f({a})
4. Man definiert Bild(f) := f(X).

Bemerkung 4.3: Der Ausdruck f~!(a) beschreibt eine Menge, die auch leer
sein oder mehrere Elemente enthalten kann. So gilt fiir f : R — R, f(x) =
x% fH(—=1) =@ und f1(4) = {-2,2}.

Folgende Eigenschaften von Abbildungen haben sich als fundamental
herausgestellt.

Definition 4.4: Seien f, X,Y wie in Definition 4.1. Die Abbildung f heifst
1. injektiv, wenn
flx)=f(%) =x=% Vx,xeX
gilt.
2. surjektiv, falls Bild(f) = Y gilt.
3. bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

4. invertierbar, falls es eine Umkehrabbildung oder inverse Abbildung
g:Y — X gibtmit f(g(y)) =yVy € Yund g(f(x)) = xVx € X.

In den folgenden Diagrammen sind verschiedene Abbildungen zwischen
Mengen skizziert, an denen die Begriffe aus Definition 4.4 illustriert werden.

X1 e /yl X1 e /%

X2 @ ><\>o Y2 X2 kz\% ¥2

x; o] o3 x; & e 3

Keine Abbildung, kein Element || Keine Abbildung, zwei Elemen-

ist x, € X zugeordnet. te sind x3 € X zugeordnet.

X1 e X1 @ >0 Y1
\

X2 @ e Y1 X2 @ >0 12

X3 ® >0 12 e Y3

Surjektiv, aber nicht injektiv. Injektiv, aber nicht surjektiv.
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X1 @ e Y X1 @ n
~_| ﬂ.
X @ S 12 X2 @ ™S 2
X3 @ > U3 v o] e U3
Weder injektiv noch surjektiv. Injektiv + surjektiv = bijektiv.

Bemerkung 4.5: Eine Abbildung ist genau dann invertierbar, wenn sie
bijektiv ist.

BEwers ,,<=": Sei f bijektiv, und y € Y beliebig. Aufgrund der Surjektivitat
gibt es mindestens ein x € X mit f(x) = y und aufgrund der Injektivitat
von f gibt es hochstens ein x € X mit f(x) = y. Also existiert fiir jedes
y € Y genau ein x € X mit f(x) = y, so dass eine Umkehrabbildung g
punktweise durch g(y) := x definiert werden kann. Dann gilt offenbar
f(&(y)) = f(x) = yVy € Y und weiter g(f(x)) = g(y) = x Vx € X. Um
letzteres einzusehen, definiert man fiir ein gegebenes x: y := f(x) und
kann dann wie oben argumentieren.

=" Umgekehrt impliziert die Existenz einer Umkehrabbildung g, dass
das Urbild f~!(y) fiir ein beliebiges y € Y genau ein Element enthalt.
Wg. f1(y) # @Vy € Y ist f surjektiv. Wire f nicht injektiv, finde man
mindestens ein ¥y’ € Y mit f(x) = y = f(%), aber x # X. Dann aber
enthielte f~!(y') mindestens zwei Elemente. n

Bemerkung 4.6: Die zu f inverse Abbildung ist eindeutig.

BEwEIs Seien g1, > zwei inverse Abbildungen zu f. Es gilt f(g1(y)) =
f(g2(y)) Vy € Y und deswegen g1(y) = g2(y) Yy € Y, weil f bijektiv und
damit injektiv ist. Also erhdlt man g1 = g». n

Man bezeichnet die eindeutige Umkehrabbildung von f als f~!. Dabei
handelt es sich eigentlich um einen eleganten Missbrauch der Notation,
weil ja f~! eine Menge beschreibt. Weil aber diese Menge bei bijektivem
f fiir jedes Element y aus Bild(f) genau ein Element enthilt, identifiziert
man f~!(y) mit diesem einen Element und kann {iber die Zuordnung
y — f~1(y) eine Abbildung erklaren. Dabei handelt es sich genau um die
Umkehrabbildung.

Beispiel 4.7: Ob eine Abbildung injektiv oder surjektiv ist, hingt wesent-
lich von der Wahl des Definitions- und Wertebereichs ab. Die Funktion

f:R =R, f(x) =
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ist wegen f~1(—1) = @ nicht surjektiv und wegen f~!(4) = {—2,2} nicht
injektiv. Die Funktion

f:R = Rsg, f(x) = 2

ist surjektiv, weil jede reelle nichtnegative Zahl eine reelle Wurzel, also ein
Urbild unter f, besitzt. Aus demselben Grund wie oben ist f aber nicht
injektiv. Dagegen ist die Funktion

f R0 = Roo, f(x) = &2

sogar bijektiv.

4.2 Grundlegende Eigenschaften linearer Abbildun-
gen

Wir wenden uns jetzt erneut Vektorrdiumen zu, die ja in der Linearen

Algebra eine zentrale Rolle spielen und beschrianken uns darauf, lineare

Abbildungen zwischen Vektorrdaumen zu untersuchen. Wir werden zu-

ndchst elementare Eigenschaften linearer Abbildungen zusammentragen.

Im ganzen Kapitel seien V und W zwei K-Vektorraume iiber demselben
Korper K.

Definition 4.8:

1. Eine Abbildung f : V. — W heifst linear oder ein Homomorphismus,
falls gilt:

flx+y)=f(x)+f(y) (Additivitit)
f(Ax) = Af(x) (Homogenitit) Vx,yeV,vAeK.

2. Es sei Hom(V, W) die Menge aller Homomorphismen von V nach W.

Beispiel 4.9: Die Abbildung f : R — R, f(x) = ax mit « € R ist linear
wegen

Additivitdt:  f(x+y) =a(x+vy)

=ax+ oy

= f(x) + f(y) Vxy e R
Homogenitat:  f(Ax) = a(Ax)

= Aax

= Af(x) VxeR,VAeR

Beispiel 4.10: Die Abbildung f : R — R, f(x) = x? ist nicht linear auf-
grund von z.B. f(1+1) =4#2= f(1)+ f(1).
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Dass es hochst sinnvoll ist, lineare Abbildungen zu untersuchen, wird sich
vollstandig erst am Ende des Kapitels erschliefsen. Dennoch wollen wir
einen Versuch einer Motivation unternehmen.

Bemerkung 4.11:

1. Nach dem Taylorschen Satz aus der Analysis hat jede Funktion f &
C?(R) eine Darstellung der Form

f(x) = f(xo0) + f'(x0) (x — x0) + O((x — x0)?)
= f(x0) — f'(x0) x0 + f'(x0) x + O((x — x0)?)
——

=C =

=c+ax+O((x —x)?),

lasst sich also darstellen als eine Summe einer konstanten Funktion
¢, eine linearen Funktion ax und einem Restglied, das nahe des Ent-
wicklungspunktes x( sehr klein ist. Jede hinreichend glatte Funktion
lasst sich daher lokal beliebig gut durch eine lineare Funktion (und
konstanten Anteil) approximieren. Analoge Resultate gelten fiir glatte
Funktionen mit mehreren Verdnderlichen.

2. Es ist die Frage offen, wie viele strukturell verschiedene Vektorrdume
es eigentlich gibt. Eine dhnliche Fragestellung in Bezug auf Gruppen
wurde in Kapitel 3.1 mithilfe des Isomorphiebegriffs untersucht. Grup-
penisomorphismen sind strukturerhaltende bijektive Abbildungen.
Betrachtet man in Analogie dazu Abbildungen, die die algebraischen
Strukturen von Vektorrdumen erhalten, wird man genau auf die li-
nearen Abbildungen aus Definition 4.8 gefiihrt: Die Additivitdt erhalt
die Struktur der Gruppe (V, @), wohingegen die Homogenitit die
Multiplikation eines Skalars mit einem Vektor widerspiegelt.

Bemerkung 4.12: Seien f,g: V — W linear.
1. Fiir eine lineare Funktion f gilt f(0) = 0.
2. Die Funktion f ist genau dann linear, wenn
flx+Ay) = f(x)+Af(y) Vx,y e V,A €K (4.1)
gilt.
3. Summen, Vielfache linearer Abbildungen und vektorwertige Abbil-

dungen, deren Komponenten aus linearen Abbildungen bestehen,
sind wiederum linear.
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BEwEls 1.: Wegen 0 = 04+ 0 € V gilt f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0).
Abziehen von f(0) auf beiden Seiten der Gleichung liefert die Behauptung.
2.: Sei f linear. Dann gilt f(x + Ay) = f(x) + f(Ay) = f(x) + Af(y). Gelte
umgekehrt (4.1). Mit x = 0 € V und Aussage 1. folgt die Homogenitat. Mit
A =1und 1y = y folgt die Additivitit von f.

3.: Wir betrachten zunéchst zwei lineare Abbildungen f,g: V — W. Dann
gilt fiir beliebige x,y € V,A € K:

(f+8)(x+Ay) = fx+Ay) +8(x + Ay)
= f(x) +Af(y) +g(x) +Ag(y)
=(f+8)@)+AMf+8)W)-
Fiir eine Summe von k linearen Funktionen fi, ..., f; zeigt man die Behaup-
tung per vollstindiger Induk’fion: Der Fall k = 1 ist klar; die Behauptung
gelte fiir k — 1. Die Funktion fy_; = f1 + ... 4 fx_1 ist demnach linear und

damit nach dem Argument oben auch fy_1 + fx = fi + ... + f.
Fiir « € K gilt

(af)(x +Ay) = af (x + Ay) = a (f(x) + Af(y) = (af)(x) + A(af)(y),

also sind Vielfache linearer Funktionen wieder linear.
Sei F(x) := (f(x),g(x))T mit linearen Funktionen f und g. Man hat

F(x+)\y):<fx+/\y))

g(x+Ay)
f (x)> <f (}/))
(g(X) g(y) Q W)
Im Fall einer Funktion F mit k Komponenten argumentiert man wiederum
induktiv. -

Beispiel 4.13: Die Funktion f(x) = x + 3 ist nicht linear, weil nach Be-
merkung 4.12.1 dann f(0) = 0 gelten miisste. Es gilt aber f(0) = 3. Aus
demselben Grund sind Funktionen mit einem konstanten Anteil niemals
linear.

Folgerung 4.14: (Hom(V,W), +,-) ist ein K-Vektorraum.

Bewers Die Menge aller Abbildungen von V nach W, Abb(V, W), bildet
bekanntlich einen Vektorraum. Es gentigt also zu zeigen, dass Hom(V, W)
ein Untervektorraum ist. Die Abgeschlossenheit von Hom (V, W) gegeniiber
der Addition und der Multiplikation mit einem Skalar folgt unmittelbar
aus Bemerkung 4.12.3. n

Wie umfassend der Begriff der linearen Abbildung ist, mag nachfolgendes
Beispiel verdeutlichen.
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Beispiel 4.15:

1. Sei V sogar euklidisch, (-, -) das darauf definierte Skalarprodukt und
a € V. Dann ist die Abbildung f, : V — R, f,(x) := (a, x) linear. Dies
folgt sofort aus den Eigenschaften SP2 und SP3 in Definition 3.105:

fa(x+Ay) = (a,x + Ay) = (a,x) + (@, Ay) = fa(x) + A fu(y).

2. Sei D : C}(R) — C(R),D(f) := f' die Abbildung, die einer Funkti-
on f ihre Ableitungsfunktion f’ zuordnet. Nach der Summen- und
Faktorregel der Differentiation gilt fiir f, ¢ € C1(R):

D(f+Ag) = (f+Ag) = f +(Ag)' = f + Ag' = D(f) + AD(g)
Das ,, Ableiten an sich” ist also eine lineare Abbildung.

3. Wir definieren eine Abbildung T, die einer Matrix ihre transponierte
Matrix zuordnet, also sei T : R™"™ — R"™*", T(A) := AT. Fiir zwei
Matrizen A, B € R"*™ erhilt man

(A + B)T = (aij + bi]')zrzl...n,]':l..,m
= (aji + bji)i=1..nj=1..m
= (ajz')z':l...n,jzl..,m + (bji)i:1..,n,j:1...m = AT +BT.

Weiterhin gilt (AA)T = (Aaji)i=1..nj-1..m = AAT fiir irgendein A € K
und damit

T(A+AB) = (A4 AB)T = AT + ABT = T(A) + AT(B).

Somit ladsst sich das Transponieren einer Matrix als lineare Abbildung
deuten.

In Kapitel 4.1 wurden die Eigenschaften Injektivitat, Surjektivitat und
Bijektivitdat von Abbildungen als fundamental herausgestellt. Wir untersu-
chen nun lineare Abbildungen auf diese Eigenschaften. Ein wesentliches
Hilfsmittel dazu ist der Kern einer linearen Abbildung.

Definition 4.16: Der Kern einer linearen Abbildung f : V — W wird
definiert durch

ker(f) := £1(0).
Beispiel 4.17:

1. Fiir die lineare reelle Funktion f(x) = ax aus Beispiel 4.9 gilt ker(f) =
{0} fiir & # 0 und ker(f) = R fiir a = 0.
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2. Fur die Abbildung f; : V — R aus Beispiel 4.15 erhdlt man
ker(fa) = {x € V| fa(x) =0} = {x € V[ (a,x) = 0} = {a}"

also genau das orthogonale Komplement von a (vgl. Definition 3.123).
Nach Bemerkung 3.124 handelt es sich dabei um einen Untervektor-
raum von V.

Dass im obigen Beispiel der Kern immer einen Untervektorraum bildet, ist
kein Zufall.

Satz 4.18: Sei f : V — W linear. Dann gilt:
1. Bild(f) ist ein Untervektorraum von W.

2. ker(f) ist ein Untervektorraum von V.

BEwWEIS

1. Seien w,w’ € Bild(f) und A € K. Dann gibtes v,v' € V mit f(v) = w
und f(v') = w'. Folglich gilt

w+w = f(0) + f(v)) = f(0+7/) € Bild(f)

und
Aw = Af(v) = f(Av) € Bild(f) .

2. Gelte f(v) = f(v') = 0. Es folgt f(v) + f(v') = f(v+7') =0, also
v+ v € ker(f) und weiter Af(v) = f(Av) = 0 und deswegen Av €
ker(f). n

Die Injektivitat von linearen Abbildungen ldsst sich jetzt einfach charakteri-
sieren.

Satz 4.19: Eine lineare Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn ker(f) =
{0} gilt.

BEwEIs ,=": Man hat nach Bemerkung 4.12 f(0) = 0. Aufgrund der
Injektivitdt von f existiert kein weiteres v # 0 mit f(v) = 0, und somit
enthilt ker(f) als einziges Element 0 € V.

,<=":Sonst gibt es v # v/ € V mit f(v) = f(¢v'), also 0 = f(v) — f(V') =
f(v—17") und damit 0 # v — ¢’ € ker(f). n

Beispiel 4.20: Nach Satz 4.19 und Bemerkung 4.17 ist f(x) = ax fir a # 0
injektiv.
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Wir gehen jetzt davon aus, dass V und W endlich erzeugt seien. Sowohl
das Bild als auch der Kern einer linearen Abbildungen sind nach Satz 4.18
Unterrdume von V bzw. W mit endlicher Dimension. Wir suchen nach
Zusammenhéngen zwischen den Dimensionen dieser (Unter)vektorraume.
Folgende Definition vereinfacht die Beschreibung der Situation.

Definition 4.21: Fiir f : V — W linear definiert man den Rang von f durch

rg(f) := dim(Bild(f)) .
Beispiel 4.22:

1. Fur die Funktion f(x) = ax mit « # 0 aus Beispiel 4.9 erhdlt man
rg(f) =1, weil Bild(f) = R gilt und daher rg(f) = dim(Bild(f)) =
dim(R) = 1. Im Fall « = 0 hat man Bild(f) = {0} und deswegen
rg(f) = 0.

2. Fir f, mit a # 0 aus Beispiel 4.15 gilt rg(f,) = 1, weil z.B. f,(a) >0
gilt und deswegen dim(Bild(f,)) > 1. Wegen dim(R) = 1 hat man
aber auch rg(f,) < 1.

Satz 4.23 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen): Es sei f : V —
W linear und dim(V) = n. Dann gilt

dim(ker(f)) + 1g(f) = .

BEwEls Nach Satz 4.18 bildet ker( f) einen Untervektorraum von V und des-
wegen dim(ker(f)) := r < n. Wir erginzen eine beliebige Basis (vy,...,v;)
von ker(f) zu einer Basis (vy,...,0r,0p41,...,0,) von V. Setzt man w,,; =
f(vpqi) furi=1,...,n—r,dann gilt Vo € V:

f(?)) = f(/\lvl + AU+ A0 e /\nvn)
=M f(v1) + -+ A f(0r) + A1 f (V1) + -+ Anf (0n)

— ——
=0 =0

= A1 f(0rg1) + -+ Auf(on)
= /\r+]wr+] + e + /\nwn 7

also Bild(f) = L(wy1,...,wy,). Wir zeigen nun, dass w1, ..., w, linear
unabhéngig sind. Sei also

/\errH + -+ /\nwn =0.

Aus
Ar+1wr+1 +--+ Anwn - f(/\r+1vr+1 +--+ /\nvn) =0

folgt
Ari10p41 + -+ 4+ Aoy € ker(f).
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Also gilt
/\r+1vr+1 +--+ /\nvn - Alvl +--+ Arvr
tir gewisse Ay, ..., A.. Da aber vy, ...,v, linear unabhéngig ist, hat man

A = --- = A, = 0. Somit sind die Vektoren w, 1, ..., w, linear unabhangig.
Es folgt dim(Bild(f)) = rg(f) = n — r und damit

dim(ker(f)) + dim(Bild(f)) = dim(ker(f)) +rg(f) =r+n—r=n. g

Als erste Anwendung der Dimensionsformel betrachten wir nun lineare
bijektive Abbildungen.

Definition 4.24: Sei f : V — W linear.
1. Ist f bijektiv, dann heifdt f Isomorphismus.

2. Ist f bijektiv und gilt V = W, dann heifst f Automorphismus.

Bemerkung 4.25: Eine lineare Abbildung f : V — W ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn ker(f) = {0} und Bild(f) = W gilt.

Folgerung 4.26:

1. Gelte dim(V) = dim(W) = n und sei f : V — W linear. Dann gilt: f
ist injektiv < f ist surjektiv < f ist bijektiv.

2. Sei f : V — W ein Isomorphismus. Dann gilt dim (V) = dim(W).

Bewers 1. folgt direkt aus der Dimensionsformel 4.23 und Bemerkung
4.25. Zu 2.: Ist f ein Isomorphismus, dann ist f injektiv und deswegen gilt
dim(ker(f)) = 0. Mit der Dimensionsformel 4.23 folgt rg(f) = dim(V).
Zugleich ist f surjektiv, und deswegen gilt Bild(f) = W. Man erhilt
dim(V) = rg(f) = dim(Bild(f)) = dim(W). n

Beispiel 4.27:

1. Nach Bemerkung 4.25 ist f(x) = ax aus Beispiel 4.9 fiir « # 0 ein
Automorphismus.

2. Soll gepriift werden, ob eine lineare Abbildung f ein Isomorphismus
ist, kann man die Dimensionen von V und W vergleichen. Sind sie
ungleich, kann f niemals ein Isomorphismus sein. Gilt dim(V) <
dim(W), dann kann f nicht surjektiv sein; gilt dim(V) > dim(W),
dann ist f niemals injektiv. So ist fiir V mit dim(V) > 2 die Funktion
fa aus Beispiel 4.15 kein Isomorphismus. Dies erkennt man nach
obiger Argumentation ohne nédhere Betrachtung von f,.

Satz 4.28: Sei f : V — W ein Isomorphismus. Dann ist f~! : W — V
ebenfalls ein Isomorphismus.
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D, (Ax)
D(y)
D(z+y !
D, (x) |y
AX & Qo
4 " T

Abbildung 4.1: Die Drehung um den Nullpunkt ist linear

BEwels Seien w,w’ € W,A € K. Dann gibt es eindeutige v,v" € V mit
fHw) =vund f~}(w') = v'. Aus der Linearitit von f folgt wegen

fHw+Aw') = FH(f(0) + Af ()
= (f(o+20))
=04+ A0 = fHw) +Af (@)

die Linearitit von f~!. Wegen (f~!)~! = fist f ! invertierbar und daher
nach Bemerkung 4.5 bijektiv. m

Beispiel 4.29: Wir betrachten die Drehung D, eines Vektors x = (x1, xz)T
in R? um den Winkel « gegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt.
Abb. 4.1 zeigt die Linearitdt von D,. Weil Drehungen die Lange eines
Vektors erhalten, gilt || D,(x)|| = ||x||Vx € R? in der euklidischen Norm
und daher ker(D,) = {||x]| = 0} = {0}. Damit ist D, injektiv und nach
Bemerkung 4.26 ein Automorphismus von R2. Nach Satz 4.28 existiert
also eine ebenfalls lineare Umkehrabbildung D, !. Dabei handelt es sich
nattirlich um die Drehung um den Nullpunkt um « im Uhrzeigersinn.

Der folgende Satz stellt ein einfaches Kriterium bereit, mit dem man priifen
kann, ob eine lineare Abbildung ein Isomorphismus ist oder nicht.

Satz 4.30: Sei dim(V) = dim(W) = n, (vy,...,v,) eine Basis von V und
f : V. — W linear. Die Abbildung f ist genau dann ein Isomorphismus,

wenn die Bilder f(vy),..., f(v,) der Basisvektoren von V eine Basis von W
bilden.

Bewers Bilden die Vektoren f(v1),..., f(v,) eine Basis von W, gilt rg(f) =
dim(Bild(f)) = n. Weil gemaf8 Satz 4.18 Bild(f) ein Untervektorraum von
W ist, folgt Bild(f) = W, also ist f surjektiv. Nach der Dimensionsformel
4.23 gilt dann dim(ker(f)) = 0 und daher ker(f) = {0}. Nach Satz 4.19 ist
daher f auch injektiv.
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1 4

Dy (e;) k= ——-cos«
I
I sin &
N\  Duler)
I X I

T : ‘x : T

-1 —sina cosa 1

Abbildung 4.2: Drehung der (kanonischen) Basisvektoren um « gegen den
Uhrzeigersinn

Umgekehrt sei f ein Isomorphismus. Dann ist f injektiv, also gilt ker(f) =
{0}. Nach der Dimensionsformel muss dann dim(Bild(f)) = n gelten
und damit Bild(f) = W. Gleichzeitig wird Bild(f) = W von den Vektoren
f(v1),..., f(v,) aufgespannt. Sie sind daher erzeugend und auch, da genau
n Stiick, linear unabhéngig. Also bilden sie eine Basis von W. m

Beispiel 4.31: Wir wollen erneut zeigen, dass D, ein Isomorphismus ist,
aber ohne die Umkehrabbildung explizit anzugeben oder Bild bzw. Kern zu
berechnen. Dazu berechnen wir die Bilder der kanonischen Basisvektoren
e; und eo. Elementare Trigonometrie liefert (vgl. Abbildung 4.2)

Dq(e1) = (COS(X> und Da(ey) = <_Sin"‘>

sin « cos

Man errechnet (D,(e1), Dy(ez)) = 0. Die Bilder der Basisvektoren stehen
also orthogonal zueinander, sind damit nach Satz 3.134 linear unabhén-
gig und bilden so eine Basis von W = R%. Satz 4.30 zufolge ist D, ein
Isomorphismus.

Bemerkung 4.32: Fiir den Nachweis, dass eine lineare Abbildung f ein
Isomorphismus ist, kann man nattirlich versuchen, die Umkehrabbildung
direkt auszurechnen. Das ist jedoch i. A. sehr aufwiéndig. Daher sollte man
dies wenn moglich vermeiden.

Alternativ dazu lieflen sich auch Kern und Bild explizit ausrechnen und mit
der Dimensionsformel und ihren Folgerungen argumentieren. Zielfithrende
Rechenverfahren hierzu werden im folgenden Kapitel thematisiert. Ist man
aber an Kern und Bild nicht interessiert, sollte man von ihrer ebenfalls
aufwindigen Berechnung absehen und das Problem mittels Satz 4.30 auf
die einfachere Priifung auf lineare Unabhingigkeit zurtickfiihren.



4.3. MATRIZEN UND LINEARE ABBILDUNGEN 135

4.3 Matrizen und lineare Abbildungen

In diesem Kapitel werden wir die Zusammenhidnge zwischen Matrizen
und linearen Abbildungen untersuchen. Als ein Nebenergebnis dieser
Betrachtungen erhalten lineare Abbildungen, die ja als recht abstrakte
Gebilde erscheinen, eine konkrete Gestalt.

Matrizen wurden in der Vorlesung eingefiihrt als eine effiziente Mog-
lichkeit, lineare Gleichungssysteme zu notieren. Das allgemeine lineare
Gleichungssystem (vgl. Formel (1.4))

a11X1 + dapxy + -0 + apxp = by
anxy + apxy + -+ + dopxy = by 4.2)
Ay X1 + AmaX2 + -+ AgpXy = by,

konnte mithilfe der Koeffizientenmatrix A = (a;j)i=1..m j=1..» und dem
Vektor b = (by,...,by,)" beschrieben werden. Man definiert in diesem
Zusammenhang die Matrix-Vektor-Multiplikation, um den Losungsvektor
x = (x1,...,%,)7 in die Beschreibung des linearen Gleichungssystems
durch A und b einzubeziehen.

Definition 4.33: Seien A = (tlij)izlmm’jzlmn € K™ yund x = (xi)?:l € K"
Dann sei

a11x1 + appXxy + -0+ A1pXy
| anx1 + axnxy + -0 + axxy, m
Ax = o gy € K”.
amlxl+am2x2+"'+amnxn
Beispiel 4.34: Fir
123 1
A=|456 , o ox= (-1
789 2
errechnet man
1-142-(-1)+3-2 5
Ax=[4-1+5-(-1)+6-2| =[11
7-14+8-(-1)+9-2 17

Bemerkung 4.35: Ein Vektor x € K" beinhaltet genau dann eine Losung
des linearen Gleichungssystems (4.2), wenn

Ax=1b

gilt.
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Wir deuten nun die Matrix-Vektor-Multiplikation als Abbildung.

Satz 4.36: Sei A € K™*". Die Abbildung f4 : K" — K", fa(x) := Ax ist
linear.

BEwEIs Seien a4, ...,a,, die Zeilenvektoren der Matrix. Mit dem euklidi-
schen Skalarprodukt gilt

ay <a1T,x>
fax)=1| : | -x= :
A (al, x)

Damit ist f4 nach Beispiel 4.15.1 und Bemerkung 4.12.3 als vektorwertige
Funktion mit komponentenweise linearen Abbildungen linear. n

Bemerkung 4.37: Fiir das Matrix-Vektor-Produkt gilt (A + B)x = Ax + Bx
sowie (AA)x = AAx mit A,B € K™"*" und A € K. Diese durch einfache
Rechnung nachvollziehbare Tatsache kann man auch sehr vornehm mit
den neu eingefiihrten Begriffen formulieren: Fiir ein festes x € K" ist die
Abbildung F, : K™*" — K™ Fy(A) = Ax linear.

Es gilt die Umkehrung von Satz 4.36.

Satz 4.38: Sei f : K" — K" linear. Dann gibt es genau ein A € K"™*" mit
f(x) = AxVx € K", und es gilt

A= (fler),.-., flen))-

Bewels Eindeutigkeit: Fiir eine beliebige Matrix A € K™*" sei Ax =
0Vx € K". Mit dem j-ten kanonischen Einheitsvektor ¢; gilt Ae; = (a1j,..., ;)7 =
0, also a;; = 0 und deswegen A = 0. Sei jetzt f(x) = Ajx = AyxVx € K"
Dann gilt nach Satz 4.36, dass 0 = f(x) — f(x) = Ajx — Ayx = (A1 —
Ap)xVx € K" und deswegen A1 — Ay =0, also A; = Aj.
Existenz: Wir setzen

A= (fler), .., flen).

Die Spalten der Matrix A sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren.
Es bleibt zu zeigen, dass die lineare Abbildung x — Ax der gegebenen
Abbildung f entspricht. Sei dazu x € K" beliebig. Man hat

X = ixjej
j=1

und deswegen mit der Linearitdt von f

n

flx)=f (ixje]) = ijf(ej). 4.3)
i=

=
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Andererseits gilt fiir die i-te Komponente von Ax:
n

(Ax); = iazjx}- =) xfiley),
-

j=1

wobei f;(e;) die i-te Komponente des Vektors f(e;) sein soll. Betrachtet man
alle Komponenten von Ax zusammen, folgt

n
Ax = Z Xi f (ei)
i=1
und mit Gleichung (4.3) die Behauptung. m
Beispiel 4.39: Fiir beliebiges a € R ist die Abbildung f : R® — R3,

flx)=axx

linear. Dies folgt aus den Eigenschaften des Kreuzprodukts aus Satz 2.40.
Damit existiert eine Matrix A, so dass f(x) = AxVx € R® gilt. Nach
Satz 4.38 enthalten die Spalten der Matrix die Bilder der kanonischen
Basisvektoren. Man errechnet

a1 1 0
fler)=[a | x 0] = as
as 0 —ay
a1 0 —as3
f(€2) =ldax]| X 1 = 0
as 0 a
ay 0 a,
fles)=|ax ] x[0] = —m
as 1 0
Damit ergibt sich

0 —az ap

A= as 0 —a1

—a, a1 O

Beispiel 4.40: Um eine Matrixdarstellung der Drehung D, aus Beispiel
4.29 zu erhalten, benotigt man die Bilder der (kanonischen) Basisvekto-
ren. Aus Beispiel 4.31 weifs man D,(e;) = (cosa,sina)” sowie D,(e;) =
(—sina,cosa)T. Also gilt

De(x) = (cosoc —smzx) .

sinx  cosw

=Ay

Matrizen der Form A, werden Drehmatrizen genannt und spielen in der
Linearen Algebra eine bedeutende Rolle.
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Bemerkung 4.41: Matrizen der Gestalt A = (f(ey),..., f(en)) lassen sich
mit jeder Abbildung f, sei sie linear oder nicht, erzeugen. Nur im linearen
Fall aber gilt dann auch f(x) = Ax Vx. Zur Verdeutlichung betrachten wir
die offenkundig nichtlineare Funktion

()= ()
fle) =017, fle) = (1LO),

A:(‘l)(1)>

Fiir x = (—1,—1) aber st f(x) = (1,1)T # (=1,—1)T = Ax. Man muss also
priifen, ob eine Funktion f tiberhaupt linear ist, bevor man eine Darstellung
der Form f(x) = Ax angibt.

Man hat

also

Im Beweis des Satzes 4.38 wurde die Abbildungsmatrix aus f gewonnen,
indem man die Bilder der kanonischen Basisvektoren ¢; zu den Spalten
von A macht. Weil die Matrix A wiederum f eindeutig festlegt, gentigt
also die Angabe der Bilder der kanonischen Basisvektoren, um die gesamte
Abbildung f eindeutig festzulegen. Es stellt sich die Frage, ob allgemeiner
eine beliebige lineare Abbildung zwischen beliebigen Vektorraumen durch
die Vorgabe der Bilder von einzelnen Vektoren eindeutig festgelegt wird.
Eine Antwort liefert der folgende Satz.

Satz 4.42: Gegeben seien Vektoren vy,...,v, € V und wy,..., w, € W.
Bildet (v, ...,v,) eine Basis von V, dann gibt es genau ein f € Hom(V, W)
mit f(v;) = w;, 1 < i < n. Die Abbildung f hat folgende Eigenschaften:

L Bild(f) = L(f(01),..., f(0)).

2. f ist injektiv < wy, ..., w, sind linear unabhingig.

BewEis Sei v € V beliebig. Dann existiert nach Bemerkung 3.56 eine ein-
deutige Darstellung der Form

und wir definieren f durch

flo)=f (i /\i0i> 1= i)\iwi- (4.4)
i=1 i=1
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Damit ist f eindeutig festgelegt. Zu zeigen bleibt die Linearitdt von f. Seien
also v,/ € V und « € K. Es existieren eindeutige A;, /\g,l < i < n mit
v=Yi1Av;und v = Y1 ; Alv;. Man erhilt

flo+adv)=f (i Aivi + i Agvi>

=f (i(/\i + a)\?)%‘)

i=1

Aufgrund der Darstellung (4.4) von f folgt daraus

flo+av') =Y (A + ar))w;

™=

Il
—_

n
Aw; 4+ Z )L;wi
i=1

(0) +af(v).

Offenbar gilt Bild(f) € L(wy, ..., w,) aufgrund der Darstellung (4.4) von
f. Sei nun w = Y}'; Bjw; ein beliebiges Element aus L(wj, ..., w,). Mit
v:= Y[, Biv; erhdlt man

I
-

Il
A

|
~~

flo)=f (;ﬁivi) Zgﬁii&;?:w

und deswegen L(wy, ..., wy,) C Bild(f). Damit gilt Aussage 1.

Aussage 2, ,=": Nehmen wir an, wy, ..., w, wéren linear abhiangig. Dann
existiert ein Koeffizientenvektor (B1,...,B,)T # 0 mit Y7, Biw; = 0. Weil
(v1,...,v4) eine Basis von V ist, sind die Vektoren v, ..., v, linear unabhén-

gig. Daher gilt v := B1v1 + - - - + B,vn # 0, aber f(v) = 0. Nach Bemerkung
4.12 gilt aber auch f(0) = 0, so dass f nicht injektiv ist.

,<=": Seien wy, ..., wy linear unabhédngig und v € V beliebig mit f(v) = 0.
Es gilt v = Y ;| a;v; mit gewissen «; und daher 0 = f(v) = Y 4 a;if (v;) =
Y.i 1 ajw;. Aus der linearen Unabhingigkeit der w; folgtay = --- =a, =0
und daher v = 0, also ker(f) = {0}. Damit ist f nach Satz 4.19 injektiv. m

Oben wurde gezeigt, dass im Fall von V = K" und W = K™ jede lineare
Abbildung in der Form f(x) = Ax geschrieben werden kann und umge-
kehrt jede Matrix A € K™*" durch f(x) = Ax eine lineare Abbildung f
induziert. Dass dies fiir allgemeine (endlich erzeugte) Vektorraume gilt,
besagt Satz 4.43.
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Satz 4.43: Seien V und W zwei K-Vektorraume, By = (vy,...,v,) eine
Basis von V und By = (wy, ..., wy,) eine Basis von W und weiter f : V —
W linear. Dann existiert genau eine Matrix Mg“/’v (f) = (a;j) € K™ mit

f(oj) =) ajw; Vi=1,...,n (4.5)
i—1

Beweis Die lineare Abbildung f wird nach Satz 4.42 durch die Vorgabe
der Bilder der Basisvektoren von V eindeutig festgelegt. Bezogen auf die
Basis Byy hat jeder Vektor f(v;) eindeutige Koordinaten a;; € K,1 <i <m,
und es gilt f(v;) = /L a;;w;. Damit wird f eindeutig festgelegt durch
die Angabe der Koordinaten der Bilder von v; unter f. Schreibt man diese
Koordinaten spaltenweise in eine Matrix Mg;/v (f), so legt diese mit der
Rechenvorschrift (4.5) f eindeutig fest. n

Bemerkung 4.44: Indem die Matrix Mng (f) die Bilder der Basisvektoren
von V kodiert, legt sie f eindeutig fest. Es ist also allgemein gerechtfertigt,
statt linearer Abbildungen f Matrizen zu betrachten. Man sagt, ng‘//v (f) sei
die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basen By und Byy.

Ein Ergebnis unserer Untersuchungen ist der folgende Merksatz:

In den Spalten von A stehen die Koordinaten der Bilder der
Basisvektoren von V bzgl. der gewéhlten Basis von W.

Beispiel 4.45: Die Abbildung D mit D(f) = f’ aus Beispiel 4.15 besitzt
iiberhaupt keine Darstellung durch eine Matrix, weil nach Bemerkung 3.76
weder V = C}(R) noch W = C(R) endlich erzeugt sind. Man kann aber
D auf einen endlich erzeugten Unterraum V’ einschrianken. Dann besitzt
D|y: — W' eine Matrixdarstellung. Wir wihlen V' = W’ = P4(R), und
B=(1,x,...,x%.Sei f = Y} a;x' € Py beliebig. Ableiten ergibt D(f) =
f' = Yt ia;x'"1. Das Polynom f hat bezogen auf B die Koordinaten
(wo,...,a4)T und entsprechend f’ die Koordinaten (a7,2a5,3a3,4a4,0)7.
Andererseits stehen nach obigem Merksatz die Koordinaten der Bilder der
Basisvektoren in den Spalten der Matrix. Wegen (x')’ = ix'~! erhilt man

01000
00200
ME(D)= {00030
00004
00000
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Damit ergibt sich

L4 X1

o1 207
ME(D)- | ay | = | 3a3 |,

o3 4oy

L7} 0

also genau die Koordinaten von f’ bezogen auf B.

Beispiel 4.46: Die Wahl anderer Basen von V und W fiihrt zu einer anderen
Darstellungsmatrix derselben Abbildung f. Sei V = W = R? und (bezogen
auf die Standardbasis £ = (e1,e2)) sei f(x) = Ax mit

1,5 0,5
A= (O, 5 1, 5> ’
also A = M&(f). Um die Abbildung f in ihrer Wirkung zu verstehen,
betrachten wir das Bild des Einheitsquadrats [0, 1]? unter f, das in Abb. 4.3
blau dargestellt wird. Es handelt sich um eine bestimmte Kombination aus
Drehung und Scherung. Wir wechseln jetzt von der Standardbasis repréasen-
tiert durch (x,y)-Koordinaten in eine um 45° gedrehte Basis £ = (¢1,¢,),
die den Koordinaten (%, i) entspricht. Ein analoges Quadrat bezogen auf

&, in Abb. 4.3 griin dargestellt, wird durch f lings der £-Achse um den
Faktor 2 gestreckt. Es gilt folglich f(&;) = 2¢; und f(é,) = & und daher

A=mi = (31)

weil in der Spalten der Matrix die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren
stehen. Sowohl A als auch A beschreiben dieselbe lineare Abbildung,
aber bezogen auf andere Basen, also andere Koordinaten. Wir werden
die Umrechnungen von Darstellungsmatrizen linearer Abbildungen bei
Basiswechseln in Kapitel 4.5 eingehender untersuchen.

Die zu Beginn des Kapitels in Bemerkung 4.11 aufgeworfene Frage, wie
viele strukturell gleiche Vektorrdume iiber einem Korper es denn nun gibt,
lasst sich jetzt einfach beantworten.

Definition 4.47: Seien V und W zwei Vektorrdume tiber demselben Kor-
per K. Dann heifsen V und W isomorph, Schreibweise V ~ W, falls ein
Isomorphismus von V nach W existiert.

Satz 4.48: Seien V und W zwei K-Vektorrdume mit dim(V) = dim(W) = n.
Dann gilt K" ~ V ~ W.
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Abbildung 4.3: Quadrate unter der linearen Abbildung f aus Beispiel 4.46

BEwErs Sei (vy,...,v,) eine beliebige Basis von V und (wy,...,w,) eine
Basis von W. Nach Satz 4.42 existiert genau eine lineare Abbildung f
mit f(v;) = w;,1 < i < n. Nach Satz 4.30 handelt es sich um einen
Isomorphismus. Der erste Teil der Aussage folgt sofort mutatis mutandis.
[ |

Es existiert also (bis auf Isomorphie) nur ein endlich erzeugter K-Vektor-
raum mit Dimension n, ndmlich K".

Beispiel 4.49: Aus Satz 4.48 folgt, dass der Vektorraum P4(R) der reell-
wertigen Polynome mit Hochstgrad 4, der ja die Dimension 5 aufweist,
zu R® isomorph ist. Ein Isomorphismus f lasst sich nach dem Beweis des
Satzes konkret angeben: Wir wihlen als Basis von P4(R) die Monombasis
(1,x,...,x*) und legen f durch die Bedingungen f(x') = ¢;,1,0 <i<n
eindeutig fest.

Wir kehren nun zum Spezialfall V = K" zuriick und wollen der Theorie
konkrete Berechnungen folgen lassen. Eine einfache Folgerung aus Satz 4.38
vereinfacht die Berechnung des Bildes einer linearen Abbildung wesentlich.

Folgerung 4.50: Sei A € K"*", und f(x) = Ax. Dann ist das Bild von f
gleich der Linearen Hiille der Spaltenvektoren von A.

BEWEIs Sei e; € K" der i-te Vektor der Standardbasis. Dann entspricht f(e;)
der i-ten Spalte von A. Also entspricht die lineare Hiille der Spaltenvektoren
von A genau der linearen Hiille der Bilder der Basisvektoren unter f und
damit nach Satz 4.38 dem Bild von f. m
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Wir wollen nun die bisher entwickelte Theorie nutzen, um bei zwei linea-
ren Abbildungen beispielhaft Bild und Kern zu berechnen. Es sind viele
Rechenwege moglich, aber folgende Reihenfolge der Berechnungen hat
sich als besonders effizient herausgestellt:

1. Bestimmung des Kerns

2. Bestimmung der Dimension des Kerns

3. Bestimmung des Rangs (= Dimensionsformel)
4. Bestimmung des Bildes

Beispiel 4.51: Gegeben ist

X1 2x1 +x2
flx|= X1 — X2 + X3
X3 4X1 — X2 + ZX3

Es soll gezeigt werden, dass f in der Tat linear ist, sowie ker(f), Bild(f)
und deren Dimensionen bestimmt werden.

Ein direkter Nachweis der Linearitdt oder mittels Bemerkung 4.12.2 ist
ohne Weiteres moglich. Wir geben stattdessen die Abbildungsmatrix A an.
Die Bilder der (kanonischen) Basisvektoren lauten

1 2 0 1 0 0
flol=(1),7{1|=(-1],f[0]=11
0 4 0 -1 1 2

Man erhalt

2 10
A=11-11].
4-12

Man muss jetzt aber noch zwingend nachweisen, dass in der Tat f(x) =
AxVx € R gilt, indem man z.B. fiir ein allgemeines x sowohl Ax als auch

f(x) ausrechnet und Gleichheit zeigt: Es gilt hier mit x = (x7, x2, x3)7
2 10 X1 2x1 + x2
A-x=|1-11}| | x| = X1 — X2+ X3
4-12 X3 4X1 —X2—|—ZX3

Dies entspricht offenbar f(x), so dass nach Satz 4.36 die Abbildung f linear
ist. Zur Bestimmung des Kerns muss man das lineare Gleichungssystem

2 10/0
1-11(0
4-12/0
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losen, das ja gerade der Gleichung Ax = f(x) = 0 entspricht. Das Gauf3-
Verfahren liefert x3 = A\/;x, = % Ayx = —% - A/, also mit A = %A’:

1
ker(f) = {x}t ( 2) ’)\ E]R}
3

Es folgt dim(ker(f)) = 1 und wegen dim (V) = 3 aus der Dimensionsfor-
mel dim(Bild(f)) = 2. Nach Folgerung 4.50 entspricht Bild(f) der linearen
Hiille der Spalten der Matrix. Man wihlt folglich dim(Bild(f)) Spaltenvek-
toren aus, z.B. die ersten, und testet, ob sie linear unabhdngig sind. Im
konkreten Fall ist dies offensichtlich, weil die zweite Spalte kein Vielfaches
der ersten ist. Es folgt daher

Aue IR} .

2 1
Bild(f) = {x; x=A (1) +u (1)
4 -1

Beispiel 4.52: Wir mochten nun Bild(D) und ker(D) der Abbildung D :
Py(R) — P4(R) bestimmen (vgl. Beispiel 4.45). Wir beginnen wiederum
mit ker(f). Wir nutzen aus, dass ein Vektor genau dann der Nullvektor ist,
wenn seine Koordinaten samtlich den Wert 0 annehmen und kénnen so
die Aufgabe auf Berechnungen im K" zuriickfiihren. Die Abbildungsmatrix
ME(D) liegt uns bereits aus Beispiel 4.45 vor. Somit lasst sich ker(D)
als Menge aller Vektoren charakterisieren, fiir deren Koordinaten x =
(x1,...,x5)T € R® gilt: ME(D) - x = 0. Mit dem Gaug-Verfahren 16st man
das entsprechende lineare Gleichungssystem

01000 X1
00200 X2
00030 |-|x3| =0
00004 X4
00000 X5

und erhilt x = (1,0,0,0,0)7,A € R. Dies entspricht allen Vektoren (d. h.
Polynomen) der Gestalt A 4 Ox + 0x% + 0x3 + 0x*, also allen konstanten
Polynomen. (Dass deren Ableitungen die Nullfunktion ist, sollte auch
unmittelbar klar sein.) Aufgrund der Dimensionsformel muss dann aber
dim(Bild(D)) = 4 gelten. Das Bild von D sind alle Polynome, deren Ko-
ordinaten von den Spalten von ME (D) aufgespannt werden, also hier alle
Polynome von Hochstgrad 3.

Wesentlich ist, dass man auch bei abstrakteren linearen Abbildungen zwi-
schen endlich erzeugten Raumen sich fiir alle relevanten Berechnungen auf
Berechnungen an Matrizen zurtickziehen kann.
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4.4 Abbildungsverkettung und Matrizenmultiplikati-
on

Wir werden nun die Hintereinanderausfiihrung von linearen Abbildungen
untersuchen.

Satz 4.53: Seien U, V, W K-Vektorrdume und f : V — Wsowieg: U — V
linear. Dann ist auch fog: U — W linear.

Bewers Fiir u,u’ € U und A € K gilt

(fog)(u+Au') (gu+Au )
f(g(u)+Ag(u

u'))
(g(u))+Af( (')
= (fog)(u) +A(fog)(u)

Folgerung 4.54: Fiihrt man Isomorphismen hintereinander aus, erhdlt man
wiederum einen Isomorphismus.

Etwas allgemeiner gilt folgende Ranggleichung.

Satz 4.55: Seien in der Situation von Satz 4.53 dim(V) = dim(W) = n und
f ein Isomorphismus. Dann gilt:

rg(fog) =rg(g).

BEwEls Sei r = rg(g) und vy,...,v, linear unabhingig in Bild(g). Dann
sind f(v1),..., f(v) € Bild(f o g) linear unabhingig: Sei Y}, A;f(v;) = 0.
Mit der Linearitdt von f folgt f(Yj_,Av;) = 0, also Yj_4Ajv; = 0, da
ker(f) = {0} aufgrund der Injektivitit von f. Aus der linearen Unab-
hédngigkeit der v; selbst erhdlt man A; = 0,1 < i < r und deswegen
rg(fog) >r

Seien umgekehrt w1, ..., w; € Bild(f o g) linear unabhingig. Analog zu
oben folgert man, dass f~(w),..., f~!(wy) € Bild(g) linear unabhéingig
sind und gelangt so zu k < r und deswegen zu rg(fog) <. m

Wenn zwei lineare Abbildungen f : K" — K™ und g : K — K" hintereinan-
der ausgefiihrt werden, ist die Verkettung f o ¢ wiederum linear und besitzt
deswegen nach Satz 4.38 eine Darstellung der Gestalt (f o ¢)(x) = Cx mit
einer Matrix C € K™/, die wir jetzt errechnen werden. Dazu gehen
wir davon aus, dass z = f(y) = Ay und y = g(x) = Bx gilt. Das Matrix-
Vektor-Produkt von B und x liefert y; = };_;bjx, 1 < j < n. Dann
erhdlt man in Analogie z; = 237:1 a;jyj,1 < i < m. Zugleich gilt aber

z = A(B(x)) = Cx = (f o g)(x), also auch z; = Zle cijxj, 1 < i < m. Wir
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setzen die verschiedenen Darstellungen ineinander ein und sortieren die
Summationsreihenfolge um.

n n l
zi=) agyj =) |ai | ) buxx
n 14
Y ( ”i]'bjkxk>
j k=1

=1
Y4 n n
=Y (L aibuxe) = Y (L aby ) x
k=1 \j=1 k=1 \j=1
———

‘=Cik
Damit ist C bestimmt. Ausgehend hiervon definieren wir nun die Multipli-
kation von Matrizen.

Definition 4.56: Es sei A € K™*" und B € K"*!. Dann heifit C = AB €
K™ mit

n
Cik = anby + - -+ apby = Za,-jbjk Vi=1,.... mk=1,...¢
j=1

das Produkt der Matrizen A und B.

byy - by - by
byy -+ by -+ by
. . } =B
bpp - by o+ by
a1 ap vt A (
A=\ an ap - apy k Cik =C
Aml Am2 - Amn

Beispiel 4.57: Gegeben sind die Matrizen

43 2 1
AI(iéz)’ B=10-1-2-3
25 4 3

A ist eine 2 x 3-Matrix und B ist eine 3 x 4-Matrix, also ist das Produkt
C = AB eine 2 x 4-Matrix. cp3 ist das Produkt aus der 2. Zeile von A und
der 3. Spalte von B.

c3=(4-2)+5-(-2))+(6-4) =22
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43 21 I
()0
2 5 4 3 1 ][22)]

Das Element cy4 ist das Produkt aus der 1. Zeile von A und der 4. Spalte
von B:

Cl4 = (1 1)
4

<123) .
456 2 5

+(2-(=3))+(3-3) =
; ;) (DDD )
4 3 1]

Die restlichen Elemente werden analog berechnet.

Bemerkung 4.58: Die Produktbildung ist nur dann moglich, wenn die
Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt. Ansonsten ist
das Produkt von A und B nicht definiert.

Wir sammeln einige wichtige Eigenschaften der Matrixmultiplikation.

Satz 4.59: Seien A, B, C so, dass die nachfolgend vorkommenden Matrix-
multiplikationen definiert sind. Dann gilt:

1.
2.

3.

A(BC) = (AB)C (Assoziativgesetz)
A(B+C) = AB+ ACund (A + B)C = AC + BC (Distributivgesetz)
(AB)T = BTAT

Sei A € K" und E; € Kk die (k x k)-Einheitsmatrix. Dann gilt
AEn — EmA — A.

Es sei 0 eine Nullmatrix. Falls sich die Produkte 0- A und A - 0 bilden
lassen, sind sie ebenfalls eine Nullmatrix.

BEwEIs

1.

Durch A, B und C seien die linearen Abbildungen f, g, induziert.
Dann entspricht A(BC) der Abbildung f o (g o h) und (AB)C der
Abbildung (f o g) o h. Weil aber die Verkettung von Abbildungen
assoziativ ist, sind die beiden Abbildungen gleich und damit auch
ihre Abbildungsmatrizen.

. Seien A € K™ und B,C € K™ " Das i, k-te Element der Matrix

A(B + C) wird nach Definition der Matrizenmultiplikation durch
2;-11:1 aij(bjk + C]'k) = Z}-ﬂ:l Ell‘jb]'k + 271:1 AijCik, das i, k-te Element von
AB + AC durch Z;”Zl aiibjx + Z;”Zl ajjcjr.- Damit folgt Gleichheit und
damit die Behauptung.
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3. Sei A = (a;;) € K™, B = (bj) € K"**und C = (¢;;) := AB € K™*".
Dann gilt ¢j; = Y, ajxby. Sei weiter D = (d;;) := BTAT ¢ K&,
Nach Definition der Matrixmultiplikation erhdlt man

n n
dij = Y brag = Y_ ajbi = cji
k=1 k=1

und wegen CT = D die Behauptung.

4. Sei C = (cij) := AE,. Nach Definition der Matrixmultiplikation gilt
Cik = apeix+ - -+ Aineuk = AixCrx = Aix, Vi=1,....m;k=1,...,n
also C = A. Analog zeigt man E,,A = A.

5. folgt durch einfache Rechnung. m

Bemerkung 4.60: Das Matrixprodukt ist im Allgemeinen nicht kommutativ:

Fuar
01 01
A_<1O> und B—<00>

00 10
AB—<01> , aber BA = (OO> .

Beispiel 4.61: Sei V endlich erzeugt und id : V. — V die identische Abbil-
dung, also id(x) = x Vx € V, und B eine beliebige Basis von V. Dann gilt
MBE(id) = E: Die k-te Spalte von M (id) enthalt die Koordinaten des Bildes
des k-ten Basisvektors, also hier die Koordinaten des k-ten Basisvektors
selbst. Diese bilden aber gerade den k-ten Einheitsvektor.

gilt

Bemerkung 4.62: Fasst man einen Vektor x € K" als eine einspaltige Ma-
trix mit n Zeilen auf, dann ldsst sich das euklidische Skalarprodukt als
Matrixmultiplikation deuten wegen

(v y) = inyi = XT-]/,
i=1

wobei man die 1 x 1-Matrix x! - y mit ihrem einzigen Eintrag (x,y) iden-
tifiziert. In diesem Sinn ist also das (euklidische) Skalarprodukt ein Spe-
zialfall der Matrixmultiplikation. In gleicher Weise erscheint jetzt auch
die Umwandlung eines Spalten- in einen Zeilenvektor als Spezialfall der
Transposition von Matrizen. Entsprechend handelt es sich bei der Matrix-
Vektor-Multiplikation (Definition 4.33) um einen Spezialfall der Matrixmul-
tiplikation.
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Sei jetzt f : V — W ein Isomorphismus mit Darstellungsmatrix A. Die
Darstellungsmatrix des Isomorphismus f~! sei B. Dann gilt fo f~! =
f~lo f = id, und damit nach Beispiel 4.61 auch AB = BA = E. Da die
Einheitsmatrix E sich wie ein neutrales Element beziiglich der Matrixmulti-
plikation verhilt, spielt B die Rolle des inversen Elements zu A. Dies legt
folgende Definition nahe.

Definition 4.63: Sei A eine quadratische Matrix. Gibt es eine Matrix A1
mit
AAT = ATTA=E,

so heiflt A invertierbar oder auch regulir. A~ wird als Inverse von A be-
zeichnet.

Folgerung 4.64: Eine lineare Abbildung f : K" — K™ ist genau dann
invertierbar, wenn ihre Darstellungsmatrix invertierbar ist.

Folgerung 4.65: Jede invertierbare Matrix ist quadratisch.

BEwels Ist A € K™*" invertierbar, dann ist f : K" — K", f(x) = Ax
invertierbar, also ein Isomorphismus. Dann gilt nach Folgerung 4.26 aber
dim(K") = dim(K™), also n = m. n

Beispiel 4.66: Nicht jede quadratische Matrix ist invertierbar: Die Nullma-
trix ist die Darstellungsmatrix der Abbildung f : K" — K", f(x) = 0, die
offensichtlich nicht injektiv und damit nicht invertierbar ist. Also ist die
Nullmatrix auch nicht invertierbar.

Wir stellen wesentliche Eigenschaften im Hinblick auf Inverse in folgendem
Satz zusammen.

Satz 4.67: Seien A, B € K"*" invertierbar. Dann gilt:
1.

AB=E&BA=E&B=A"1

2. AB ist invertierbar, und es gilt (AB) ! = B~1A~L.

3. A~ listinvertierbar, und es gilt (A~1)~! = A.

4. AT ist invertierbar, und es gilt (AT)™1 = (A~1)T.

5. Fiir A € K\ {0} ist AA invertierbar, und es gilt (AA) "1 = 1A L.
BEWEIS

1. Wurde schon oben bewiesen.



150 KAPITEL 4. LINEARE ABBILDUNGEN

2. Die Invertierbarkeit von AB erhilt man aus Folgerung 4.54. Weiter
gilt

B 'A'=B1A"1(AB)(AB)!
=B 'A1A(B(AB)™)
= B 'E(B(AB)™)
= (B7'B)(AB)™!
= E(AB)™' = (AB)!.

3. Die Aussage folgt sofort aus (f!)~! = f angewendet auf f(x) = Ax
und Teil 1.

4. Bsist AA~! = E, also nach Satz 4.59 (AA")T = (A"H)TAT = ET =
E. Andererseits gilt A”'!A =E = (A71A)T = AT(A")T = ET = E.
Also erfiillt (A~1)T die definierenden Bedingungen einer inversen

Matrix zu AT; es ist daher AT invertierbar mit einer inversen Matrix
(AT)—l — (A—l)T_

5. Man hat E = AA™! = AMA1A™! = (AA)(1A1), aber auch E =
A71A = TAT1AA. Also erfiillt $ A~ die Bedingungen an eine inverse
Matrix zu AA; daher ist AA invertierbar, und es gilt (AA) "1 = 1 A~L
[

Die Eigenschaften der inversen Matrix aus Satz 4.67 haben folgende inter-
essante Konsequenz.

Satz 4.68: Die Menge aller invertierbaren Matrizen in K"*" bilden zusam-
men mit der Matrixmultiplikation eine Gruppe.

BewEis Wir bezeichnen die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen mit
GL(n;K). Da das Produkt von invertierbaren Matrizen und die Inverse
einer invertierbaren Matrix nach Satz 4.67 wiederum invertierbar sind, ist
die Multiplikation zweier Matrizen eine Verkniipfung auf GL(n; K). Die
Assoziativitdit wurde in Satz 4.59 gezeigt, ebenso wie die Existenz des
neutralen Elements, der Einheitsmatrix E. Die Existenz einer Inversen ist
nach Konstruktion klar. n

Bemerkung 4.69:

1. In der englischen Literatur heifit GL(n; K) ,general linear group”,
was die Bezeichnung erklart. Sie ist eines der wichtigsten Beispiele
von nicht-abelschen Gruppen.

2. GL(n; K) zusammen mit der Addition und dem Produkt von Matrizen
bildet keinen Korper. Das scheitert u. a. daran, dass die Summe zweier
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invertierbarer Matrizen nicht unbedingt invertierbar sein muss. So

sind z. B.
10 01
A= (01> und B = <10)

offenbar invertierbar, aber

11
a+s=(1y)

nicht: Nach Folgerung 4.50 ist das Bild der von A + B definierten
linearen Abbildung f die lineare Hiille der Spaltenvektoren von A + B.
Daher gilt rg(f) = 1. Damit ist f nicht surjektiv und daher nicht
invertierbar. Nach Folgerung 4.64 ist dann A + B nicht invertierbar.

Wir wollen jetzt die Inverse einer gegebenen Matrix A € GL(n; K) berech-
nen. Sei A~! = B = (by,...,b,) mit Spaltenvektoren b;,1 < i < n. Nach
Satz 4.67 entspricht die Berechnung der inversen Matrix genau der Losung
der Matrixgleichung AB = E. Sei E = (ey,...,e,) mit den kanonischen
Einheitsvektoren ¢;,1 < i < n. Dann folgt AB = E < A(by,...,by) =
(e1,...,en), also Ab; = ¢; fur 1 < i < n. Man erhidlt damit » lineare
Gleichungssysteme mit jeweils n Unbekannten und derselben Matrix A.
Lost man diese Gleichungssysteme mit dem Gaufs-Verfahren, wird die
Abfolge der Umformungen nur von A bestimmt, sie ist also bei allen hier
vorkommenden Gleichungssystemen dieselbe. Daher kann man alle Glei-
chungssysteme simultan 16sen, indem man alle rechten Seiten e; zu einer
Einheitsmatrix zusammenfasst und auf alle Spalten dieser Matrix dieselben
Umformungen anwendet wie auf A.

Beispiel 4.70: Gegeben sei

1 011
1 121
A= 0-101
1 002

Gesucht ist A~L. Wir ergdnzen die Matrix um eine gleichgrofse Einheitsma-
trix auf der rechten Seite.

1 0111000
1 121[0100
0-101j0010

1 0020001
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Wir erzeugen nun die Stufenform.

1 0 11 1000

1 1 21 0100 |—(I)
0-1 01 0010
1 0 02 0001 |—(I)

1 0 11| 1000
0 1 10-1100
0-1 01/ 0010 |+ (II)
0-11-1001
0 11/ 1000
1 10-1100
0 11/-1110
0-11/-1001 |+ (III)
0 11/ 1000
1 10-1100
0 11/-1110
0 02-2111

[N HioNeNel k=)

o

Die Diagonalelemente werden durch Multiplikation auf den Wert 1 ge-

bracht.
1011 1

0110]-1
0011|—1
0002(—2
1011 1
0110/—1
0011|—-1 1 1
0001|—11/21/21/2

Durch die entsprechenden Zeilenoperationen werden oberhalb der Diago-
nalen Nullen erzeugt:

|.1/2

— Ok Rk Rk O
OOk Rk OO
OO Ok, O OO

1011 1 0 0 0 |—(1V)
0110-1 1 0 0
0011)-1 1 1 0 |—@V)
0001|—1 12 1/2 1/2
1010] 2—-1/2—1/2—1/2 | — ()
0110(-1 1 0 0 |- ()

0010 0 1/2 1/2-1/2
0001|—1 1/2 1/2 1/
1000[ 2 -1 -1 0
0100(—1 1/2-1/2 1/2
0010, 0 1/2 1/2 -1/
0001|—1 12 1/2 1/2

Die Matrix auf der rechten Seite ist die Inverse A~1.
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Abbildung 4.4: Ungiinstiges (rot) und giinstiges (blau) Koordinatensystem
zur Beschreibung der Mondbewegung

4.5 Koordinatentransformationen

Ein wesentlicher Aspekt bei der mathematischen Modellbildung besteht
darin, das gegebene Problem in Gleichungen zu fassen, die eine moglichst
einfache und handhabbare Gestalt haben sollen. Dazu gehort in vielen
Fillen die Wahl eines geeigneten Koordinatensystems. Wollte man z. B.
die Bewegung des Mondes um die Erde beschreiben, d.h. eine einfache
Bewegungsgleichung angeben, wird man wahrscheinlich nicht das rote Ko-
ordinatensystem in Abb. 4.4, sondern viel eher das blau dargestellte wéhlen.
(Die Erde und der Mond kreisen um ihren gemeinsamen Schwerpunkt, der
sich als Koordinatenursprung daher besonders empfiehlt.) Beide Koordi-
natensysteme eignen sich prinzipiell zur Beschreibung der Bahnkurven,
nur werden die Berechnungen im blau dargestellten Koordinatensystem
viel einfacher werden als im rot dargestellten. Sollte sich im Laufe der
Modellbildung herausstellen, dass das gewihlte Koordinatensystem doch
nicht optimal gewdhlt war, wird man eine Koordinatentransformation in ein
neues Koordinatensystem durchfiihren.

Allgemein versteht man in der Analysis unter einer Koordinatentransfor-
mation eine invertierbare stetig differenzierbare Abbildung, deren Inverse
ebenfalls stetig differenzierbar ist. Man spricht von einem Diffeomorphismus.
Im Rahmen der Linearen Algebra beschranken wir uns auf lineare Koordi-
natentransformationen; dies ist eine wesentliche Vereinfachung, die unter
anderem impliziert, dass die Lage des Nullpunkts sich bei der Koordina-
tentransformation nicht dndert, weil ja lineare Abbildungen immer den
Nullvektor auf sich selbst abbilden.

Beispiel 4.71: Bisher haben wir die Koordinaten eines Vektors in K" immer
beziiglich der kanonischen Einheitsvektoren ej,...,e, angegeben. Zum
Beispiel bedeutete x = (3,1,4)7, dass x = 3e; + e + 4e3. Auf diese Weise
konnte der Vektor x mit seinen Koordinaten identifiziert werden. Wir
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wahlen jetzt mit

1 1 0
bi=|2|,bo=(0],b3=1] -1
0 1 1

eine weitere Basis des IR%. Dann hat derselbe Vektor x beziiglich der Ba-
sis B = (b1, by, b3) die Koordinaten (2,1,3)T. Um den Vektor von seinen
Koordinaten unterscheiden zu konnen, schreibt man die Koordinaten von x
beziiglich BB als

Kgz(x) = (2,1,3)T.

Fehlt im Fall V = K" die Angabe der Basis, ist immer die Basis £ ge-
meint, die aus den kanonischen Einheitsvektoren e, ..., e, besteht. Die
Schreibweise V; A soll im Folgenden bedeuten, dass im Vektorraum V alle
Koordinaten bezogen auf die Basis A zu verstehen sind. Somit handelt es
sich in diesem Zusammenhang bei K" um eine abkiirzende Schreibweise
fur K™, £.

Wir betrachten nun beliebige endlich erzeugte Vektorraume und zeigen die
Existenz von Koordinaten.

Satz 4.72: Sei V ein K-Vektorraum mit einer Basis B = (vy,...,vy). Dann
existiert genau ein Isomorphismus ¢p : K" — V mit ¢p(e;) =v;,1 <i < n.

BEwEls Man wihle in Satz 442 V = K" und W = V. n

Es existiert somit stets eine eindeutige Zuordnung eines abstrakten Vektors
v zu einem Tupel von Elementen aus K und umgekehrt. Dieses Tupel von
Elementen aus K ldsst sich als die Koordinaten des Vektors v auffassen.

Definition 4.73: Der Isomorphismus ¢ aus Satz 4.72 heif$t Koordinatenab-
bildung, und fiir v € V heiflen Kz(v) := ¢,;'(v) € K" die Koordinaten von v
beziiglich BB.

Bereits in Kapitel 3.4.3 wurden die Koordinaten eines Vektors definiert
(Definition 3.55) als die Vorfaktoren der Linearkombination der Basisvek-
toren und in Bemerkung 3.56 ihre Eindeutigkeit gezeigt. Wir stellen jetzt
den Zusammenhang zwischen dieser Definition von Koordinaten und
der hier getroffenen her. Fiir irgendein v € V und eine beliebige Basis
B = (v1,...,v4) hat man v = }!' ; a;v; mit eindeutigen «; € K nach Be-
merkung 3.56. Die Abbildung ¢z andererseits ist linear, und deswegen
gilt

o5((A1,. An)T) = (pg(émei) = ém(pg(@).
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Nach Konstruktion gilt ¢z(e;) = v;, und daher auch ¢g((A1,..., A7) =
Y, A Soll jetzt @p((A1,...,Ax)T) = ©v gelten, ist das aufgrund der
Eindeutigkeit der Linearkombination nur moglich fir a; = A;,1 <1 <
n. Damit liefern beide Definitionen von Koordinaten dasselbe, nur der
Blickwinkel auf Koordinaten ist ein anderer.

Beispiel 4.74: Im Fall von K"; £ gilt ¢¢ = id, und der Vektor ist gleich
seinen Koordinaten beziiglich der Standardbasis £.

In der Situation von Beispiel 4.71 erhélt man die Koordinatenabbildung
¢5(x) = Bx mit der Matrix B = (by, by, b3), weil offenbar Be; = b; fiir
1<j<3gilt

Bemerkung 4.75:

1. Ohne Angabe einer Basis sind Koordinaten wertlos: Wir betrachten
den Vektorraum P, der Polynome vom Hochstgrad 2. Legt man
die Monombasis (1,x,x?) zugrunde (vgl. Satz 3.99), verbirgt sich
hinter den Koordinaten (1,0, —1) die Funktion p(x) = 1 — x2, wahlt
man als Basis aber (1,1 — x, (1 — x)?), dann entspricht denselben
Koordinaten die Funktion g(x) = 2x — x%. Im Fall von V = K" blieb
dieser Sachverhalt bisher deswegen weitgehend verborgen, weil wir
immer implizit Koordinaten auf die Standardbasis £ bezogen haben
(vgl. auch Beispiel 4.74). In abstrakten Vektorrdaumen jedoch existiert
kein Analogon zur Standardbasis in dem Sinne, dass sich immer eine
der vielen Basen als ,natiirliche Wahl” empfehlen wiirde.

2. Alternativ zur Basis selbst ldsst sich die Koordinatenabbildung ¢
angeben, denn man kann ja einen beliebigen Basisvektor v; nach Satz
4.72 durch ¢p(e;) berechnen. Umgekehrt legt nach demselben Satz
eine Basis B die Koordinatenabbildung eindeutig fest. Kennt man
also die Koordinatenabbildung, dann kennt man auch die Basis und
umgekehrt.

Wir wollen nun zwischen verschiedenen Koordinatendarstellungen eines
Vektors umrechnen und betrachten dazu einen Vektorraum der Dimension
n mit den Basen A = (ay,...,a,) und B = (by,...,b,). Fiir einen Vektor v
existieren die Darstellungen K 4(v) und Kg(v). Wir nutzen aus, dass die
Basen A und B zwei Koordinatenabbildungen ¢ 4 und ¢ induzieren. Wir
erhalten das folgende Diagramm:

Vv
PA ¥B

K" K"
T3 =g o pa
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Da alle vorkommenden Abbildungen Isomorphismen sind, kann man das
Diagramm in beliebiger Richtung durchlaufen, ohne dass sich das Ergebnis
andert. Ein Diagramm, bei dem die Wahl des Weges keinen Einfluss auf
die resultierende Abbildung hat, nennt man kommutatives Diagramm. Die
Abbildung ¢,;' 0 ¢ 4 : K" — K" lasst sich als Automorphismus von K" mit-
hilfe einer Matrix formulieren; diese Matrix Tg‘ heif$t Transformationsmatrix
des Basiswechsels von A nach B.

Bemerkung 4.76: Sei v € V beliebig, K4(v) = (x1,...,x4)" und Kg(v) =
(y1,...,yn)". Dann gilt

Yn Xn

Sind die Koordinaten von v beztiglich A bekannt, kann man mithilfe der
Matrix Tlgfl die Koordinaten von v beztiglich B berechnen.

Bemerkung 4.77: Es gilt TS = (Tg‘)*l. Dies zeigt das kommutative Dia-
gramm. Man fiihrt also die Berechnung von Koordinaten ,in umgekehrter
Richtung” auf die Invertierung einer Matrix zuriick bzw. auf das Losen
eines linearen Gleichungssystems.

Wir betrachten den Spezialfall V = K". Dann ldsst sich fiir jede Basis aus
ihren Basisvektoren eine quadratische Matrix bilden, die wiederum die
Koordinatenabbildung festlegt. Es mogen also die Vektoren der Basis A die
Matrix A bilden. Dann gilt ¢ 4(x) = Ax aufgrund von Ae; = a;,1 <i <n.
Andererseits gilt fiir die Wahl B = &, dass T = ¢4 wg. ¢¢ = id nach
Bemerkung 4.74, so dass T¢' = A folgt. Eine Umrechnung von Koordinaten
eines Vektors x bzgl. A in Koordinaten bzgl. £ erfolgt demnach durch
Multiplikation mit A:
x = Kg(x) = AKa(x)

Nach Bemerkung 4.77 folgt sofort
Ka(x) = A 1Ke(x) = A .

Geriistet mit diesen Vortiiberlegungen betrachten wir eine weitere Basis B
von K" und die zugehorige Matrix B der Basisvektoren. Wir erhalten das
folgende kommutative Diagramm.
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Man erkennt T§ = B~1A.
Beispiel 4.78: Beziiglich der Basen

) = o)) 0)

hat der Vektor x = (3,1,4)T die Koordinaten K4(x) = (2,1,3)T und
Kp(x) = (3,—4,0)T. Die Koordinaten eines beliebigen Vektors x lassen
sich mit Hilfe der Transformationsmatrix

1 01\ " /110
T =B 'A=[-1-11] -|20-1
0 -11 01 1
0-11 110
=11 -2 -[20-1
11 -1 01 1

21 2
= |3 -1-3
3 0 -2

umrechnen. Fiir die Umrechnung von 5 nach A dient

21 2\ ' [-2-21
8=ty *=3 -1-3] =3 20].
3 0 -2 -3-31

In der Tat gilt dann fiir obigen Vektor x:

2 —2-21 3 2
(1) =Ky(x) =T - Kg(x) = (3 2 0) : (4) = (1)
3 -3-31 0 3

Wir kommen jetzt zur Frage, inwiefern sich Darstellungsmatrizen von
linearen Abbildungen (vgl. Bemerkung 4.44) d&ndern, wenn man von einer
Basis zu einer anderen wechselt. Wir gehen von einer linearen Abbildung
f:V — W aus, wobei A eine Basis von V sei und B eine Basis von W.
Mittels der Koordinatenabbildungen ¢ 4 : K" — V und ¢p : K™ — W lasst
sich folgendes kommutatives Diagramm aufstellen.

Mg (f) X«

KTL

YA ¥B

V 7 w
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Dass das kommutative Diagramm wirklich kommutativ ist, entnimmt man
folgendem Satz.

Satz 4.79: Seien V, W endlich erzeugte K-Vektorrdume mit Basen .A und B
sowie f € Hom(V;W). Dann gilt
Mg(f) = ¢g' o foga.

BeEwEers Wir rechnen nach, dass die Abbildungen fo ¢4 : K — W und
@50 MA(f) : K" — W tatséchlich identisch sind. Da die Bilder der kano-
nischen Basisvektoren von K" beide Abbildungen eindeutig festlegen, be-
trachten wir nur diese. Zur vereinfachten Notation sei Mz (f) = A = (aif)-
Dann ist

(gDB 0] Mé(f)) (6]) = ¢B ((alj, ce ,am]-)T> = Zai]-wi
i=1
nach Konstruktion der Koordinatenabbildung. Andererseits gilt auch
(fopa)(e) = flo)) = ) aiwi
i=1

nach Satz 4.43. n

Es ist also gleich, ob man direkt die Abbildung f auf v anwendet oder
zundchst die Koordinaten von v errechnet, dann mithilfe der Darstellungs-
matrix die Koordinaten des Bildes f(v) bestimmt und damit letztlich das
Bild f(v) selbst ermittelt.

Eine lineare Abbildung bildet einen Vektor v auf sein Bild
f(v) = w ab, ihre Darstellungsmatrix bildet die Koordinaten
von v auf die Koordinaten von w ab.

Folgerung 4.80: Im Spezialfall V = W mit Basen A und B sowie f = id
folgt aus dem kommutativen Diagramm, dass

Mg (id) = pgloido gy = T .

Es lassen sich also Darstellungsmatrizen als eine Verallgemeinerung von
Transformationsmatrizen des Basiswechsels auffassen.

Nach diesen Voriiberlegungen kommen wir jetzt zum Hauptergebnis dieses
Kapitels.

Satz 4.81: Seien V und W endlich erzeugt mit Basen A und A’ bzw. B und
B'. Sei weiter f : V — W linear. Dann gilt

Mg (f) = T§ - MA(H) - (14)
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BewEers Wir betrachten folgendes Diagramm:

ME(f)
K" K™
\K y
T3 f 5
o Vv %4
/////l Mg (f) ‘\;E\\
K" Km

Nach den Uberlegungen zu Transformationsmatrizen weiter oben und Satz
4.79 sind alle vier Teildiagramme kommutativ, und deswegen auch das
gesamte Diagramm. m

Folgerung 4.82: Seien V = K" = W. Seien A und B Basen von K" und
S die Matrix des Basiswechsels von 4 nach B. Sei weiter f eine lineare
Abbildung mit Darstellungsmatrix A bezogen auf Basis .A. Fiir die Darstel-
lungsmatrix B von f bezogen auf B gilt dann

B=SAS™!.

Beispiel 4.83: Die Abbildung f : R® — R? mit f((x,y,2)") = (x,y)7
projiziert R® auf die (x,y)-Ebene. Die Abbildungsmatrix beziiglich der
kanonischen Basen A und B ist

i - (300)

Um die Abbildungsmatrix beztiglich der Basen

() = G0

zu bestimmen, nutzen wir also

Mg (f) = Tg - ME(f) - T4 = (T§) " - ME(f) - T4
110
2 =3 100
= . -120-1
(23)(59)-(202)
—4 2 3
- ( 3 -1 —2>

Beispiel 4.84: Wir kehren zur linearen Abbildung f aus Beispiel 4.46 zu-
riick, deren Darstellungsmatrix A bezogen auf die Standardbasis & =

(e1,€2) gegeben ist durch
1,50,5
A= <0,5 1,5> '
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Verwendet man stattdessen eine um 45° gegen den Uhrzeigersinn gedrehte
Basis £ = (1, &,), dann fithrten uns geometrische Uberlegungen (vgl. Abb.
4.3) zur Darstellungsmatrix

i a8 (20
f-min - (2).
Wir wollen nun dasselbe Ergebnis durch Rechnung erreichen. Die Drehung

um 45° gegen den Uhrzeigersinn fiihrt zu den Basisvektoren &; = % (1,17

und & = %(—1, 1)T und daher zur Matrix des Basiswechsels

Damit erhilt man

Es folgt

Mg(f):TgATg
_ 1 /11)\/1505| 1 (1-1
~V2\-11)\0515) L \11
= (o1) =

N



Kapitel 5

Determinanten

5.1 Motivation und Einfiihrung

In Kapitel 2.3 haben wir die Determinante fiir 2 X 2- und 3 x 3-Matrizen in
Form einer Rechenvorschrift eingefiihrt und untersucht. Als wesentliche
Anwendung konnten wir in Satz 2.95 zeigen, dass ein lineares Gleichungs-
system Ax = b mit A € R"*" und n € {2,3} genau dann eine eindeutige
Losung besitzt, wenn det(A) # 0 gilt. Die Determinante liefert also ein ein-
faches Kriterium zur Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems. Zudem
fiihrte die Determinante in Satz 2.91 zu einer einfachen Formel fiir das
orientierte Volumen fiir ein durch drei Vektoren aufgespanntes Spat. Wir
wollen nun den Begriff der Determinante fiir ein beliebiges n € IN erkldren
und hoffen dabei die obigen niitzlichen Anwendungen in dhnlicher Form
auch im allgemeinen Fall zu erhalten. Dazu schlagen wir den bewadhrten
Weg bei Verallgemeinerungen ein: Wir gehen von den wesentlichen Ei-
genschaften des zu verallgemeinernden Objekts aus, erheben diese zur
Definition und bezeichnen alles, was diese Eigenschaften hat, mit demsel-
ben Namen wie den (vorherigen) Spezialfall.

Wir betrachten nun Eigenschaften der Determinante in R3, die sich durch
ihre Charakterisierung als Volumenformel ergeben:

1. Vertauscht man die Reihenfolge zweier Matrixspalten, dann wird aus
einem Rechts- ein Linkssystem oder umgekehrt, und das Vorzeichen
der Determinante dndert sich.

2. Schneidet man ein Spat parallel zu einer seiner Flachen, dann ist das
Volumen des Spats die Summe der Volumina der beiden Teilspate
(vgl. Abb. 5.1).

3. Verldngert man eine Seite eines Spats um einen Faktor A, dann ver-
vielfacht sich sein Volumen um A.

4. Das Volumen des Einheitswiirfels betrdgt eins.

161
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el

Abbildung 5.1: Das Volumen des Spats ist gleich der Summe der Volumina
der beiden Teilspate

Sei im ganzen Kapitel stets K ein Kérper und n € IN.

Definition 5.1: Eine Abbildung det : K"*" — K heifst Determinante, wenn
gilt

1. det ist alternierend: Vertauscht man in A = (ay,...,a,) € K"" zwei
benachbarte Spalten, dann dndert det(A) ihr Vorzeichen:

det(...,a;,a;11,...) = —det(...,a;11,4;,...)

2. det ist homogen: Multipliziert man eine Spalte von A mit A € K, so
gilt
det(ay, ..., Aaj,...,a,) = A det(ay, ..., a;,...,a,)

3. det ist additiv: Stimmen zwei Matrizen tiberall bis auf die i-te Spalte
iiberein, so addiert man ihre Determinanten, indem man die beiden
i-ten Spalten addiert und dann die Determinante der Summe bildet:

det(al, e, i1, a;, Air1,.. .,an)
+det(a1,...,ai,1, a;‘, ai+1,...,an)
= det(al,. ..,ai1,0a; + IZ:'K, Ait1, - - .,an)

4. det ist normiert: Fiir die Einheitsmatrix E gilt det(E) = 1.

Bemerkung 5.2: Definiert man wie bei Definition 5.1 ein Objekt abstrakt
iber einige seiner Eigenschaften, spricht man von einer axiomatischen Defini-
tion. Hierbei sind zumindest die in der Definition postulierten Eigenschaf-
ten eines Objekts klar, unklar bleibt jedoch, ob es iiberhaupt ein solches
Objekt gibt und ob es durch die festgelegten Eigenschaften eindeutig
bestimmt ist. Bei axiomatischen Definitionen muss man also die Wohldefi-
niertheit streng beweisen. Alternativ dazu kann man ein Objekt z. B. iiber
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eine konkrete Rechenvorschrift definieren. Ist diese immer ausfithrbar, sind
Existenz und Eindeutigkeit klar, dafiir muss man dann die Eigenschaften
des Objekts nachweisen. Historisch wurden Determinanten zuerst iiber
Rechenvorschriften definiert, Weierstra8 ! behandelte um 1870 erstmals die
Determinante axiomatisch; der , summierte Beweisaufwand” ist bei beiden
Zugéngen in etwa gleich. Wir werden nach etwas Theorie durch Angabe
einer Rechenvorschrift die Frage der Wohldefiniertheit beantworten und so
den axiomatischen Zugang rechtfertigen.

Bemerkung 5.3: Gelegentlich verwendet man fiir die Determinante einer
Matrix A statt det(A) die kiirzere Schreibweise |A|, z. B.

1-1 1-1
‘2 5‘—det<2 5).

5.2 Vorbereitung: Elementarmatrizen

Die Untersuchung weiterer Eigenschaften der Determinante gestaltet sich
viel einfacher, wenn man Elementarmatrizen verwendet. Zudem werden sie
uns die Analyse des Gaufi-Verfahrens in Kapitel 6 sehr erleichtern. Daher
fiihren wir jetzt Elementarmatrizen ein.

Definition 5.4: Seien1 <i,j <nmiti # jund A € K\ {0} gegeben. Dann
sei

Cl:= h e K

wobei der (i,j)-te Eintrag den Wert A annehmen soll und alle anderen
Eintrdge aufserhalb der Hauptdiagonalen 0 sein sollen. Sei C2 die Matrix,
die man aus der Einheitsmatrix gewinnt, indem man die i-te und j-te Spalte

1Karl Weierstra8, (1815-1897), dt. Mathematiker; fundamentale Beitrdge zur Analysis
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vertauscht, also

C2:

Zuletzt definieren wir

C3 .= e K
A
1

Matrizen der Gestalt C1, C2 oder C3 nennt man Elementarmatrizen.

Bemerkung 5.5: Die Multiplikation einer Matrix A von links mit einer
Elementarmatrix Ci entspricht der Anwendung einer elementaren Zeilen-
operation Zi des Gaufs-Verfahrens auf A (vgl. Kapitel 1.6.1).

Beispiel 5.6: Sei
111
A=1220
211

Um A auf Stufenform zu bringen, eliminiert man zunéchst den Eintrag
ay1 = 2, indem man das (—2)-fache der ersten zur zweiten Spalte addiert

und so die Matrix
11 1

AW = [00 -2
21 1

erhilt. Dieser Zeilenoperation vom Typ Z1 entspricht die Anwendung der
Matrix
100
c1M = [ -210
001
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mit A = —2 von links auf A; durch Ausrechnen iiberzeugt man sich von
AN = C1W A, Man eliminiert jetzt ag) = 2 durch Addition des (—2)-
fachen der ersten Zeile von A1) zur dritten und erhilt

11 1
AP =(00 2],
0-1-1

die zugehorige Elementarmatrix lautet

100
c1®=1|(o010},
201

und es gilt wiederum A®) = C1P AW = C1?C1(M A, Vertauscht man die
zweite und dritte Zeile von A (Zeilenoperation Z2 im Gauf3-Verfahren), ist
die Stufenform erreicht. Die Zeilenvertauschung entspricht der Anwendung
der Elementarmatrix

100
2® =1001],
010
mit i = 2 und j = 3; man erhalt
11 1
A® = (0-1-1] =2®c1®@c1VA.
00 —2

Mochte man eine reduzierte Stufenform errechnen, setzt man das Gauf3-
Verfahren entsprechend fort; dies entspricht weiteren Multiplikationen mit
Elementarmatrizen von links.

Das Beispiel zeigt, dass sich eine Folge von k elementaren Zeilenoperationen
im Gaufi-Verfahren als Multiplikation von k Elementarmatrizen von links
darstellen ldsst. Damit erhalten wir sofort:

Folgerung 5.7: Eine Matrix A lédsst sich genau dann als Produkt von Ele-
mentarmatrizen darstellen, wenn sie sich mit dem Gauf3-Verfahren in die
reduzierte Stufenform {tiberfiithren lisst.

Bemerkung 5.8: Elementarmatrizen nach Definition 5.4 sind invertierbar,
ihre Inversen sind wiederum Elementarmatrizen.

BEwEIs Man hat
1 1

Cc1 ! = - o3l = i )
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man beachte A # 0, und C2~! = C2 (doppelt Vertauschen heif}t gar nicht
Vertauschen). -

Wir betrachten kurz die Multiplikation mit einer Elementarmatrix von
rechts. Es stellt sich heraus, dass dies zur Anwendung von Spalten- statt
Zeilenoperationen auf A fiihrt. Analog zur jeweiligen Zeilenoperationen
werden sie mit S1 — S3 bezeichnet. Elementares Ausrechnen beweist den
folgenden Satz.

Satz 5.9: Die Spaltenoperation Si auf A entspricht genau der Multiplikation
mit der Elementarmatrix Ci von rechts, i € {1,2,3}.

5.3 Eigenschaften der Determinante

Wir stellen die Frage nach der Wohldefiniertheit der Determinanten zurtick
und werden nun aus den vier definierenden Eigenschaften der Determi-
nante weitere Eigenschaften herleiten. Der Einfachheit wegen beschrdanken
wir uns in diesem Unterkapitel auf die Korper K € {R,C}. Der Beweis der
folgenden Aussage wird nachgeholt.

Satz 5.10: Fiir A € K" gilt
det(A) = det(AT),
wobei AT die zu A transponierte Matrix ist.

Es folgt, dass die definierenden Eigenschaften 1-4 der Determinante auch
fir Zeilen an Stelle von Spalten gelten. Daher konnen wir uns fiir die
Beweise der folgenden Aussagen auf Spalten beschranken und erhalten die
analogen Aussagen fiir Zeilen sofort durch Transposition von A.

Bemerkung 5.11:

1. Vertauscht man zwei beliebige Spalten/Zeilen, so dndert die Determi-
nante ihr Vorzeichen.

2. Besitzt eine Matrix A zwei gleiche Spalten/Zeilen, so gilt det(A) = 0.

BEwEIs

1. Ist der Abstand zweier Spalten k, so ldsst sich die Vertauschung der
beiden Spalten schreiben als 2k — 1 Vertauschungen von benachbarten
Spalten. Bezeichnen wir die Matrix mit den vertauschten Spalten als
A, dann gilt det(A) = (—1)*~1det(A) = (—1)%72(—1)det(A) =
[(=1)?)1(—1)det(A) = —det(A).

2. Durch Vertauschung der beiden gleichen Spalten erhélt man det(A) =
— det(A). ]
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Wir untersuchen die Wirkung der Aquivalenzumformungen Z1 - Z3 bzw.
S1 - S3 des Gauf3-Verfahrens auf die Determinante einer Matrix A.
Bemerkung 5.12:

1. S1 und Z1 dndern die Determinante einer Matrix nicht.

2. S2 und Z2 kehren das Vorzeichen der Determinante um.

3. S3 und Z3: Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einem Faktor A
vervielfacht den Wert der Determinante um den Faktor A.

BewErs Die Aussagen fiir S2 und S3 sind klar. Wir ersetzen Spalte a; durch
a; + aaj und errechnen

det(al, ce,i1,8; + Xj, A1, - ,an)
= det(ay, ..., a,) +det(ay, ..., a;_1,aa,a;41,...,0,)
= det(ay, ..., a,) +a det(ay,...,a;_1,aj,ai41,...,an)

=0
= det(ay,...,an)

Mit Satz 5.10 folgen sofort die Aussagen fiir Z1, Z2 und Z3. n

Satz 5.13:

1. Fiir die Elementarmatrizen aus Definition 5.4 gilt det(C1) = 1, det(C2) =
—1 und det(C3) = A.

2. Fiir eine Elementarmatrix C und eine beliebige quadratische Matrix
A gilt det(CA) = det(C) det(A) = det(AC).

Bewers Weil die Determinante alternierend ist, gilt det(C2) = —1, aus der
Homogenitit folgt det(C3) = A, und man errechnet

det(C1) = det(ey,...,e; + Aej, eit1,...)
= det(E) + Adet(...¢ej,...,¢5,...) =1.

Aussage 2. folgt dann mit Bemerkung 5.12. m

Folgerung 5.14: Fiir eine obere Dreiecksmatrix

AL -
A=

gilt det(A) = A1 -...- Ay
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Beweis Sind alle A; # 0, dann ldsst sich A nur mit Zeilenumformungen
vom Typ Z1 auf Diagonalgestalt bringen. Die Determinante d@ndert sich
dadurch nach Bemerkung 5.12 nicht. Man erhalt aufgrund der Homogenitat
der Determinante

M 0
det(A) = det =A1-...-Aydet(E)
O )\n

und mit der Normiertheit der Determinante die Behauptung.

Gibt es A; = 0, wahlen wir von allen das mit dem grofiten Index. Dann ist
Ait1, -+, Ay # 0. Mit Z1 und den Zeilen i + 1, ..., n lassen determinante-
nerhaltend sich alle Eintrdge der i-ten Zeile z; rechts der Hauptdiagonalen
zu 0 machen. Damit gilt z; = 0 und deswegen det(A) = 0. n

Wir kommen nun zur zentralen Anwendung der Determinante als Kriteri-
um zur eindeutigen Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems.

Satz 5.15: Sei A € K"*". Dann gilt
A invertierbar < det(A) #0.

BewEis Es ist A genau dann invertierbar, wenn die von A induzierte Ab-
bildung L4(x) := Ax invertierbar ist, wenn also rg(Ls) = n gilt. Mit-
tels Zeilenumformungen vom Typ Z1 und Z2 kann man A in Stufen-
form transformieren, es existiert somit eine obere Dreiecksmatrix B mit
B =Ck-...-C1A, und es gilt nach Satz 4.55 rg(Lg) = rg(L4), weil Elemen-
tarmatrizen nach Bemerkung 5.8 invertierbar sind und deswegen Isomor-
phismen beschreiben. Es kann Lp aber nur maximalen Rang besitzen, wenn
alle Hauptdiagonalelemente von B nicht Null sind, also genau dann, wenn
nach Folgerung 5.14 det(B) # 0 gilt. Nach Folgerung 5.13 gilt aber auch
det(B) = 0 < det(A) = 0. Daher erhilt man

A invertierbar < rg(A) =n
< 1g(B)=n
< det(B) #0
& det(A) #0.

Satz 5.16: Fiir A, B € K"*" gilt det(AB) = det(A) det(B).

Bewers Ist det(A) = 0 oder det(B) = 0, dannistrg(Ls) < noderrg(Lp) <
n. Damit ist auch rg(Lap) < n, und die Aussage ist trivial. Seien also A
und B invertierbar, d.h. rg(A) = rg(B) = n. Wir unterstellen jetzt, dass
in einem solchen Fall sich eine Matrix mit den Zeilenoperationen des
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Gaufs-Verfahrens immer in die reduzierte Stufenform iberfiihren ldsst
(wir beweisen dies in Kapitel 6). Dann gilt A = C -...- C; fiir gewisse
Elementarmatrizen C;, und deswegen nach Folgerung 5.13

det(AB) = det(Cy - ...- C1B)
= det(Ck) det(Ck,l ot ClB)
= ... =det(Cy)...det(Cy) det(B)
=...=det(Cy-...-Cy)det(B)
= det(A) det(B) .

Folgerung 5.17: Ist A invertierbar, dann gilt
det(A™") = (det(A)) .

Bewers Es gilt det(A) det(A™!) = det(AA™1) = det(E) = 1. -

5.4 Verfahren zur Berechnung der Determinante

5.4.1 Leibniz-Formel

Wir wollen nun eine explizite Formel zur Berechnung der Determinante
entwickeln und beginnen mit einer 2 x 2-Matrix A = (a,b). Sei

ai by

|A| = ay by

Mit den kanonischen Einheitsvektoren e; und e, gilt
a= L - a 1 +a 0) = ai1e1 + age

det(a,b) = det(aje; + azez, b) = aj det(ey, b) + ap det(ep, b)

und daher

wegen der Additivitdt und Homogenitdt der Determinante. Analog erhalt
man fiir b:

det(a, b) = (bl det(el, 61) + bz det(el,ez)) +
an (b1 det(€2, 61) + bz det(ez, 62))

=aby det(el, 61) +a1by det(el, 62) +
a_B_/ T/
arbq det(ez, 61) +ayby det(ez, 62) .
———— S ——

-~
=—1 =0
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Zwei der Determinanten besitzen den Wert 0, weil die Matrizen gleiche
Spalten aufweisen. Wegen det(E) = 1 und des Vorzeichenwechsels bei
Vertauschung von Spalten gilt det(e1,e2) = 1, det(ez, 1) = —1 und damit

a1 by

‘A| = a, by

= albz — ﬂzbl.

Fiir n = 3 erhélt man durch analoge Rechnung die Sarrussche Regel. (vgl.
Kap. 2.3). Entsprechend kann man auch fiir n x n-Matrizen vorgehen.

1. Man schreibt a; bis a,, als a; = Y }_; ay;e.

2. Man nutzt Additivitdt der Determinante fiir alle Spalten und erhilt
eine Summe aus #" Summanden. Jeder Summand besitzt n Vorfakto-
ren (je einen Vorfaktor aus jeder Spalte) und eine Determinante aus
Einheitsvektoren.

3. Alle Summanden, die doppelte Einheitsvektoren in der Determinante
haben, fallen weg. Es bleiben nur noch Summanden, die Permutatio-
nen von (ey, ..., e,;) in der Determinante haben.

4. Die Determinanten sind 1 oder -1, je nachdem, ob sie sich durch eine
gerade oder eine ungerade Anzahl von Vertauschungen in det(E)
uiberfithren lassen.

Wir gehen kurz auf Permutationen néher ein.

Definition 5.18: Eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,n} heifSit
Permutation.

Beispiel 5.19:
1. Die identische Abbildung ¢ (i) =iV 1 < i < n ist eine Permutation.

2. Die Inverse einer Permutation ¢ ist wiederum eine Permutation we-
1

gen (c" )1 =0.
3. Sind ¢ und v Permutationen, dann auch ¢ o v, weil Verkettungen
bijektiver Funktionen wieder bijektiv sind.

Bemerkung 5.20: Die Menge aller Permutationen auf {1,...,n} bilden mit
der Abbildungsverkettung eine Gruppe; diese Gruppe wird die symmetrische
Gruppe S, genannt, ist fiir n > 2 nicht abelsch und besitzt n! Elemente.

Beweis Die Gruppeneigenschaft ist nach Beispiel 5.19 klar. Weil eine Per-
mutation injektiv sein muss, mus jedes o (i) # o(j) fur i # j gelten. Man
hat n mogliche Bilder fiir 1, ndmlich 1,...,n, aber nur n — 1 mogliche
Bilder fiir 2, weil ja das Bild von 1 nicht gewidhlt werden darf. So fahrt man
fort, bis fiir n noch genau ein mogliches Bild bleibt; insgesamt sind dies
n(n—1)---1=n! Moglichkeiten. m
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Man erhilt als Ergebnis die Leibniz-Formel?

Satz 5.21 (Leibniz-Formel): Fiir A € K"*" gilt

det Z 5 1110 “t g (n)
ogeS,
mit
1, fallso(1),...,0(n) durch eine gerade Zahl von Vertau-
d(o) = schungen zu 1,2, ...,n umgeordnet werden kann

—1, sonst

Durch die Angabe einer konkreten Berechnungsformel ist die Frage nach
der Existenz der Determinante jetzt klar. Fiir den Nachweis, dass die
Leibnizsche Formel in der Tat die definierenden Eigenschaften der Deter-
minante aufweist und zur Eindeutigkeit verweisen wir auf einschldgige
Literatur wie z. B. Beutelspacher [2] oder Fischer [3].

Es folgt der angekiindigte Beweis von |A| = |AT| (Satz 5.10).

BEwEIs Sei 4;; = a;;. Wir nutzen in der folgenden Rechnung ohne Beweis,
dass 6(¢~!) = §(0) gilt und erhalten mit der Leibnizschen Formel

det(AT) =Y 4(c Ber ()

oES,

=) 6(0)asy1 - Ag(uyn

oeS,

= Z 5 ala—l 1) " an(f‘l(n)

ogeSs,

=det(A),

weil man sowohl bei Indizierung mit ¢ als auch mit ¢! alle Elemente von
S, durchlauft. n

Man beachte, dass zum Beweis keine Eigenschaften der Determinante
benutzt wurden, die man mit Hilfe von Satz 5.10 gezeigt hat.

5.4.2 Laplacescher Entwicklungssatz

Wir geben nun eine weitere Moglichkeit an, die Determinante zu berechnen.
Fiir Herleitung und Hintergriinde verweisen wir auf die Literatur [2, 3].

Definition 5.22: Fiir A € K"*" bezeichne A;; die Matrix in Kn=1)x(n-1)
die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus A hervorgeht.

2Gottfried Wilhelm Leibniz (ohne ,t* im Namen; 1646-1716), dt. Universalgelehrter
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Satz 5.23 (Laplacescher Entwicklungssatz): Es sei A = (a;;) € K"*" und
jmit1 <j < n. Dann gilt

det(A) = é(—l)ﬂ_]‘ aij det(Ai]-) .

Man spricht von der Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte.
Ebenso ist eine Entwicklung der Determinante nach einer Zeile moglich:

det(A) = i (—1)i+j Ell']' det(Al])
j=1

Diese Berechnungsformel fiir eine Determinante kann auch als rekursive
Definition der Determinante aufgefasst werden.

Beispiel 5.24: Wir berechnen die Determinante durch Entwicklung nach
der 1. Zeile.

10 2
24 -1 :1-’
23 -2

4 -1
3-2

2-1

24
o2 2]ee 2

23

=1(-8+3) —0(—4+2)+2(6—8) = -9

5.4.3 Gaufi-Algorithmus

Zur Berechnung mit dem Gaufi-Algorithmus bringt man die gegebene
Matrix A mittels dquivalenter Zeilen- oder Spaltenumformungen Z1 — Z3
bzw. S1 — S3 auf Stufenform B und errechnet dann nach Folgerung 5.14
det(A) leicht als Produkt der Hauptdiagonalelemente von B. Operationen
vom Typ Z2 bzw. S2 verdndern aber das Vorzeichen der Determinante; das
muss man bei der Berechnung ausgleichen, ebenso multipliziert sich der
Wert der Determinante bei Anwendung von Z3 oder S3 mit dem Faktor
der Skalierung.

Beispiel 5.25: Es gilt

ab| _1i2ab
cd| 21(2cd
und
ab| _ |cd|_ |ba
cd| labl  |dc
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Beispiel 5.26:

(TIT) — (TIT) — (II),

Beispiel 5.27: Die Kombination von Zeilen- und Spaltenoperationen ist
moglich und kann bei geschickter Anwendung die Berechnung sehr verein-
fachen. Wir bezeichnen mit Z Zeilen- und mit S Spaltenoperationen; es sei
t € R ein Parameter.

1 1+t 1 34t 1+t 1
1 1 14+ T7NERIS s 1 14t
1+t 1 1 34t 1 1
73 — 723 — 72
72 - 72 - 71 3+t 1 1
= 0 —t t|=£r0B+1)
0 0 —t

5.4.4 Determinantenberechnung in der Praxis

Welches Rechenverfahren soll man denn nun in der Praxis wihlen, wenn
die Determinante einer konkreten Matrix A berechnet werden muss? Die
Antwort hdngt u.a. davon ab, ob man mit der Hand rechnet oder einen
Computer verwendet. Ublicherweise lassen sich Determinanten fiir n > 5
kaum noch sinnvoll per Hand berechnen, wenn nicht gerade die spezielle
Struktur der Matrix die Berechnung stark vereinfacht. Fiir die Handrech-
nung lassen sich nur Erfahrungswerte angeben, weil ja die Wahl des Re-
chenverfahrens auch von Gewohnheit und personlichen Vorlieben abhédngt.
Folgendes lehrt die Praxis:

1. Die Leibnizsche Formel ist als Rechenverfahren nicht konkurrenz-
fahig, wir raten von ihrer Verwendung fiir konkrete Berechnungen
ab.

2. Es gibt zur ersten Faustregel eine Ausnahme: Fiir 2 x 2- und fiir 3 x 3-
Matrizen empfehlen sich besonders das aus Kapitel 2.3 bekannte
explizite Rechenschema fiir n = 2 und die Sarrus-Regel. Dies sind
nattirlich Spezialfélle der Leibnizschen Fomel.

3. Grundsitzlich sind sowohl die Laplace-Entwicklung als auch die
Methode nach Gaufs fiir praktische Rechnungen gut geeignet. Die
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Laplace-Entwicklung ist dann vorzuziehen, wenn in einer Spalte oder
Zeile nur wenige Nicht-Null-Eintrdge vorhanden sind, weil bei einer
Entwicklung nach dieser Zeile/Spalte die meisten Summanden erst
gar nicht berechnet werden miissen; sie haben ohnehin den Wert 0.

4. Es konnen zur Berechnung der Determinanten mehrere Verfahren
kombiniert werden. Fiir 4 x 4-Matrizen bietet sich z.B. ein Schritt
der Laplace-Entwicklung an, die dabei entstehenden Determinanten
von 3 x 3-Matrizen werden direkt mit der Sarrus-Regel berechnet.
Sinnvoll kann es auch sein, sich zunédchst mit (unvollstandiger) Gaufs-
Elimination eine Zeile oder Spalte mit wenigen Nicht-Null-Eintrdgen
zu schaffen und dann mit einer Laplace-Entwicklung fortzusetzen.

5. Ubung und Routine sind fiir eine sichere und schnelle Handrechnung
nicht zu ersetzen.

Beispiel 5.28: Mit der Operation ,,S3 — S3 — 2 S1” wird fiir die Matrix aus
Beispiel 5.24 erreicht, dass nur eine einzige Zahl # 0 in der ersten Zeile
steht. Es folgt eine Laplace-Entwicklung nach der ersten Zeile.

1 0 2 10 O
2 4-1=1|2 4-5|=-24+15=-9
2 3-2 2 3-6

Wir kommen zur Berechnung mit dem Computer. Als (grobes) Mafs fiir
den Rechenaufwand und die Rechenzeit wahlen wir die Anzahl der arith-
metischen Operationen.

Beim Gauf3-Verfahren werden durch Zeilenoperationen, die den Wert der
Determinanten erhalten, unterhalb der Diagonalen Nullen erzeugt. Eine

Analyse ergibt, dass dazu etwa @ Operationen erforderlich werden. Der
Aufwand der Laplace-Entwicklung betrdgt etwa n!, weil man zunéchst eine
Summe von n Determinanten von (n — 1) x (n — 1)-Matrizen erhilt, die
jeweils auf die Berechnung einer Summe von n — 1 Determinanten von
(n —2) x (n — 2)-Matrizen zurtickgefiihrt werden usw. Die Leibnizsche
Formel besteht aus n! Summanden von Produkten von n Faktoren, zur
Berechnung sind daher (n — 1)n! arithmetische Operationen notig.

Wir veranschaulichen das Wachstumsverhalten der drei Methoden anhand
der zu erwartenden Rechenzeit t und der Anzahl von arithmetischen Ope-
rationen Ops in Tabelle 5.1. Wir gehen davon aus, dass der verwendete
Computer 1 GFlop/s Rechenleistung aufweist, also 10° Multiplikationen
oder Additionen pro Sekunde durchfiihren kann. Man erkennt den ver-
heerenden Anstieg von ¢ in Millisekunden (ms), Minuten (m), Stunden (h)
oder Jahren (a) bei wachsender Problemgrofe bei der Leibnizschen Formel
und der Laplace-Entwicklung. Daher eignet sich von den drei vorgestellten
Verfahren allein das Gauf3-Verfahren zur Berechnung von Determinanten
grofierer Matrizen.
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n 5 10 15 20 50 100
Ops 40 330 1,1E3 2,7E3 4,2F4 3,3E5

t <Ims | <Ims|<Ims|<Ims| <1ms | <1ms
Ops 120 3,6E6 | 1,3E12 | 2,4E18 | 3,0E64 | 9,3E157

t | <1ms|3,6ms| 22m 77a | >102%a | >102a
Ops 480 3,3E7 | 1,8E13 | 4,6E19 | 1,5E66 | 9,2E159

t <1ms | 33 ms 51h | 1,4E3a | >102a | >102%a

Tabelle 5.1: Schematischer Vergleich von Rechenzeiten fiir verschiedene
Verfahren zur Determinantenberechnung (oben: Gauf3-Verfahren, Mitte:
Laplace-Entwicklung, unten: Leibnizsche Formel)

Beispiel 5.29: Fiir einen realistischen Vergleich wurden die drei obigen Ver-
fahren zur Berechnung der Determinante in python implementiert. Obwohl
sich python nicht unbedingt durch herausragende Performanz auszeichnet,
zeigen die (nur bedingt) reprasentativen Laufzeitvergleiche den Rechenzeit-
gewinn gegeniiber Handrechnungen, die fiir den vorliegenden Vergleich
von einer Scientific-Programming-Studentin durchgefiihrt wurden. Man
beachte im Diagramm die logarithmische Skalierung.

10000

1000 - p S
v /
i J == Laplace von Hand

:100

= / / Gauf von Hand
o

c 10 === Leibniz von Hand
o

4 /

S 1 4 6 g \|/1r\ 12 14 16 18 20 22 24 Lap\ace

/ Gauf}
n
0.1 X Leibniz

0.01

5.5 Exkurs: Invertierung von Matrizen mittels Unter-
determinanten

Wir stellen nun eine Methode zur Berechnung der inversen Matrix vor,
die auf der Berechnung von Unterdeterminanten beruht und sich damit
grundsitzlich vom Gauf3-Verfahren unterscheidet.

Definition 5.30: Unter der zu A komplementiiren Matrix A versteht man die
Matrix mit den Elementen

ﬁi]' = (—1)i+j . det(A]-i) .
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Satz 5.31: Sei A € GL(n;K). Dann gilt

1 .
Al = A.
det(A)

Fiir den Beweis verweisen wir auf z. B. Fischer [3, Kap.3.3].

Beispiel 5.32: Wir invertieren die Matrix

A=

NN -

0 2
4 -1
3 -2

aus Beispiel 5.24 mittels Satz 5.31 und gehen dazu in mehreren Schritten
VOr.

1. Schritt: Wir stellen eine Hilfsmatrix B = (b;;) auf mit b;; = |A;|.

4 -1] ]2 -1 |2 4
3 2] |2 -2| |23
5 —2 -2
B— = | 6 -6 3
-8 -5 4

o
N
—_
N
—_
(@]

2. Schritt: Wir dndern die Vorzeichen der Eintrdge von B nach dem Schach-
brettmuster und erhalten eine weitere Hilfsmatrix C.

-5 2-2
C= 6 —6 -3
-8 5 4

3. Schritt: Man berechnet A = CT.

-5 6-8
A=| 2-6 5
—-2-3 4
4. Schritt: Wir berechnen A~! = |A|~'A. Mit |A| = —9 (vgl. Bsp. 5.24)
folgt

L[ 5-6 8

A—lz§ -2 6-5

2 34
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Wir nutzen jetzt Satz 5.31, um eine explizite Formel fiir die Inverse einer
2 x 2-Matrix herzuleiten. Die Anwendung der obigen Rechenschritte auf

ab
A= <Cd> (5.1)

B— dc C— d—c AT A — d—b
ba -b a —Cc a

und damit folgenden Satz.

ergibt

Satz 5.33: Sei A wie in Formel (5.1) und invertierbar. Dann gilt

1 d—b
_1_
A _ad—bc<—c a)'

(52 L 1/ 1-2
A‘<41>j’4 = 3(—4 5>

In der Rechenpraxis ist der Gaufs-Algorithmus dem hier gezeigten Verfah-
ren zur Berechnung der Inversen mindestens ebenbiirtig. Dennoch lassen
sich einige interessante Resultate aus dem hier gezeigten Verfahren ableiten.

Beispiel 5.34:

1. Ist man in der Lage, eine Determinante zu berechnen, ist man auch
tahig, ein lineares Gleichungssystem zu ldsen.

2. Das Gaufs-Verfahren ist mit allen seinen Varianten nicht die einzige
Verfahrensklasse zum Losen von linearen Gleichungssystemen, es
existieren auch grundsatzlich andersartige Verfahren.

Wir diskutieren eine dritte Konsequenz. In der Praxis kommt es vor, dass
die Matrix A eines linearen Gleichungssystems Ax = b nicht exakt bekannt
ist, weil z. B. Koeffizienten von A aus Messungen bestimmt werden, die ja
immer fehlerbehaftet sind. Stattdessen liegt eine gestorte Version A vor. Ist
es liberhaupt unter diesen Umstdnden sinnvoll, ein lineares Gleichungs-
system zu 16sen, weil man ja nicht hoffen kann, die exakte Losung x zu
erhalten, sondern nur eine gestdrte Version £? Im Prinzip ja, wenn man
gewihrleisten kann, dass ||x — %|| < € erreicht werden kann. Dabei gibt der
Anwender je nach erforderlicher Genauigkeit eine Fehlerschranke ¢ vor. Der
Wert von € wird implizit festlegen, wie genau A bekannt sein muss. Fatal
wire es dagegen, wenn schon winzigste Storungen in A zu erheblichen
Abweichungen in x fiihrten, weil das eine zuverldssige Berechnung von
x unmoglich machte. Ist die rechte Seite b bekannt, gilt # = A~'b und
x = A"'p,also x — £ = (A~' — A~1)b. Prinzipielle Berechenbarkeit in der
obigen Lage setzt also voraus, dass || A~! — A~!| beliebig klein wird, wenn
man man nur ||A — A|| klein genug wihlt.
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Satz 5.35:
1. Die Determinante det : C"*" — C ist stetig.

2. Sei A € GL(n,C) und seien alle Matrizen in einer Umgebung von
A ebenfalls regulidr. Dann ist ¥ : GL(n;C) — GL(n;C),¥(B) = B!
stetig im Punkt A, und es gilt

Ve>030>0:[|[A-A|<é=|A1-A Y <e. (52

Bewgrs 1. Die Abbildung f;;(A) := aj; ist offenbar linear und deswegen
stetig. Daher ist fiir jede Permutation ¢ die Funktion f;(A) = a3, -
..+ fyg(n) Stetig als Produkt stetiger Funktionen vom Typ f;;. Nach der
Leibnizschen Formel ist dann det stetig als Summe stetiger Funktionen
vom Typ fo.
2. Weil die Inverse eindeutig ist, kann man das Berechnungsverfahren fiir
die Inverse frei wéhlen; alle Verfahren liefern ja dasselbe Ergebnis. Wir
wihlen die Berechnung nach Satz 5.31. Es ist f(A) := (det(A))~! stetig
in A nach 1. und wegen det # 0 in einer Umgebung von A. Aus 1. und
der Stetigkeit der Norm folgt die Stetigkeit von ¢ : A — A und damit die
Stetigkeit von ¥ = f - g als Produkt stetiger Funktionen. Gleichung (5.2)
entspricht genau der Definition der Stetigkeit von Y. m



Kapitel 6

Lineare Gleichungssysteme

6.1 Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems

Wir verallgemeinern die Definitionen aus Kapitel 1.5. Sei dazu stets K ein
Korper.

Definition 6.1: Seien A = (a;) € K"*" und b = (by,...,by)" € K™. Dann
heifst
El1]X1 + tee + alnxn — bl

Ap1X1 + -0+ AppXy = bm

lineares Gleichungssystem bzgl. (x1, ..., x,) mit Koeffizienten a;; in K. Hierbei
sind xi,...,x, die Unbekannten des Systems. Fiir b = 0 nennt man das
lineare Gleichungssystem homogen, sonst inhomogen.

Bemerkung 6.2: Jedes lineare Gleichungssystem kann in der Form Ax = b
geschrieben werden.

Definition 6.3: In der Situation von Definition 6.1 ist die Losungsmenge
L(A,b) des zu (A,b) gehorigen Gleichungssystems festgelegt durch

L(A,b) :={x € K'|Ax =b}.

Wir werden nun einfache Kriterien zur Losbarkeit eines beliebigen linearen
Gleichungssystems angeben. Dazu benétigen wir den Rang einer Matrix,
den wir auf den bereits bekannten Rang einer linearen Abbildung (vgl.
Definition 4.21) zuriickfithren. Sei im folgenden immer A = (ay,...,a,) €
KWZXTI.

Definition 6.4: Die lineare Abbildung L, : K" — K™ sei gegeben durch
La(x) := Ax. Dann sei rg(A) := rg(La). Der Spaltenrang rgs(A) sei die
maximale Anzahl linear unabhédngiger Spaltenvektoren von A.

179
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Satz 6.5: Es gilt rg(A) =rgg(A).
Bewers Fiir x = (xq,...,x,)T € K" gilt Ax =Y.' ; x;a;. Es folgt
rg(A) =rg(La) = dim(Bild(L,))

= dim ({LA(x)|x € K"})
= dim ({Ax|x € K"})

= dim ({ 'n xia;|x; € K})

i=1
=dim (L(ay,...,a,)) =185(A)

Satz 6.6: Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar,
wenn rg(ay, ..., a,) = rg(ay, ..., a,,b) gilt. Kiirzer schreibt man

rg(A) = rg(A,Db).

BeEwEkls Man hat Ax = (ay,...,a,)x = x1a1 + ...+ x, a, = b. Also existiert
ein Losungsvektor x genau dann, wenn

belL(ay,... a,) < rg(A) =rg(A,Db)
gilt, wobei L(ay, ..., a,) fir die lineare Hiille von 4, . .., a, steht. -
Satz 6.7: Sei xs € K" Losung von Ax = b. Dann gilt
L(A,b) = x5+ ker(A) = {x; + x| x € ker(A)}.
BEWEIS

xeker(A) & Ax =0 A(xs+x) = Axs + Ax = Ax; =D -

Bemerkung 6.8: Sei x; eine Losung von Ax = b und (v, ...,v,) eine Basis
von ker(A). Dann gilt

L(A,b) = {xs + Mv1+ ...+ Mo | Aj € K}
Wegen der Dimensionsformel Satz 4.23 gilt r = dim(ker(A)) = n —rg(A).

Gelegentlich spricht man von einer speziellen Losung, wenn ein konkreter
Losungsvektor angegeben wird und von einer allgemeinen Losung, wenn
der Losungsvektor maximal viele unabhéngig voneinander frei wahlbare
Parameter enthélt (und damit die Losungsmenge parametrisiert). Mit dieser
Begriffsbildung gewinnt man aus Bemerkung 6.8 folgenden Merksatz:

Ist x5 eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b und ist
xy, die allgemeine Losung des homogenen Systems Ax = 0, dannist x, = xj + x;
die allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems Ax = b.
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Folgerung 6.9: Das lineare Gleichungsssystem Ax = b sei losbar. Es ist
genau dann eindeutig losbar, falls ker(A) = {0}, d.h. rg(A) = n gilt, also
genau dann, wenn rg(A) = rg(A,b) = n ist.

Folgerung 6.10: Sei die Abbildung L, gegeben durch L4 (x) = Ax. Dann
ist Ax = b genau dann losbar, wenn b € Bild(L,) gilt.

Lineares (m x n)-System
Ax =D

ja

(nur inhomogene Systeme)

rg(A) =r1g(A,b) ?

rg(A) =n?

(n: Anzahl der Spalten) kelne Losung

nein

unendlich viele Lésungen mit

enau eine Losun
8 8 (n —rg(A)) Parametern.
Fiir homogene Systeme:

Fiir inhomogene Systeme:
Triviallosung x = 0.

Spezielle Losung des inhomogenen Systems +
allgemeine Losung des homogenen Systems.

Bemerkung 6.11: Fiir quadratisches A ist das Gleichungssystem Ax = b
genau dann eindeutig losbar, wenn |A| # 0 gilt.

Lineares (n x n)-System
Ax =D

nein

(nur inhomogene Systeme)

rg(A) =rg(A,b)?

ja keine Losung

unendlich viele Losungen mit

genau eine Losung

(n —rg(A)) Parametern.

Fiir homogene Systeme:

Fiir inhomogene Systeme:
Triviallosung x = 0.

Spezielle Losung des inhomogenen Systems +
allgemeine Losung des homogenen Systems.
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Beispiel 6.12: Gegeben sei

(3 -0

Esist n = 2. Aus |A| = 5 folgt rg(A) = rg(A, b) = 2. Daher existiert eine
eindeutige Losung.

Beispiel 6.13:

A=(a5) o= (0)

Es ist n = 3. Da die beiden Zeilen keine Vielfachen voneinander sind, ist
rg(A) =rg(A,b) =2, und es gibt unendlich viele Losungen.

(33 - 0)

Es ist n = 3. Die zweite Zeile von A entspricht dem Doppelten der ersten
Zeile von A, also gilt rg(A) = 1. Die beiden Zeilen von (A, b) sind keine
Vielfachen voneinander, es folgt rg(A, b) = 2. Es existiert keine Losung.

1 3 -2
A=1|-1 1|; b=1[-2].
0 1 -1

Es ist n = 2. Die beiden Spalten sind keine Vielfachen voneinander, also
gilt rg(A) = 2. Darg(A,b) > rg(A) und rg(A,b) < (n+1), gilt rg(A,b) €
{2,3}. Esistrg(A,b) = 3 genau dann, wenn det(A,b) # 0. Man errechnet

Beispiel 6.14:

Beispiel 6.15:

13 -2
det(A,b)=| -1 1 —2|=—-142—(-2+3) =0,
01 -1

und es folgt rg(A,b) = 2. Es existiert eine eindeutige Losung.

Bemerkung 6.16: Man muss zwei verschiedene Situationen klar trennen:

1. Ein Gleichungssystem Ax = b mit A € K"*" ist genau dann eindeutig
losbar, wenn det(A) # 0.

2. Sei Ax = b gegeben mit

(a) A € Kimt1)xn (eine Zeile mehr als Spalten) und
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(b) die Spalten von A sind linear unabhingig.

Dann ist Ax = b genau dann eindeutig losbar, wenn det(A,b) = 0
ist.

Beispiel 6.17: Wir betrachten die Matrix A aus Beispiel 6.15 zusammen
mit b = (0,0,1)T. Wiederum gilt n = 2 und rg(A) = 2 und weiter 2 <
rg(A,b) < 3. Mit einer Laplace-Entwicklung berechnen wir

130 L 3
det(A,b)=|-1 1 0 :1‘_1 1):4;&0
01 1

und erhalten rg(A, b) = 3. Daher existiert keine Losung.

Es sollen jetzt samtliche dquivalente Bedingungen fiir die eindeutige Los-
barkeit eines linearen Gleichungssystems angegeben werden.

Satz 6.18: Sei K € {R,C}. Fir A € K"*" und die dadurch gegebene lineare
Abbildung L4 sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. A ist invertierbar.
2. Ax = 0 hat nur die triviale Losung x = 0.

3. Durch Zeilen- und Spaltenumformungen kann A auf die Einheitsma-
trix transformiert werden.

A ist darstellbar als Produkt von Elementarmatrizen.
Ax = b besitzt fiir jedes b € K" mindestens eine Losung.
Ax = b hat genau eine Losung fiir jedes b € K".

det(A) # 0.

Bild(L4) = K™.

. ® N o g e

L 4 ist bijektiv.

10. Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhéngig.
11. Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhéngig.
12. Die Spaltenvektoren von A bilden eine Basis von K".
13. Die Zeilenvektoren von A bilden eine Basis von K".
14. rg(A) = n.

15. ker(L4) = {0}.
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16. (ker(Ls))* = K"

17. Das orthogonale Komplement des von den Zeilen von A aufgespann-
ten Raums ist {0}.

18. AT A ist invertierbar.

6.2 Das Gauf$sche Eliminationsverfahren reloaded

Wir haben bisher das Gaufi-Verfahren in vielfdltiger Weise angewendet, ein
strenger Beweis, dass das Verfahren tatsdchlich eine Losung liefert, wenn
eine solche existiert, steht aber aus. Das holen wir jetzt nach. Fiir eine
invertierbare Matrix A € K"*" besteht der Gauf8-Algorithmus zur Losung
des linearen Gleichungssystems Ax = b aus zwei Schritten:

1. Man formt die erweiterte Matrix (A, b) mit Zeilenoperationen Z1 und
Z2 zu einem neuen linearen Gleichungssystem (A, b) um, so dass A
eine obere Dreicksmatrix ist.

2. Man 16st das System Ax = b durch Riickwirtseinsetzen. Die so
gewonnene Losung x 16st Ax = b.

Wir zeigen zunichst, dass die Aquivalenzumformungen des Gauf-Verfah-
rens tasdchlich solche sind, dass also das Gaufs-Verfahren keine Losungen
Lerfindet oder unterschldgt”. Das gilt sogar fiir beliebige lineare Gleichungs-
systeme.

Satz 6.19: Die Zeilenumformungen Z1 - Z3 des Gauf3-Verfahrens erhalten
die Losungsmenge.

BewEis Wir betrachten das lineare Gleichungssystem Ax = b, A € K"™*"
mit irgendeiner Losung x. Da die rechte Seite im Gaufi-Verfahren wie
eine Matrixspalte behandelt wird, tiberfiihrt nach Bemerkung 5.5 eine
elementare Zeilenoperation Ax = b in CAx = Cb. Dabei bleibt Gleichheit
nattirlich erhalten; es folgt L(A,b) C L(CA,Cb). Sei jetzt x € L(CA,Cb).
Dann gilt

CAx=Cb=C 'CAx=C'Cb= Ax=b

aufgrund der Invertierbarkeit von Elementarmatrizen (vgl. Bemerkung 5.8),
also L(CA,Cb) C L(A,b).

Wir haben oben die Existenz einer Losung implizit angenommen. Sei jetzt
L(A,b) = @. Widre dann L(CA,Cb) # @, gébe es ein x € L(CA, Cb) mit
CAx = Cb. Multiplikation von links mit C~! liefert dann Ax = b und
damit L(A,b) # @. Also gilt L(CA, Cb) = @. In der umgekehrten Richtung
argumentiert man analog, und die Gleichheit der Losungsmengen gilt auch
im Fall leerer Mengen. n
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Es bleibt noch zu zeigen, dass eine reguldre Matrix mit dem Gauf3-Verfahren
immer in Stufenform, sogar in die reduzierte Stufenform transformiert
werden kann. Zur Vorbereitung diskutieren wir zunédchst die Rangerhaltung
im Gauf3-Verfahren.

Satz 6.20: Die Zeilen- bzw. Spaltenoperationen des Gaufi-Verfahrens erhal-
ten den Rang einer Matrix.

BeweEis Sei C eine Elementarmatrix und A € K"*" beliebig. Die Aussage
rg(CA) = rg(A) folgt aus der Invertierbarkeit von Elementarmatrizen
(Bemerkung 5.8) und der Ranggleichung Satz 4.55.

Sei A = (ay,...,4ay). Spaltenvertauschung (S2) erhdlt L := L(aj,...,a,) und
deswegen auch rgg(A). Wegen L := L(ay,...,Aa;,...,a,) erhdlt auch S3
dim(L) =rgg(A). Daauch L = L(ay,...,a; + Aa;,...,a,...,a,) gilt, erhalt
S1 L und damit rg(A) = rg(A) nach Satz 6.5. Damit ist rg(AC) = rg(A)
gezeigt. |

Wir kommen zur Durchfiihrbarkeit des Gaufs-Verfahrens zuriick, beschran-
ken uns aber der Einfachheit halber auf den Fall einer reguldren Matrix A.

Satz 6.21: Sei A € K"*" invertierbar. Dann ldsst sich A durch eine Fol-
ge von Operationen vom Typ Z1 oder Z2 in eine obere Dreiecksmatrix
umformen, wobei kein Hauptdiagonalelement den Wert 0 annimmt.

Bewers Wir wollen durch Z1 und Z2 zunéchst die Eintrdge der ersten
Spalte unterhalb der Hauptdiagonalen eliminieren, danach jene der zweiten
Spalte usw. Wir nehmen an, dies sei bis zur (k — 1)-ten Spalte gelungen.

Wir haben also eine Matrix AY) =C;-... -G A erzeugt mit
(£) (£) 0 () (£)
Mr o g Yie By 7 G
0 : : : :
s (0 (£)
AO — | T A1 Tk
(£)
0o --- 0 Ay
: ) ; )
0 0 D i

Aufgrund von
rg(A) = rg(A)) =n (6.1)

muss al(f) # 0 fur 1 < i < k gelten; diese Elemente werden im weiteren

Verlauf des Gauf3-Verfahrens nicht mehr verdndert. Daher muss jetzt durch
Zeilenumformungen eine neue Matrix AW erzeugt werden mit a](f;) # 0
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und af,f ) — 0 fiir i > k. Ist bereits al(i) # 0, dann wird der (7, k)-te Eintrag

zu 0, indem man das af,f ) / a,((i) -fache der k-ten von der i-ten Zeile abzieht;
so ldsst sich die k-te Spalte mit (einer Folge von) Z1 auf die gewiinschte
Gestalt bringen. Gilt aber a ,Ei) = 0, dann muss man mit einer Zeile unterhalb

tauschen. Das ist der einzige kritische Punkt im Algorithmus: Was, wenn

es dazu keine geeignete Zeile gibt, also af,f) = 0 fiir i > k? Dann hatte A
die Gestalt

0. .. 0 0 0 (0)

a Apq A Oqpgq 0 gy
0 : : : :
TN () ()
A0 | T Bk Tk
’ () 0
0 --- 0 0 ayy - G

Dann aber ldge die k-te Spalte in der Linearen Hiille der ersten k — 1 Spalten,
und es gilte rg(A")) < n — 1 im Widerspruch zu rg(A¥)) = n nach (6.1).
[}

Mit dhnlichen Argumenten, aber technisch deutlich komplizierter zeigt
man folgendes Ergebnis.

Satz 6.22: Sei A € K"™*" mit rg(A) = r. Durch eine Folge von Zeilen- und
Spaltenoperationen der Form Z1 — Z3 bzw. S1 — S3 kann man die Matrix A
in eine Matrix der Form

10---00---0
01---00---0
E,=]100---10---0
00---00---0
00---00---0

umformen. Es gilt a;; =1 furi <r.

Neben dem Spaltenrang einer Matrix nach Definition 6.4 wird haufig auch
der Zeilenrang einer Matrix betrachtet.

Definition 6.23: Fiir A € K"*" sei die maximale Anzahl linear unabhéngi-
ger Zeilenvektoren von A der Zeilenrang rg,(A) von A.

Als Anwendung der Theorie zum Gauf3-Verfahren zeigen wir die Gleichheit
aller drei Rangbegriffe fiir Matrizen.
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Satz 6.24 (Zeilenrang = Spaltenrang): Fir A € K" " giltrg(A) = rgs(A) =
rg;(A).

Bewers Nach Satz 6.22 gilt E, = SAT, wobei S = Cx-...-Ciund T =
Ci - ... Cy Produkte von Elementarmatrizen sind. Damit erhilt man nach
Satz 6.20

rgs(A) = 185(Er) = rgS(E,T) = rgs(TTATST) . (6.2)
Transponiert man eine Elementarmatrix, erhilt man erneut eine Element-
armatrix vom selben Typ. Deswegen sind ST = C]...-C[ und TT =
QT e ClT Produkte von Elementarmatrizen, und wieder nach Satz 6.20
gilt rgs(AT) = rgs(E,). Offenbar gilt rg,(A) = rgs(AT). Damit folgt
rgs(A) = rgS(AT) =rg,(A). -

Satz 6.22 liefert ein Rechenverfahren zur Rangbestimmung einer Matrix.
Man bringt die Matrix mittels Zeilen- und Spaltenumformungen auf die
Gestalt E, und liest dann den Rang anhand der Anzahl der vorkommenden
Nicht-Nulleintrége ab.

Beispiel 6.25: Wir notieren Zeilenoperationen in schwarz und Spaltenope-
rationen in blau.

(I) — (IT) — 3(I)
1 2-3 3\ I — () —2(I) 1 2-3 3
3-1 5 2| (IV)=(1V)=(I) 0-7 14 -7
12 1 0 3 - 8103 6-3
101 1 0-2 4-2
(I1) — (1) — (IV) 1-1 3 3
(II) — (II0) + 2(1V) 0 0 0-7
- 1o 0 0-3
0 0 0-2
(I1) — —1/7(I0)
(TII) — (I0T) — 3(IT) 1-1 3 3
(IV) — (IV) = 2(II) 000 1
- %lo 0 0 0
00 00
(I1) — (1) + (1)
(1) — (1) — 3(I) 1000
(IV) = (IV) = 3(I) 0001
- 810000
0000

Offenbar ist der Rang der Matrix 2, was man bereits nach der 2. Umformung
erkennt; Vertauschung der Spalten 2 und 4 liefert die in Satz 6.22 postulierte
Gestalt Es.
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Zur Abrundung des Bildes diskutieren wir kurz ein alternatives Rechen-
verfahren zur Rangbestimmung von Matrizen (vgl. Fischer [3, Kap. 3.3]).

Bemerkung 6.26: Es sei A € K"™*" und r die Zeilen/Spaltenanzahl der
grofiten (r x r)— Untermatrix von A mit Determinante ungleich Null.
Dann ist rg(A) = r.

Beispiel 6.27: Gesucht ist der Rang von

A=

N W O

-2
1
0

o

1
2
3
Durch Streichen der Spalte i erhélt man vier 3 x 3-Untermatrizen A;:

2 4 1 5 4 1
A= 1 4 2], A= 3 4 2
0 6 3 -2 6 3

5-2 1 5-2 4
Az = 31 2|, As= 3 1 4
-2 0 3 -2 0 6

Nach Bemerkung 6.26 gilt rg(A) = 3 genau dann, wenn |A;| # 0 fiir ein
1 <i < 4ist. Man errechnet |A1| = —24+6 — (—24+12) = —6 # 0, und
es folgt rg(A) = 3. Da A; aus den ersten drei Spalten von A besteht, sind
die drei Spalten linear unabhéngig.

6.3 Die Cramersche Regel

Die Cramersche Regel! fiihrt die Losung von linearen Gleichungssystemen
auf Determinantenberechnungen zuriick.

Satz 6.28 (Cramersche Regel): Esseien A = (ay,...,a,) € K" und x,b €
K" sowie Ax = b ein lineares Gleichungssystem, und es gelte det(A) # 0.
Seien

A= (ay,...,0i-1,b,ai1,...,a,),i=1,...,n.
Dann gilt
det(Al-) .
=——>21=1,...,n.
T Qer(ay T

1G. Cramer, 1704-1752; Schweizer Mathematiker, verdffentlichte 1750 die nach ihm
benannte Formel, die aber schon 1678 Leibniz kannte, ohne dass Cramer dies wusste.
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BeEwErs Sei X; € K"*" gegeben durch
1 X1
1 x4

Xi = X , (63)
0 Xip1 1

Xn 1
also X; = (e1,...,€i-1,%,€41,...,€n). Eine n-malige Lapace-Entwicklung

nach der jeweils ersten Zeile (vgl. Formel (6.3)) zeigt | X;| = x;. Weiter ist

AX;=A(ey, e, ...,6i1,X€i41,---,6n)
= (al/ az,...,ai—1, Axl Ait1,--- /an)
= (a1/a2/~ . '/aifllb/aiJrl/' . -/an) = Ai .

Daraus folgt |A;| = |AX;| = |A] | X;], also x; = |4il/|4]. n
Beispiel 6.29: Wie berechnen das lineare Gleichungssystem
12/ 5
32|11
mit der Cramerschen Regel und erhalten

12

|A] = 32’:2—6:—4;
|Aq| = 1?;':10—22:—12;
15
|Ay| = 311'_11—15_—4,
also x1 = 141l/|A] = -12/—4 =3 und x, = |42l/|A| = —4/-4 = 1.

Beispiel 6.30: Die Cramersche Regel kann bei Handrechnung vorteilhaft
sein, wenn bei kleinen linearen Gleichungssystemen , krumme Zahlen” in
den Daten oder der Losung auftauchen. Gegeben sei

1 2 7|-2
-3 1-4 1.
511 5|-1

Mit der Regel von Sarrus berechnet man

1 2 7
|A|=|-3 1-4|=5-40—7-33— (35— 44 —30) = —227.
511 5
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Wieder mit der Regel von Sarrus erhdlt man

2 2 7

Aj]=| 1 1—-4|=-104+8+77—(—7+88+10) = —16,
~111 5
1-2 7

[As|=|-3 1-4|=5+40+21—(35+4+30) = -3,
5-1 5
1 2-2

A3l =|-3 1 1|=-1+10+66—(—10+11+6) = 68.
5 11 -1

Die Losung lautet xq = 16/227, x = 3/227, x3 = —68/227. Man iiberzeugt sich
leicht davon, dass eine Losung mit dem Gaufs-Verfahren bei Handrechnung
deutlich aufwiandiger gerat.

6.4 Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme

Allen recht getan ist eine Kunst, die niemand kann.

(alte Volksweisheit)

In der Praxis sind hdufig mehrere Datenpunkte gegeben, die physikalische
Messwerte, wirtschaftliche Grofen oder Ahnliches reprasentieren und von
denen man z. B. einen linearen Zusammenhang annimmt. Aufgrund von
Ungenauigkeiten wie z. B. Messfehlern liegen die Punkte aber nicht genau
auf einer Geraden. Es existiert also keine Gerade, die alle Punkte genau
trifft. Man versucht deswegen, diejenige Gerade zu finden, die ,,im Ganzen”
zu den gegebenen Punkten am besten passt, auch wenn sie womdglich nicht
einen der Punkte exakt trifft (Fitting). Unter ,passen” versteht man, dass
die Summe der Quadrate der Abweichungen der Kurve von den gegebenen
Punkten minimiert wird. Man kann solche Uberlegungen natiirlich fiir
beliebige Abhdngigkeiten (polynomiell, exponentiell, trigonometrisch etc.)
anstellen, bei Geraden spricht man von einer linearen Regression.

Beispiel 6.31: Durch die Punkte (0;0), (1;1),(3;1), (4;4) (vgl. Abb. 6.1) soll
eine Ausgleichsgerade gelegt werden. Wir setzen also g(x) = ax + p und
erhalten das lineare Gleichungssystem

a-0+p=0
x-1+p=1
a-3+p=1

w-4+B=4
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41 X

Abbildung 6.1: Datenpunkte aus Beispiel 6.31

in (&, ) bzw. in Matrixform:

01 0
11] [fa) |1
51 ()=
41 4

Da die Punkte nicht auf einer Geraden liegen, hat dieses lineare Gleichungs-
system keine Losung.

In der Praxis muss das zugrundeliegende Ausgleichsproblem aber gelost
werden, so dass wir im folgenden einen geeigneten Losungsbegriff fiir
diese Situation diskutieren und Rechenverfahren zur Bestimmung einer
solchen Losung angeben wollen.

Ein tiberstimmtes Gleichungssystem Ax = b, wie es bei obigem Ausgleichs-
problem auftrat, besitzt nach Folgerung 6.10 nur eine Losung, wenn b im
Bild von L4 liegt, der von A induzierten linearen Abbildung x — Ax, kurz
b € Bild(L,). Es liegt nahe, fiir beliebiges b eine (Ersatz)losung zu gene-
rieren, indem man einfach b durch eine rechte Seite aus Bild(L4) ersetzt.
Dabei sollte der Ersatz dem wahren b moglichst nahe kommen, um die
entstehende Verfalschung zu minimieren. Es handelt sich nach Satz 4.18
bei Bild(L 4) um einen Untervektorraum, so dass nach Satz 3.151 die ortho-
gonale Projektion pa(b) von b auf Bild(L,) die bestmogliche Wahl bezogen
auf die vom Skalarprodukt induzierte Norm ist.

Nach Satz 3.138 ldsst sich die orthogonale Projektion eines Vektors auf
einen Unterraum einfach berechnen, wenn eine Orthonormalbasis des
Unterraums bekannt ist. Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall, dass
lediglich irgendeine Basis bekannt ist.

Bemerkung 6.32: Sei p4(b) die Projektion eines Vektors b € R" auf den
von den Vektoren A = (a3,...,4,) € R™*" aufgespannten Unterraum U,



192 KAPITEL 6. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

also das Bild von A. Damit existiert ein x € R" mit
n
pa(b) =) xar = Ax.
k=1

Dann gilt

b—pab) LUSb— Ax e U+ (6.4)
<b—Ax La, Vk
< (ag,b— Ax) =0 Vk
= AT(b— Ax) =0
= ATAx = ATh.

Die Gleichungen AT Ax = ATb heiflen Normalgleichungen.

Satz 6.33: Die Normalgleichungen sind fiir jede reelle Matrix A € R™*"
losbar. Im Falle rg(A) = n existiert mit

x=(ATA) AT (6.5)

sogar eine eindeutige Losung. In diesem Fall heifit (AT A) "1 AT verallgemei-
nerte Inverse von A.

Bewers Die Losbarkeit der Normalengleichungen folgt aus der Existenz
der orthogonalen Projektion (vgl. Folgerung 3.144) und Rechnung (6.4).
Sei ab jetzt rg(A) = n. Dann bilden die Spalten von A eine Basis des
Bildes von A, so dass pa(b) eindeutige Koordinaten in dieser Basis besitzt.
Dabei handelt es sich aber gerade um x, und die Normalengleichungen
besitzen eine eindeutige Losung. Folgerung 6.9 besagt fiir ATA € R"*",
dass rg(ATA) = n, also ist AT A invertierbar. Damit hat die Lésung der
Normalengleichungen x die Gestalt (6.5). n

Der folgende Satz rechtfertigt den Ansatz, bei einem {iberbestimmten
linearen Gleichungssystem Ax = b das b durch p(b) zu ersetzen.

Satz 6.34 (Methode der kleinsten Quadrate): Gegeben ist das Gleichungs-
system
Ax=b, AcecR™ becR", m>n.

Im Fall rg(A) = n gilt fiir
xs = (ATA)"1ATD,

dass
||Ib — Axs|| = min ||b— Az||.
zeR”

Der Vektor x; heifst Niherungslosung nach der Methode der kleinsten Quadrate.
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Bewers Nach Satz 6.33 ist x = (ATA)"1ATb die eindeutige Lésung der
Normalgleichungen und p4(b) = Ax ist die orthogonale Projektion von b
auf Bild(A). Mit dem Satz des Pythagoras ergibt sich fiir beliebige z € R™:

1o — Az||> = [|(b — pa(b)) + (pa(b) — Az)|?
~—

L (b=pa(b))
= b= pa®)|* + llpa(b) — Az
> ||b—pa(®)l?
= [[b— Ax||?

Somit liefert p4(b) den kleinsten Abstand aller Elemente des Bildes von A
zu b. [

Gelegentlich spricht man von einer klassischen Losung eines linearen
Gleichungssystems, wenn Ax = b erfiillt ist in Abgrenzung von einer
Losung nach der Methode der kleinsten Quadrate.

Beispiel 6.35: Das Gleichungssystem

ist tiberbestimmt und besitzt keine klassische Losung. Fiir eine Losung
nach der Methode der kleinsten Quadrate x € R! muss ||Ax — b|| minimal
sein. Hier kann man x leicht direkt bestimmen:

|Ax = b)) = (x =12+ (x +1)> = x> —2x + 1+ x* +2x + 1 =2x* + 2,

also ist ||Ax — b||*> minimal fiir x = 0.
Wir wenden auf dasselbe Problem Satz 6.34 an und schreiben das lineare
Gleichungssystem als Ax = b mit

() st 0= ()

Wir 16sen die Normalengleichungen:

ATAx = ATp
o1 1) G)x: (11) (_})
& 2x=0.

Beispiel 6.36: Das Gleichungssystem
X1 = 1
Xy = 2
x1+x=-1
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ist tiberbestimmt und im klassischen Sinn unlésbar. Fiir eine Losung nach
der Methode der kleinsten Quadrate schreiben wir das lineare Gleichungs-
system in der Form Ax = b mit

10 1
A={o01], x:(x1>, b= 2.
11 X2 -1

Die Minimalstelle von || Ax — b||? 16st die Normalengleichungen (AT A)x =
ATb. Wir errechnen

o= (30 (01) - (33
o (19 (2) - ().

Mit dem Gaufi-Verfahren 16st man das Normalgleichungssystem

und weiter

0

— 2/
2/3 01| 2/3

210 2110 21
12|1 03/2(1 01

und erhilt x = (-1/3,2/3)T. Weiter gilt

S HHERE
((3)-(2)-(3)

und deswegen ||Ax — b||*> = 51/.

Wir kehren zum Einstiegsbeispiel 6.31 zurtick, bei dem wir auf ein tiber-
bestimmtes lineares Gleichungssystem der Form Ax = b gefiihrt wurden.
Wihlt man als Norm die euklidische Norm, dann entspricht || Ax — b||?
genau der Summe der Quadrate der Abweichungen der Ausgleichsgera-
de zu den Datenpunkten, die minimal ist, wenn die Parameter « und
der Ausgleichsgeraden durch ATA(a, B)T = ATb bestimmt werden. Dies
rechtfertigt die Bezeichnung ,Methode der kleinsten Fehlerquadrate”. Man

errechnet
T, (268 T, (20
A'A= <8 4 und A'b = p
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Abbildung 6.2: Ausgleichsgerade durch gegebene Datenpunkte

und 16st das Normalgleichungssystem z. B. mit dem Gauf3-Verfahren:

26820<_>13410\-4 521640<_>13 4 (10
8 4|6 4 2|3 [-13 52 26|39 0 —10|1
Man liest B = —0,1 ab. Durch Einsetzen in die erste Gleichung erhdlt man

« = 0,8. Somit lautet die Ausgleichsgerade y = 0,8x — 0, 1.
Setzt man als Ausgleichsfunktion eine Parabel (,,quadratischer Fit”) an,
fiihrt der Ansatz p(x) = ax? 4+ Bx + 7 auf das lineare Gleichungssystem

a-0°+p-0+9=0
w-1P+p1+y=1
w-3*+B-3+7=1, bzw
w4 +pA+y=4
001 0
111 (g) 1
931 1]’
1641) \7 4

woraus man p(x) = 1/3x? — 8/15x + 2/5 erhilt ( Abb. 6.3).

Bemerkung 6.37: Legt man durch die Datenpunkte (xi,yx), k=1,...,m
eine Ausgleichsgerade g(x) = ax + B mit der Methode der kleinsten Qua-
drate, wird man auf

x1 1 1
X2 1 (DC) B Y2
Do B :
Xm 1 Ym

gefiihrt. Durch Ausrechnen erhilt man die Normalengleichungen

<ZZ1:1 X Yk xk> (0‘) — <ZIT:1 xkyk>
Yisgxe  m B Ykt Yk '
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Abbildung 6.3: Ausgleichsparabel durch gegebene Datenpunkte

Dasselbe Gleichungssystem erhdlt man, wenn man das Minimum der
quadratischen Funktion e(a, B) = Y{*1(g(xx) — yx)? bestimmt, indem man
die Nullstelle von Ve errechnet.

6.5 Unterbestimmte lineare Gleichungssysteme

Zur Motivation betrachten wir wiederum die Aufgabe, durch n Daten-
punkte ein Polynom p als Ausgleichskurve zu legen. Im Unterschied zu
Kapitel 6.4 sei jetzt aber deg(p) > n, so dass diese Aufgabe keine eindeu-
tige Losung hat und viele Polynome als Interpolanden in Frage kommen.
Gegeben seien zur Illustration die Punkte (—1,1), (0,1) und (1,1). Wir
wihlen p(x) = a+ bx + cx? + dx® und erhalten als Interpolanden p; (x) = 1,
aber auch p;(x) = x® — x + 1. Beide Funktionen erfiillen die Interpolations-
aufgabe vollauf, aber man wird in der Praxis sicherlich die Funktion p;
vorziehen. Zur genaueren Analyse stellen wir das lineare Gleichungssystem
der Interpolationsaufgabe auf und erhalten

1 -1

1 0

1 1
Sowohl der Koeffizientenvektor v; = (1,0,0, O)T der Funktion p; als auch
der Koeffizientenvektor v, = (1, —1,0, 1)T von py erfiillen natiirlich obiges
System, aber vy zeichnet sich von allen Losungsvektoren dadurch aus, dass
er die kleinstmogliche Norm besitzt: Wegen des zweiten Punktes muss

a = 1 gewidhlt werden, die anderen Komponenten von v; sind bereits null.
Dieser Befund motiviert den folgenden Satz:

1-1
0 0
1 1

QLA =
I

P RS

[

v
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Satz 6.38: Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit A €
R™" x € R",b € R" und m < n. Fiir rg(A) = m 16st

xs = AT(AAT) b
das Gleichungssystem Ax = b, und es gilt:

1. x; ist die Losung mit der kleinsten Norm aller Losungen x, d. h.

Xs|| = mi x| }.
Jaell = min { x|}

2. x, steht orthogonal zu samtlichen Losungen z von Az =0, d. h.

xs L ker(A)
Fiir rg(A) = m heiit AT(AAT)~! die verallgemeinerte Inverse von A.

BewErs Wir zeigen zundchst die Invertierbarkeit von AAT € R™™ denn
dann ist x; definiert. Sei x € ker(AAT). Es folgt AATx =0 = xTAATx =
|ATx|> = 0, also x € ker(AT). Wegen rg(AT) = r¢(A) = m folgt aus
der Dimensionsformel 4.23 dim(ker(AT)) = 0 und daher x = 0. Somit
gilt ker(AAT) = {0}. Wiederum mit der Dimensionsformel erhélt man
rg(AAT) = m, und deswegen ist AAT invertierbar.

Weiter ist x5 eine Losung von Ax = b, denn

Axs = A(AT(AAT)Y1p) = (AAT)(AAT) b =b.
Man hat x; L ker(A), denn fiir z € ker(A) gilt

=0
(z,x5) = 2T AT(AAT) Wb = ( Az, (AAT) b)) = 0.

Nach Satz 6.7 gilt fiir jede Losung x, dass x = x; + z mit z € ker(A). Aus
dem Satz des Pythagoras und x; L ker(A) folgt

1] = llxs 1 + [lz11* > flxs1?,

Gleichheit liegt nur vor fiir ||z||> = 0, also z = 0. Damit ist x; die eindeutig

bestimmte Losung von Ax = b mit der kleinsten Norm. m
Beispiel 6.39: Das lineare Gleichungssystem
2x1+2xp —x3 =6

ist unterbestimmt, alle Losungen bilden eine Ebene in R3. Die normmini-
male Losung x ist der Vektor, der vom Nullpunkt aus senkrecht auf die
Losungsebene trifft. Aus der Hesseschen Normalform der Ebene

1
g(le + 2x7 — X3) =2
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erhilt man sofort x = 2/3(2,2,—1)". Dieselbe Losung x erhilt man auch
durch x = AT(AAT)~1b mit

A= (2/2/ _1>/ X = <X1,X2, x3)Tl b= <6) :

Man errechnet

x=AT(AAT) b =



Kapitel 7

Geometrie linearer
Abbildungen

Die Begriffe ,Matrix” und , Lineare Abbildung” durchziehen die gesamte
Lineare Algebra. Wir wissen, dass (bei endlich erzeugten Vektorraumen)
jede Matrix A eine lineare Abbildung f4 induziert und umgekehrt jede
lineare Abbildung Matrixdarstellungen besitzt. Fiir ein konkretes A ist
es jedoch oftmals schwierig zu verstehen, was genau f,4 ,mit den Vek-
toren macht”. Es geht darum, aus algebraischen Eigenschaften von A
geometrische Eigenschaften von f4 abzuleiten und umgekehrt. Derartige
Zusammenhidnge werden in diesem Kapitel behandelt. Wir gehen dabei
im gesamten Kapitel von der euklidischen Norm und dem euklidischen
Skalarprodukt aus.

7.1 Orthogonale Abbildungen und Matrizen

Wir betrachten eine Drehung D in der Ebene um 0. Jede Drehung erhalt
die euklidische Linge eines Vektors, es gilt also ||[D(x)|| = ||x|| Vx € R2.
Man spricht allgemeiner bei einer abstandserhaltenden Abbildung (al-
so || f(x) = f(y)|l = |lx —y|| ¥x,y) von einer Isometrie. Dreht man zwei
Vektoren auf die gleiche Weise, dndert sich ihre Lage zueinander nicht,
insbesondere bleiben rechte Winkel erhalten. Dies impliziert, dass die Stan-
dardbasis als Orthonormalbasis auf eine Orthonormalbasis abgebildet wird.
Nach Bem. 4.29 sind Drehungen lineare Abbildungen und besitzen eine
Darstellungsmatrix A. Da in den Spalten von A die Bilder der Basisvektoren
stehen (vgl. Kapitel 4.3), bilden die Spalten von A bzgl. der Standardba-
sis eine Orthonormalbasis. Obige Uberlegungen gelten allgemeiner fiir
lineare winkelerhaltende Isometrien, die auch Spiegelungen umfassen und
motivieren die folgende Definition.

199
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Definition 7.1:

1. Eine Matrix A € R"*" heifst orthogonal, wenn ihre Spaltenvektoren
eine Orthonormalbasis bilden.

2. Die Menge aller orthogonalen Matrizen in R"*" heifle O(n).

Man beachte die Tiicke dieser Definition: Eine Orthogonalmatrix liegt vor
bei einer Orthonormalbasis in den Spalten, eine Orthogonalbasis gentigt
nicht.

Beispiel 7.2:
1. Die Einheitsmatrix E liegt in O(n).

2. In IR? haben nach Beispiel 4.40 Drehungen um den Winkel a bzgl. der
Standardbasis die Matrixdarstellung

sin « COS &

Ay = (a1a) = (

cosa — sinoc)

Wegen cos® & + sina« = 1 haben beide Matrixspalten die Lange 1,
zudem gilt (a1,a;) = 0, also A, € O(2) wie nach obiger Diskussion
zu erwarten.

3. Eine Spiegelung eines Vektors in IR? an der x-Achse ist eine lineare
Abbildung mit (bzgl. der Standardbasis) der Darstellungsmatrix

1 0
SX - <O _1> 7
offensichtlich gilt S, € O(2).

Satz 7.3: Fiir A € R"*" sind dquivalent:
1. A€ O(n)
2. A ist invertierbar, und es gilt A1=AT
3. AT € O(n)
BEwers 1. < 2.:Sei A = (ay,...,4a,). Es folgt
AT=A1o ATA=E
= (ATA)Z‘]‘ = (ai, aj> = 51‘]‘/1 <ij<n
a;La,iZj und |laf| =1,1<i<n
& AeO(n).
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1. & 3.:Mit 1) & 2) erhdlt man

AT cO(n) & (A1) 1= (ADT
S (AT =4
sA1T=ATe AcOM).

Satz 7.4: O(n) bildet mit der Matrizenmultiplikation die sog. orthogonale
Gruppe.

BewEers Wir rechnen die Gruppeneigenschaften nach Definition 3.1 direkt
nach und zeigen zunichst, dass die Matrixmultiplikation eine Verkniipfung
auf O(n) darstellt, also fiir A, B € O(n) auch AB € O(n) gilt Nach Satz 7.3
sind A und B invertierbar, somit auch AB. Es folgt (AB) ! = B~1A~! =

BTAT = (AB)T und daher wiederum nach Satz 7.3 AB € O(n). Wir zeigen
die Gruppenaxiome. G1: Die Matrixmultiplikation ist fiir alle quadratischen
Matrizen assoziativ, also insbesondere fiir orthogonale. G2 zeigt Beispiel
7.2.1. Zu G3: Sei A € O(n). Dann gilt (A71)"! = (AT)"! = (A1), und
daher nach Satz 7.3 A~! € O(n). -

Wir kehren zu unseren anfanglichen Betrachtungen zuriick. Deren Ergebnis
lautet zusammengefasst: Jede winkelerhaltende lineare Isometrie wird
bezogen auf die Standardbasis durch eine orthogonale Matrix dargestellt.
Wir untersuchen die Umkehrung.

Bemerkung 7.5: Sei f : R" — IR" beliebig. Dann sind dquivalent:

1.
(f(x), f(y)) = (x,y) Vx,y € R (7.1)

2. f ist eine winkelerhaltende Isometrie.

BeEwEls ,=": Die Isometrieeigenschaft zeigt

1F) — F) 12 = () — £, F(x) — (3
— (£, £(2)) — 20 (), £ ) + (£ W), F))
<x,x> 2( JY) v y)
= (r—yx—y) =[xyl
Damit folgt
1030 1 R 1 R
U ) f)) = arecos PTG — ™ Tl Iy ~ <&

S Mita = Z(x,y) = Z(f(x), f(y) gilt
(F(x), £ () = cos@ I F I W] = cos(@)llx] Iyll = (x.).
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Offenbar ist Eigenschaft (7.1) die hier mafigebliche. Daher definieren wir:

Definition 7.6: Eine Abbildung f : R" — IR" heifst orthogonal, wenn (7.1)
gilt.

Wir sind zu Beginn davon ausgegangen, dass alle Drehungen und Spiege-
lungen als orthogonale Abbildungen linear seien. Dies trifft zu.

Satz 7.7: Sei f : R" — R" orthogonal. Dann ist f linear.

BewEis Wir skizzieren den Beweisgang. Sei « € R. Man rechnet mit den
Rechenregeln des Skalarproduktes || f(x +y) — f(x) — f(y)||*> = 0 direkt
aus und gewinnt so die Additivitdt von f. Ebenso errechnet man || f (ax) —
af(x)|> = 0 und erhilt die Homogenitit von f. Damit ist f linear. n

Allgemeine (d. h. nicht unbedingt winkelerhaltende) Isometrien sind nattiir-
lich nicht zwangsldufig linear, man betrachte z. B: 7 : R — R, r(x) = x + 1.

Satz 7.8: Die Abbildung f : R" — IR" ist genau dann orthogonal, wenn
die zugehorige Darstellungsmatrix Q (bzgl. der Standardbasis) eine Ortho-
gonalmatrix ist, also Q € O(n).

BeEwers ,,=": Nach Satz 7.7 ist f linear, besitzt also eine Darstellungsmatrix
Q. Es folgt (Qx,Qy) = (QTQx,y) = (x,y) Vx,y € R", also (QTQx —
Ex,y) = 0 Vx,y. Mit der speziellen Wahl y = QTQx — Ex erhilt man
(QTQx — Ex,QTQx — Ex) = 0Vx und deswegen (Q'Q — E)x = 0Vx. Es
folgt QTQ = E und nach Satz 7.3 Q € O(n).

<" Folgt mit derselben Rechnung wie oben. m

Die Gestalt der Darstellungsmatrix A einer linearen Abbildung f hingt
von der Wahl der Basis ab, geometrische Eigenschaften von f selbst da-
gegen nicht. Deswegen diirfen algebraische Eigenschaften von A, wenn
sie geometrische Bedeutung haben sollen, nicht von der Wahl der Basis
abhiangen. Fiir die Orthogonalitédt einer Matrix gilt dies zumindest beim
Wechsel zwischen Orthonormalbasen.

Bemerkung 7.9: Sei f orthogonal. Dann ist die Darstellungsmatrix von f
bezogen auf jede Orthonormalbasis orthogonal.

BewEls Sei £ die Standardbasis und B eine Orthonormalbasis, sei Q =
M&(f) und S = TE die Matrix des Basiswechsels von BB nach £. Weil in den
Spalten von S die Basisvektoren von B stehen, gilt S € O(n). Mit Folgerung
4.82 erhdlt man ME(f) = S1QS € O(n) aufgrund der Gruppeneigenschaft
von O(n). n
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Bemerkung 7.10: Bemerkung 7.9 ist fiir allgemeine Basen falsch. Mit

1 /1 1 12
A=) e o= ()

sei A = M&(f), B die Matrix des Basiswechsels in die Basis B, die aus den
Spalten von B besteht. Dann gilt

1 —
M = BAB™! = 7 G _;) ,

und M ist offenbar nicht orthogonal.

Wir untersuchen jetzt, wie sich Volumina unter einer orthogonalen Abbil-
dung verhalten.

Bemerkung 7.11: Fir A € O(n) gilt | det(A)| = 1.

BewErs 1 = det(E) = det(AA™1) = det(AAT) = (det(A))?. Wurzelziehen
liefert die Behauptung. m

Bemerkung 7.12: Nicht jede Matrix A mit det(A) = 1 ist eine Orthogonal-

matrix, so z. B.
12
A= (0 1> )

Aus der Analysis ist die Transformationsformel fiir Integrale bekannt, eine
Verallgemeinerung der Substitutionsregel fiir eindimensionale Integrale.
Sei () € R" ein glatt berandetes beschranktes Gebiet, ¢ : R" — R" stetig
differenzierbar mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion und f : (3 —
¢(Q) integrierbar. Dann gilt

ool detp@ldx= | f(z)ds

mit der Jacobi-Matrix J¢ von ¢. Das Volumen m(Q)) lasst sich mittels
m(Q) = [, 1dx berechnen, analog m(Q((2)). Wir setzen also ¢(x) = Qx
mit einer orthogonalen Matrix und f = 1. Durch Ausrechnen erhilt man
Jo(x) = Q und deswegen

m(Q(Q)) = /Q(Q)ldz — /Ql|det(Q)|dx — m(Q).

Winkelerhaltende Isometrien erhalten also zwingend auch Volumina. Win-
kelerhaltende Isometrien erhalten nicht zwangsldufig die Orientierung,
weil eine Spiegelung S ein Rechts- in ein Linkssystem transformiert und
umgekehrt (man denke an die Spiegelschrift). Eine Drehung D dagegen
erhilt die Orientierung, es gilt daher nach Bemerkung 7.11 det(S) = —1
und det(D) = 1 (vgl. auch Kapitel 2.3). Wegen det(E) = 1 und det(AB) =
det(A) det(B) gilt:
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Bemerkung 7.13: Die spezielle orthogonale Gruppe
50(n) :={Q € O(n) | det(Q) = 1}

bildet eine Untergruppe von O(#n). Die Darstellungsmatrix einer beliebigen
Drehung um 0 (bzgl. einer Orthonormalbasis) liegt in SO(n), die einer
Spiegelung in O(n) \ SO(n).

Wir fassen zusammen: Eine orthogonale Abbildung ist linear und erhalt
Abstande, Winkel und Volumina. Thre Darstellungsmatrix bezogen auf
eine beliebige Orthonormalbasis ist orthogonal. Umgekehrt induziert jede
Orthogonalmatrix bezogen auf eine Orthonormalbasis eine orthogonale
Abbildung.

7.2 Exkurs: QR-Zerlegung und Anwendungen

Die Bedeutung orthogonaler Matrizen reicht weit tiber die algebraische
Beschreibung einfacher geometrischer Transformationen hinaus. Wir be-
trachten ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit A € R™*", m > n und
rg(A) = n. Wir nehmen an, es lige eine QR-Zerlequng von A

A=0QR

vor mit einer oberen Dreiecksmatrix R € R"*" und einer in den Spalten
orthogonalen Matrix Q = (q1,...,4,) € R™*", d.h. es sei (g;,q;) = ;. Fur
die eindeutige Losung xs im Sinne der kleinsten Quadrate des obigen Sys-
tems gilt nach Satz 6.34 xs = (AT A) ' ATb. Aufgrund der Orthogonalitit
der Spalten von Q gilt rg(Q) = n = rg(A) und nach Satz 4.55 deswegen
rg(R) = n. Damit ist R invertierbar. Wir setzen A = QR ein und erhalten

xs = (ATA)TATD
= (([@R)(@R)) " (QR)"®
— (RTQTQR)RTQTb
— RY(RT)IRTQTh = R1Q7.
Somit ladsst sich xg als Losung des linearen Gleichungssystems
Rxs = Qb (7.2)

errechnen. Man fiihrt die Berechnung der Ausgleichslosung auf ein ,klas-
sisches” lineares Gleichungssystem (7.2) zurtick, das sich zudem einfach
durch Riickwértseinsetzen 16sen ladsst, weil R obere Dreiecksgestalt besitzt.
Der Fall quadratischer invertierbarer Matrizen ist als Spezialfall m = n
enthalten, so dass hier eine Alternative zur Gauf3-Elimination vorliegt.
Die bis jetzt angenommene QR-Zerlegung ldsst sich in der Tat z. B. mittels
des Verfahrens von Gram-Schmidt erreichen.
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Satz 7.14: Sei A = (a1,...,a,) € R™" mit m > n und rg(A) = n. Dann
gibt es eine in den Spalten orthogonale Matrix Q € R"*" und eine obere
Dreiecksmatrix R € R"*" mit A = QR. Hierbei kénnen die Spalten von Q
mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmidt aus den Spalten von A erzeugt
werden, und es gilt rg(R) = n.

Bewers Aufgrund von rg(A) = n sind alle Spalten von A linear unabhin-
gig. Nach Satz 3.140 liefert das Verfahren von Gram-Schmidt n orthonor-
male Vektoren g; € R™ und damit Q = (43, ...,4x). Es bleibt die Existenz
von R = (Qi]')?,j:l‘ Man hat

011 Q12 - - - Q1n
sz e Q2
(a1, 00) = (qu, -+, ) N (7.3)
Onn
Aus (7.3) erhdlt man die n linearen Gleichungssysteme
01i
ai=(q,...,q) | + |, 1<i<n (7.4)
Qii

fir die Koeffizienten von R. Sind diese linearen Gleichungssysteme alle
16sbar, ist die Existenz von R gezeigt. Ein Gleichungssystem (7.4) ist dann
losbar, wenn a; € L(qy,...,q;) gilt. Dies ist aber der Fall, denn fiir das Ver-
fahren von Gram-Schmidt gilt nach Satz 3.140 L(ay,...,a;) = L(q1,.--,4i)
fir 1 <i < m. Die Aussage rg(A) = rg(Q) = n wurde schon bewiesen. g

Beispiel 7.15: Gesucht ist eine QR-Zerlegung von

1 1
A= (al, 612) = 1 1 .
0 -1

Wir berechnen Q mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmidt gemaf3

a1 2
(h ||a1H 2 2 < 2 5]1>¢71 qz ||7’2|| ( )
und erhalten
/v2 0
Q=\|1/v2 0].
0 -1

Zur Berechnung von R 16sen wir a1 = 01141 = 01141/ ||a1]| und erhalten
011 = ||a1]| = V2. Man hat a; = 01241 + 02292, aber nach (7.5) auch a, =
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r2 + (a2,q1)q1 = ||r2||92 + (a2, 91) 1. Ein Koeffizientenvergleich liefert 015 =
(a2,91) = V2 und 0 = ||72|| = 1 und damit

- (2)

Bemerkung 7.16:

1. Die Matrix Q aus Satz 7.14 ist fiir m # n keine Orthogonalmatrix im
Sinne von Definition 7.1, weil sie nicht quadratisch ist.

2. Die QR-Zerlegung einer Matrix A € R™*",m > n und rg(A) = n ist
nur bis auf Vorzeichen eindeutig. So gilt fiir die Matrix A aus Beispiel
7.15 auch A = QR mit Q = (—q1, g2) und

R = <—911 —Q12>
0 02)
3. Die Einschrankungen an A in Satz 7.14 sind dem Verfahren von
Gram-Schmidt geschuldet. In Wahrheit besitzt jede reelle rechteckige

Matrix eine QR-Zerlegung, die dann aber auf anderem Wege als hier
gezeigt gefunden werden muss, und es gilt rg(R) = rg(A).

4. Die QR-Zerlegung mithilfe des Verfahrens von Gram-Schmidt eignet
sich nicht fiir Berechnungen mit dem Computer, weil sich beim Gram-
Schmidt-Verfahren die in der Computerarithmetik unvermeidlichen
Rundungsfehler im Laufe der Berechnungen verheerend auswirken
konnen. Man spricht von numerischer Instabilitit. Numerisch stabile
und effiziente Verfahren fiir die QR-Zerlegung stellt die numerische
Mathematik bereit.

5. In der Praxis wird man bei Handrechnung ein lineares Gleichungssys-
tem mit dem Gauf3-Verfahren I6sen. Dies gilt auch fiir Berechnungen
mit dem Computer bei eindeutig losbaren linearen Gleichungssys-
temen, moderne Verfahren zur Losung von {iberbestimmten Glei-
chungssystemen basieren aber hdufig auf dem hier gezeigten Zugang
iiber eine QR-Zerlegung.

7.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir beginnen wieder bei dem Problem, zu verstehen, was eine lineare
Abbildung konkret ,mit den Vektoren macht”, so wie zuvor. Wir beziehen
uns im folgenden auf C-Vektorraume, weil wegen R — C der reelle Fall
als Spezialfall erscheint. In diesem Kapitel sei V stets ein endlich erzeugter
C-Vektorraum. Als Sprechweise dient die folgende Definition.
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Definition 7.17: Eine lineare Abbildung f : V. — V heifst Endomorphismus.

Ab jetzt bezeichne f immer einen Endomorphismus. Im Sinne einer Wunsch-
vorstellung unterstellen wir, es gdbe zu einem f Vektoren v; mit

f(vi) =Aw;, A €C (7.6)

so, dass B = (vy,...,v,) eine Basis von V bildet. In den Spalten der
Darstellungsmatrix ME(f) von f bzgl. B stehen die Koordinaten der Bilder
der Basisvektoren v;. Wegen Kp(v;) = ¢; gilt dann aber wegen (7.6), dass
Kp(f(vi)) = AiKg(v;) = Aje;. Damit erhalten wir

A
A
MipH=|

An
Damit ist die , Wirkung” von f leicht zu verstehen: f skaliert jede Koordina-
te bezogen auf B eines Vektors mit A;; eine einfachere Darstellungsmatrix

als oben ist kaum moglich. Man fragt sich natiirlich, ob es solche Vektoren
v; immer gibt und wie man sie ggf. berechnen soll.

Definition 7.18: Existiert fiir f ein A € Cund v € V' \ {0} mit
f(v) = Av, (7.7)
dann heifst v Eigenvektor von f zum Eigenwert A.

Bemerkung 7.19:

1. Eigenvektoren lassen sich als Verallgemeinerung von Fixpunkten
auffassen, wahrend letztere unter f invariant bleiben, behalten erstere
wenigstens ihre Richtung unter f, auch wenn sich die Lange dndert.

2. Der Nullvektor wird als Eigenvektor ausgeschlossen, weil sonst we-
gen 0 = f(0) = AO jedes A € C ein Eigenwert wire und der Begriff
damit bedeutungslos wiirde.

Wir stellen einige elementare Eigenschaften von Eigenvektoren zusammen.
Bemerkung 7.20:

1. Sei A ein Eigenwert von f und vy, ..., v, Eigenvektoren von f zu A.
Dann ist auch v € L(vy,...,vx) \ {0} ein Eigenvektor von f zu A.

2. Fir A € Cist Eig(f;A) := {v € V| f(v) = Av}, der Eigenraum von f
zu A, ein Untervektorraum von V.
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3. Fir A # « gilt Eig(f;A) NEig(f;y) = {0}.

4. Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unab-

héngig.

Beweis 1.) Sei v € L(vy,...,0) = v = Zle a;0; mit &; € C. Aus der
Linearitit von f folgt f(v) = Y5, a;f (v;) = ¥, a;Av; = Av.

2.): Fir v,w € Eig(f;A) und pu € C gilt f(uv) = uf(v) = puAv = A(uv),
also yv € Eig(f; A). Weiterhin gilt f(v+w) = f(v) + f(w) = Ao+ Aw =
AMv+w), also v+ w € Eig(f; A).

3.): Sei v € Eig(f;A) NEig(f;v). Dann gilt f(v) = Av = yv = 0 =
f(o—0) = f(0) ~ f(0) = (A— 7)o =0 =0,dar —7 £0,

4.) Sei m die Anzahl unterschiedlicher Eigenwerte. Wir fithren den Beweis
per Induktion tiber m. Der Fall m = 1 ist klar. Die Behauptung gelte fiir
m — 1. Seien vy, ..., v, Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten
A, Ay und Y1 a0 = 0 = Y Moy = 0. Wegen A0 = 0 gilt
andererseits ) ' ; Aja;v; = 0, weil die v; Eigenvektoren sind. Subtraktion
liefert 0 = Y/", a;(A; — Aq)v; = 0. Die m — 1 Vektoren vy,...,v, sind
aber nach Voraussetzung linear unabhéngig, so dass a; = 0,7 > 2 wegen
Ai — A1 # 0. Mit v; # 0 folgt noch a; = 0 und so die lineare Unabhéngigkeit
der Eigenvektoren. n

Zur Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren beschrianken wir
uns zundchst auf V = C" mit der Standardbasis. Dann ldsst sich ein
Endomorphismus f mit seiner Darstellungsmatrix A identifizieren. Aus
(7.7) folgt

Ax=Ax < (A—AE)x=0. (7.8)

Gleichung (7.8) hat genau dann nichttriviale Losungen, wenn det(A —
AE) = 0 gilt. Damit ist die entscheidende Bedingung an die Eigenwerte
gefunden.

Satz 7.21: Sei A € C"*",

1. Die Funktion
Xa(A) :=det(A — AE) (7.9)

ist ein Polynom mit deg(x4) = n und heif3t charakteristisches Polynom
von A.

2. A € C ist Eigenwert von A < xa(A) = 0.
3. A hat (mit Vielfachheit) genau n Eigenwerte A; € C.
4. Eig(f;A) = ker(A — AE).

Bewzis 1.) folgt aus der Darstellung der Determinante durch die Leibniz-
Formel. 2.) ist klar. 3.) entspricht Folgerung 3.94. 4.) gilt aufgrund Konstruk-
tion von Eig(f;A) und Satz 4.18. n
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Mochte man zu einer konkreten Matrix A € C"*" Eigenwerte und -vektoren
berechnen, geht man (bei Handrechnung) so vor:

1. Man finde alle Nullstellen Ay, Ay, ..., A, von xa(A) € C. Diese sind
die Eigenwerte von A; mehrfache Eigenwerte sind moglich.

2. Zu einem A; bestimmt man die zugehorigen Eigenvektoren als Losun-
gen von (A — AE)x = 0. Fur jeden Eigenwert findet man unendlich
viele Losungen. Man muss somit so viele lineare Gleichungssysteme
16sen, wie es verschiedene Eigenwerte gibt.

3. Zur effizienten Beschreibung von Eig(A; A) gebe man eine Basis an.
Lost man das unterbestimmte Gleichungssystem (A — AE)x = 0,
ergibt sich diese implizit durch die Parametrisierung der Losungs-
menge.

Beispiel 7.22: Gesucht sind alle Eigenwerte und Eigenvektoren von

0 -1 1
A= 0o 2 0].
-2 -1 3

Wir beginnen mit den Eigenwerten und berechnen
-A -1 1
Xa(A)=|A—AE|=| 0 2—-A 0 :(2—/\)'
-2 -1 3-A
=2-1) (=B =2)+2)

—A 1
-2 3-A

durch eine Laplace-Entwicklung nach der zweiten Zeile. Man erhilt A; = 2
und aus dem zweiten Faktor A2 — 3A + 2 die weiteren Eigenwerte A, = 2
und A3 = 1.

Zur Bestimmung von Eig(A;2) 16sen wir das homogene Gleichungssystem
(A—2E)x =0, also

-2 -1 1|0 -2 -1 1/0
0 0 0[]0 +<+— 0 0 0f0.
-2 -1 1|0 -0 -0 0}0

Aus —2x1 — xp + x3 = 0 & 2x1 + xp = x3 erhdlt man

« 1 0
Eig(A;2){< B ),a,ﬁEC}{a(0>+[3(1),a,ﬁ€€};
20 + B 2 1

fiir den reellen Teil des Eigenraums wiahlt man die Koeffizienten «, f € RR.
Die gesuchte Basis des Eigenraums ist z. B. ((1,0,2)7,(0,1,1)T). Alle nicht-
trivialen Linearkombinationen dieser Eigenvektoren sind allerdings auch
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Eigenvektoren zum Eigenwert 2.
Analog verfahrt man fiir den Eigenwert 1. Man erhélt hier Eigenvektoren
der Form

1
a0, acC\{0}.
1

Beispiel 7.23: Wir bestimmen die Eigenwerte und Eigenvektoren der Dreh-

matrix .
A, = <cpsoc —sm(x)
sine  coswa
aus Beispiel 7.2. Wir setzen c := cos«, s := sina und errechnen
xa,(A) = |Ay — AE| = (c = A)> + 8% = A2 —2Ac + * + 52
Mit ¢ + s? = 1 folgt
xa,(A) =0 A2 —20c+1=0
SMp=c=E \/ﬂ
& Ay =cosa £ iV/sin2x = cosa + i| sin |

Lasst man den Betrag weg, dndert man hochstens die ohnehin willkiirliche
Reihenfolge der beiden Eigenwerte und erhilt dann mit dem Eulerschen
Satz A1, = e, Es gilt A\; = A, und |A;| = 1, weil beide Eigenwerte auf
dem komplexen Einheitskreis liegen. Es existieren nur reelle Eigenwerte,
wenn sina = 0, also fiir « = 0 oder a = 180°. Der erste Fall entspricht
der identischen Abbildung, der zweite der Abbildung f(x) = —x, der
Punktspiegelung um 0. Da es das Wesen einer Drehung ist, die Richtung
von Vektoren zu dndern, konnen nattirlich keine reellen Eigenwerte aufser
in den beiden Spezialfillen existieren, weil die dazu gehorigen reellen
Eigenvektoren gerade ihre Richtung behalten miissten.
Wir berechnen die Eigenvektoren fiir sina # 0:

0

o)

0 PN —i =10
0 1 —i|0

Multiplikation der zweiten Zeile mit i und Addition der Zeilen ergibt

—i —1|0 —1 —1/0
A—ME|0 +— ( ; ) — ( 0 00>

110
o=u() wecrion

c—c—1s —s
s c—c—1s

—is —s
— )
s —is

A—MHO%%(

und deswegen Eigenvektoren v; der Gestalt
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Analog bestimmt man die Eigenvektoren zu A, zu

vzzv<1>, veC\{0}.

Man beachte, dass nur die Eigenwerte, nicht aber die Eigenvektoren vom
Drehwinkel « abhdngen, zudem gilt v; L v, in C2?,dav; -7, =0.

Bemerkung 7.24:

1. Dass die Eigenwerte der Drehung aus Beispiel 7.23 den Betrag eins
besitzen, ist kein Zufall: Fiir jede lineare Isometrie f mit Eigenwert A
und Eigenvektor x gilt ||x|| = ||f(x)| = ||Ax]| = |A] ||x]|, also |A| = 1.

2. Der ,kritische” Teil der Berechnung von Eigenwerten und -vektoren
per Hand ist das Finden der Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms. Fiir den Polynomgrad 3 und 4 kann man die iiberaus kompli-
zierten Cardanischen Formeln' zur Nullstellenberechnung verwenden
oder versuchen, Nullstellen zu erraten und dann mit Polynomdivi-
son fortzufahren. Fiir Polynome vom Grad mindestens 5 existiert
nach einem beriihmten Resultat von Abel kein Rechenverfahren, mit
dem sich mit endlich vielen Rechenschritten alle Nullstellen eines
beliebigen Polynoms bestimmen liefSen. Bei praktischen Eigenwert-
problemen, hier gilt hdufig n > 5, bescheidet man sich daher mit
Néaherungslosungen.

Wir kehren zum allgemeinen Fall eines Endomorphismus f zurtick. Sei
A die Darstellungsmatrix von f bezogen auf irgendeine Basis und B die
Darstellungsmatrix bzgl. irgendeiner anderen Basis, weiter S die Matrix
des Basiswechsels. Dann gilt nach Folgerung 4.82 B = SAS™!. Es folgt

xs(A) =0« |B—AE| =0
& |SAST' - ASES™!|=0=|S(A—AE)S!| =0
& |S||A=AE||S7H =0e xa(A) =0

wegen |S|[S7!| = |SS™!| = 1. Darstellungsmatrizen von f zu verschiede-
nen Basen haben somit alle die gleichen Eigenwerte. Um die Eigenwerte
von f zu bestimmen, kann man also irgendeine Darstellungsmatrix A von f
wéhlen und von dieser die Eigenwerte wie oben gezeigt bestimmen. Dies
sind zugleich die Eigenwerte von f. Die Eigenvektoren der Darstellungs-
matrix sind dann die Koordinaten der Eigenvektoren von f in der Basis,
auf die sich die Darstellungsmatrix bezieht. Fiir einen formalen Beweis
und vertiefte Theorie verweisen wir auf die Literatur [3]. Wir betrachten
den Zusammenhang zwischen der Determinante einer Matrix und ihren
Eigenwerten.

LGerolamo Cardano, 1501-1576; italienischer Arzt und Mathematiker
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Satz 7.25: Fur A = (ay,...,a,) € C"*" mit Eigenwerten A;,1 < i < n gilt

det(A H Ai.

BEwEIs Man errechnet

Xa(A) = det(A - AE)
=det(ay — Aey, ..., a, — Aey)
=det(ay, a2 — Aey, ..., a4, — Aey) + Adet(—eq, a2 — Aey, ..., a, — Aey)
=...=det(ay,...,a,) + ...+ A" det(—eq,..., —en)
=(=1)"A"+ ...+ det(A).

Andererseits gilt

)(A(/\) = Cﬁ()\—)\i) =cA"+... +C(—1)nﬁ)\i.

i=1 i=1

Ein Vergleich der fithrenden Koeffizienten liefert c = (—1)", damit liefert
ein Vergleich der Koeffizienten des Absolutglieds die Behauptung. n

Fiir allgemeine Matrizen kann es durchaus schwierig sein, die Eigenwerte
zu finden. Ganz anders ist das bei Dreiecksmatrizen.

Bemerkung 7.26: Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix sind die Werte auf
der Hauptdiagonalen.

BeEwEers Mit A ist auch A — AE eine Dreiecksmatrix mit Eintrdgen a;; — A
auf der Hauptdiagonalen. Mit Folgerung 5.14 erhdlt man die Behauptung
fiir eine obere Dreiecksmatrix und durch Ubergang zu (A — AE)T auch fiir
eine untere Dreiecksmatrix. m

Bemerkung 7.27: Sei x ein Eigenvektor zum Eigenwert A von A. Dann gilt
Afx = AFx
BEWEIS

Afx = AFTAx = AF 1 (Ax) = A A Ty = .. = Ay -
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Abbildung 7.1: Quadrate unter der linearen Abbildung f aus den Beispielen
4.46,4.84 und 7.29

7.4 Diagonalisierung linearer Abbildungen

Am Beginn des Kapitels 7.3 stand die Uberlegung, dass eine Basis B aus
Eigenvektoren einer linearen Abbildung f zu einer diagonalen Darstel-
lungsmatrix D = ME(f) fithrt, auf deren Hauptdiagonale die Eigenwerte
A; stehen und die daher sehr einfach zu interpretieren ist. Sei A die Dar-
stellungsmatrix von f bzgl. irgendeiner Basis B und B die Matrix des
Basiswechsels von B nach B. Nach Folgerung 4.82 gilt dann D = B~1AB
bzw. A = BDB~!. Offen ist die Frage, ob stets eine Basis aus Eigenvektoren
existiert.

Definition 7.28: Ein A € C"*" heif3t diagonalisierbar :< 3B € GL(n;C), D
Diagonalmatrix mit
A=BDB!. (7.10)

Offenbar ist A genau dann diagonalisierbar, wenn eine Basis aus Eigenvek-
toren existiert. Bildet man mit ihnen als Spalten eine Matrix B, dann ist B
genau die oben diskutierte Matrix des Basiswechsels.

Beispiel 7.29: Die lineare Abbildung f(x) = Ax mit

1,5 0,5
A= <O,5 1, 5)
wurde schon in den Beispielen 4.46 und 4.84 diskutiert. Geometrische

Uberlegungen (vgl. Abb. 7.1) lieSen uns eine um 45° gedrehte Basis £ =
(é1,8;) wiahlen, bzgl. derer die Darstellungsmatrix

. = (20
A =TEATE = (o 1) (7.11)
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Diagonalgestalt besitzt, wobei Tg die Matrix des Basiswechsels von der
Standardbasis £ nach & bezeichnet. Damit ist A diagonalisierbar, denn mit
B = Tg und A = D hatman D = B"1AB, also A = BDB~ 1.

Wir diskutieren dieses Beispiel im Licht der neu entwickelten Theorie. Es
gilt

1 _
(A = ’( ,(5)5;\ : gEA)' — (1,5-A)2—0,25=A2—3)+2

mit den Nullstellen A; = 2 und A, = 1. Wir berechnen Eig(A; Aq):

0

1,5—-2 0,5 |0 -0,5 0,5/0 -0,5 0,5
0

0,5 1,5-2[0 " 05-050°" " 0 0

= Eig(A;2) = {zx G) , 0 E C}
Analog dazu erhilt man

Eig(A;1) = {5 (‘D ,B€ C} :

Man erkennt Eig(A;1) L Eig(A;2). Wahlen wir die normierten Eigenvek-
toren & = 1/v2(1,1)T und & = 1/v2(—1,1)T, dann ist

. 1 /1 -1

E_p_ _*
TE_B_\@<1 1)
A =BDB ! = BDBT

20 %
p=(31) =4,
was dquivalent zu (7.11) ist. Entscheidend ist aber, dass die Eigenwert-
theorie einen systematischen Weg legt, um eine Basis wie £ zu finden.
Die algebraisch gefundene Zerlegung A = BDBT erlaubt zudem eine geo-
metrische Intepretation von f(x) = Ax. Die Abbildung f wirkt in drei
Schritten:

orthogonal, und es gilt

1. Durch BT = B! Drehung um 45° gegen den Uhrzeigersinn, denn
wegen |B| = 1 gilt B € SO(2), also auch BT € SO(2). Es handelt sich
also um eine Drehmatrix; fiir den Drehwinkel a gilt cosa = 1/v/2, also
n = 45°.

2. Durch D Skalierung langs der gedrehten x;-Achse um 2, die gedreh-
ten xp-Koordinaten bleiben unverdandert.



7.4. DIAGONALISIERUNG LINEARER ABBILDUNGEN 215

/1 :
-1 1 x 2 A /1 2 X

-1 -1

Abbildung 7.2: Einheitsquadrat unter der linearen Abbildung s aus Beispiel
7.30

3. Durch B Riickdrehung um 45° im Uhrzeigersinn.

Nicht jede Matrix lasst sich diagonalisieren.

Beispiel 7.30: Sei s(x) = Sx mit

11
5= ( : 1) .
An Abbildung 7.2 erkennt man, dass es sich bei s um eine Scherung handelt,
die die x1-Achse invariant ldsst. Alle anderen Vektoren dndern unter s ihre
Richtung, kénnen also keine Eigenvektoren sein. Aufgrund von xgs(A) =

(1 — A)?%ist 1 doppelte Nullstelle von s und einziger Eigenwert von S. Die
Eigenvektoren errechnet man zu

01/0 . o
000:>Ezg(5,1)_{<0>,(x€€}.

Dieses Ergebnis entspricht genau der geometrischen Anschauung oben.
Damit ist S nicht diagonalisierbar, weil alle Eigenvektoren auf der x-Achse
liegen und man so keine Basis von C? aus Eigenvektoren bilden kann.

Wir diskutieren nun Kriterien zur Diagonalisierbarkeit. Weil Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten nach Satz 7.20 linear unabhéngig sind, gilt:

Satz 7.31: Sei A € C"*", und es mogen n verschiedene Eigenwerte existie-
ren. Dann ist A diagonalisierbar.

Bemerkung 7.32: Satz 7.31 garantiert nicht die Diagonalisierbarkeit in R,
d. h. eine Zerlegung einer reellwertigen Matrix A in ausschliefilich reelle
Matrizen. So besitzt die Drehmatrix A, aus Beispiel 7.23 die beiden verschie-
denen komplexen Eigenwerte e*™®, und die zugehorigen Eigenvektoren
sind komplexwertig.
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Nicht-Diagonalisierbarkeit ist nach Satz 7.31 nur dann zu befiirchten, wenn
mehrfache Eigenwerte auftauchen. Wir untersuchen diesen Fall néher.

Definition 7.33: Sei A € C"*" und A ein Eigenwert. Die Vielfachheit der
Nullstelle A von x 4 heife algebraische Vielfachheit a()), weiter sei g(A) :=
dim(Eig(A; A)) die geometrische Vielfachheit von A.

Satz 7.34: Sei A wie oben. Existiert ein Eigenwert A mit a(1) > ¢(1), dann
ist A nicht diagonalisierbar.

BewEers Wir zeigen zunichst a(A) > ¢(A). Wie in Kapitel 7.3 gesehen, sind
Eigenwerte unabhidngig von der Wahl der Basis und deswegen ebenso
a()). Weiterhin lisst ein Basiswechsel die Dimension von Unterrdumen
unverdndert, daher hingt auch g¢(A) nicht von der Wahl der Basis ab.
Sei ¢(A) = k und (v, ...,vx) eine Basis von Eig(A;A). Wir ergédnzen sie
mithilfe des Basisergdnzungssatzes 3.57 zu einer Basis B von C". Es seien
die Spalten von B € C"*" die Vektoren in B. Nach Konstruktion folgt dann

BAB ! =

Es ist xpap-1(x) = |BAB™! — xE| = (A — x)*p(x) mit einem geeigneten
Polynom p, und deswegen ist A mindestens eine k-fache Nullstelle von
Xpap-1, somit a(A) > k = g(A). Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
gilt Y, pwa(A) = n, also mit a(A) > g(A) die Aussage Y ) gpwg(A) =
Y1 pw dim(Eig(A; A)) < n. Damit kann man keine # linear unabhéngigen
Eigenvektoren wahlen, und es existiert keine Basis aus Eigenvektoren. g

Beispiel 7.35: Im Beispiel 7.30 gilt fiir den einzigen Eigenwert A = 1, dass
a(1) =2 > g(1) = 1. In der Tat war S nicht diagonalisierbar.

Viel {ibersichtlicher als bei allgemeinen quadratischen Matrizen wird die
Situation bei symmetrischen Matrizen, die wir nachfolgend betrachten.

Satz 7.36: Eigenwerte reeller symmetrischer Matrizen sind immer reell.
Zu jedem Eigenwert einer reellen symmetrischen Matrix existieren reelle
Eigenvektoren.

BEwEls Sei A € C ein Eigenwert von A € R"*", v € C"\ {0} ein Eigen-
vektor zu A und (-, -) das Standardskalarprodukt in C". Wir benutzen
Av = AU, was man fiir reellwertige Matrizen A direkt ausrechnet. Man
erhalt

Mo,v) = (A0) 1o = (Av)To = 0T ATD
=0l A = v Av = (v, Av) = A(v,0)
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und daher A € R.

Sei v = x + iy ein Eigenvektor zu A und x # 0. Dann folgt Av = Ax +iAy =
Ax 4+ iAy. Wegen Ax, Ay, Ax, Ay € R" sind hier Real- und Imaginérteil voll-
standig separiert, so dass Gleichheit sowohl fiir Real- als auch Imaginarteil
gilt. Daher gilt Ax = Ax, und x ist der gesuchte reellwertige Eigenvektor.
Fiir x = 0 wéahle man y # 0. n

Satz 7.37: Sei A € R"*" symmetrisch und A # p zwei Eigenwerte von A
mit Eigenvektoren v bzw. w. Dann gilt v | w.

Bewers Sei v € R” ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A, w € R" ein
Eigenvektor von A zum Eigenwert s und A # u. Man errechnet

(w, Av) = w! Av = (ATw)Tv = (Aw)Tv = (Aw,v) = (v, Aw) .

Es folgt A(v,w) = (Av,w) = (v, Aw) = u(v,w) und deswegen (A —
#){v,w) = 0. Wegen A # u erhdlt man (v, w) = 0. n

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Kapitels.

Satz 7.38: Zu jeder reellsymmetrischen Matrix A gibt es eine Orthogonal-
matrix Q und eine Diagonalmatrix D mit

A =QDQT.
Auf der Hauptdiagonalen von D stehen die Eigenwerte von A.

BewEers Wir fithren den Beweis per Induktion tiber n. Der Fall n = 1 ist
klar, weil jede 1 x 1-Matrix bereits eine Diagonalmatrix ist. Die Behauptung
gelte nun fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen, gegeben sei A € R"*". Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra und Satz 7.36 existiert ein reeller Eigenvektor
v1 mit ||v1|| = 1 zum Eigenwert A; € R. Nach Satz 3.140 existiert eine
Orthonormalbasis v, ..., v, des orthogonalen Komplements vlL in R" von
v1 (vgl. Def. 3.123). Es folgt V = (v1,...,v,) € O(n). Da in den Spalten der
Matrix die Koordinaten der Bilder der Basisvektoren stehen, hat man

Wegen AT = (VTAV)T = VTATV = A ist A symmetrisch. Daher erkennt

man
3 11 0
A=
B

N
o | >
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mit irgendeiner symmetrischen Matrix B € R("~1)*("=1) Nach Induktions-
voraussetzung existieren dann aber W € O(n — 1) und eine Diagonalmatrix
D,_1 € RO=1Dx(n=1) mijt B = WD, _;WT. Wir definieren

1] 0
QZV(O w)‘

1] 0
AQ:AV(O w)’

Dann ist Q € O(n) und

also

und weiter

- (sar) (363)- ()
G- (2 BWA) |
(i)~ (3

Somit ist QTAQ € R™ " eine Diagonalmatrix, die auf der Diagonalen die
Eigenwerte A; von A enthdlt. n

Beispiel 7.39: Fiir die symmetrische Matrix

1-1-1
A=1-1 1 1
-1 1 1

existieren nach Satz 7.38 drei orthonormale Vektoren v1,v»,v3 zu den drei
reellen Eigenwerten Ay, A2, A3, so dass mit Q = (v1,v2,03) gilt:

A 00
QTAQ=|0X0 |.
0 0 Az
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Wir berechnen zunéchst die Eigenwerte:

1-A =1 =1 ||+@1D A=A 0

1 1-A 1 ||-(I)=| 0-A A

-1 1 1-A]| -1 11-A
=A2(1—=A)+ A% — (=A%)
=A2(1-A+2)=0,

also Ay = 3 und A3 = 0. Wir bestimmen die Eigenvektoren zu Ay = 3:

—2-1-1|0| —2-1-1l0 —2-1-1/0 -2 0-2[0
~1-2 10|-2,—(1) < 0-3 3[0 <+ 0 1-1/0 «+ 0-1 1|0
~1 1-2/0]-2;—(1) 0 3-3/0 0 0 0[0 0 0 00

Man liest —x; = x» = x3 fiir die Losungsmenge ab. Als normierten Eigen-

vektor kann man z. B. v; = 1/v3(—1,1,1)T wahlen.
Wir betrachten A;,3 = 0: Das lineare Gleichungssystem fiir die Eigenvekto-

ren lautet

1-1-1/0
-1 1 1)0.
-1 1 1j0

Alle Losungen gentigen daher der Gleichung x; — x; — x3 = 0, die Di-
mension des Losungsraumes ist 2. Wir wéahlen zwei linear unabhédngige

Losungen, z. B.
1 0
52 = 1 und 53 = 1 .
0 -1

Eine Orthonormalisierung mit dem Verfahren von Gram-Schmidt liefert

1 -1
02:L 1 03:i 1 .
v2\o)’ Ve \ o

Damit ist
-1/v3 1/v2 -1/Ve
Q= vs vz 1/Ve
/v3 0 —2/ve
und
300
D=QTAQ=(000].
000

Es gilt die Umkehrung von Satz 7.38.

Bemerkung 7.40: Gibt es zu A € R"*" ein Q € O(n) und eine Diagonal-
matrix D mit A = QDQT, dann ist A symmetrisch.
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BEWwEIS
AT =(QDQN)" = (Q")'D'Q" =QDQ" = 4

Wir diskutieren noch ein weiteres hinreichendes Kriterium zur Diagonali-
sierbarkeit.

Definition 7.41: A € C"*" heifdt normal, wenn gilt:
AA =AA. (7.12)

Satz 7.42: Sei A € C'"*" normal. Dann existiert eine bzgl. des Standards-
kalarprodukts in C" orthonormale Basis aus Eigenvektoren, d.h. A ist
diagonalisierbar.

Fiir den Beweis verweisen wir auf die Literatur (z. B. [3]).
Folgerung 7.43:

1. Jede reelle symmetrische Matrix ist diagonalisierbar. Die Eigenwerte
sind reell.

2. Jede reelle antisymmetrische Matrix (d. h. AT = —A) ist diagonali-
sierbar. Die Eigenwerte sind rein imagindr oder 0.

3. Jede reelle orthogonale Matrix ist diagonalisierbar.

BEwErs 1.) Sei A € R"". Weil A reellwertig ist, hat man A = A. Mit
A = AT folgt die Normalitit und nach Satz 7.42 die Diagonalisierbarkeit.
Nach Satz 7.36 sind die Eigenwerte reell.

2.) Aufgrund der Antisymmetrie gilt AT=—A MitA=A folgt AZT =
—A? = ZTA, also iEt A normal. Analog zum Beweis des Satzes 7.36 er-
rechnet man A = —A fiir einen Eigenwert A, der deswegen keinen Realteil
besitzen kann. o .

3.) Fiir Q € O(n) gilt Q = Q und weiter QQ =QQ '=E=Q'Q =

QTQ, also ist Q normal und daher diagonalisierbar. m

7.5 Definitheit und Skalarprodukte

Die zentrale Rolle des Skalarprodukts fiir die analytische Geometrie hat
sich im Laufe der Vorlesung hinreichend gezeigt. Es ist bekannt, dass auf
R" neben dem bekannten Standardskalarprodukt viele Skalarprodukte
existieren, nicht bekannt ist bisher aber eine systematische Methode, ein
Skalarprodukt zu konstruieren. Dies holen wir hier nach. Fiir ein Skalar-
produkt (-,-) : R” x R" — R miissen drei Bedingungen erfiillt sein:



7.5. DEFINITHEIT UND SKALARPRODUKTE 221

1. (+,-) ist linear in den Spalten.
2. (+,-) ist symmetrisch.
3. (x,x) >0 fir x #0.

Wir wiahlen eine beliebige Matrix A € R"*" und betrachten die Abbildung
(,)a:R"XR" = R, (x,y)4 := (x, Ay), wobei (-, -) fur das Standardska-
larprodukt steht. Die Bedingung 1. ist fiir jede Matrix A = (a3, ...,4a,) nach
den Rechenregeln fiir Matrix-Vektorprodukt und Skalarprodukt erfiillt. Mit
den Einheitsvektoren e; und ¢; erhdlt man

T T
(eiej)a = e Aej = e; aj = ayj,

also (ej,ej)a = (ej,e;)a < a;; = aj;. Die Abbildung (-, -) 4 ist somit genau
dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist.

Bemerkung 7.44: Die Einschrankung eines Skalarprodukts auf die Struktur
(+,-)a ist in Wahrheit keine Einschrankung: Sei [-, -] irgendein Skalarpro-
dukt und A definiert durch a;; = [e;, ¢;]. Dann gilt [-,-] = (x, Ay), jedes
Skalarprodukt wird somit durch eine Matrix vollstandig beschrieben.

BEwEers Mit x = (x;)";, v = (y;)", € R" gilt

[x,y] = [Z Xi€iy Z%e]} Z Z xiyjlei ;]
-1

i=1j=1
=).x ( Z aijYj ) (x, Ay) .
i=1
;\’—/
=(Ay)i

Nattirlich definiert nicht jede symmetrische Matrix ein Skalarprodukt, so
etwa die Nullmatrix nicht. Wir kommen zu der Frage, welche Matrizen das
obige dritte Kriterium erfiillen.

Definition 7.45: Sei A ein symmetrische Matrix A € R"*".
1. Die Abbildung x — (x, Ax) wird quadratische Form genannt.
2. A heif3t positiv definit, wenn (x, Ax) > 0Vx € R" \ {0}.
3. A heifdt negativ definit, wenn (x, Ax) <0V x € R"\ {0}.
4. A heifit positiv semidefinit, wenn (x, Ax) > 0V x € R" \ {0}.

5. A heif3t negativ semidefinit, wenn (x, Ax) <0V x € R"\ {0}.
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6. A heifdt indefinit, falls sie weder positiv noch negativ (semi-)definit ist,
d.h.
dx,y e R"\ {0} : (x, Ax) >0 A (y,Ay) <O0.

7. Haufig kiirzt man ,symmetrisch positiv definit” mit ,spd” ab.

Beispiel 7.46: Die quadratische Form tragt ihren Namen zu Recht. Es sei

12 X
A=) ()
o= (1) (G3) ()
() 1i)
X2 )"\ 2x1 + 4x
= x% + 2x1x0 + 2xpx1 + 4x§
= x% + 4xyx0 + 435 = (x1 +2x2)?
Folgerung 7.47: Die Abbildung (-,-) ist genau dann ein Skalarprodukt,
wenn A spd ist.
Es fehlen noch handhabbare Kriterien fiir die Definitheit einer symmetri-

schen Matrix. Diese werden nachfolgend entwickelt.

Definition 7.48: Fiir A € R"*" seien Aj die links oben beginnenden k x
k-Untermatrizen Ay = (aij)i-‘,jzl von A. Dann heiflen Dy = det(Ax) die
Hauptunterdeterminanten oder Hauptminoren von A.

Beispiel 7.49: Die vier Hauptminoren D; — D4 von

1-1 0 2

-1 3 4 0

A= 0 4 -2 1
2 0 1 1

sind die Determinanten der vier quadratischen Teilmatrizen, die das linke
obere Element von A enthalten:

Di=1=1
1 -1
D, = 1 3 3—-1=2
1 -1
Ds=|-1 = —6-(16—2) = —20

=82

_=_O N
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Satz 7.50: Fiir eine reelle symmetrische Matrix A sind dquivalent:
1. A ist positiv definit.
2. A besitzt nur positive Eigenwerte.
3. Alle Hauptminoren von A sind positiv.

Weiter ist A genau dann positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte von
A nicht negativ sind. In diesem Fall sind alle Hauptminoren von A nicht
negativ.

Fiir den Beweis und die dabei verwendete Theorie der Hauptachsentransfor-
mationen verweisen wir z. B. auf Fischer [3, Kap. 5.7].

21
2= (1)
erhdlt man D; = 2 und D, = 4 — 1 = 3. Nach Satz 7.50 ist A positiv definit.
In der Tat bestimmt man die Eigenwerte von A zu

Beispiel 7.51: Fiir

2—-A 1

det(A—AE)zdet( 1 2.1

) =A% —4)A+3=0,

also A1 = 1 und A, = 3. Beide Eigenwerte sind positiv. Wir betrachten die
quadratische Form:

. X1 21 X1
wa=((5)(2) (2))
. X1 2x1 + xp
S\ \x2 ) x4 2x
= Zx% + 2x1x2 + 2x§
= (0 +x)2+22+x5>0,x#0
Bemerkung 7.52: Eine spd-Matrix A € R"*" ist invertierbar.

Bewers Nach Satz 7.50.3 ist det(A) = D,, # 0 und daher A invertierbar. g

Bemerkung 7.53: Ist A negativ definit, dann gilt —(x, Ax) = (x, —Ax) >0
d.h. —A ist positiv definit. Analog erkennt man, dass A genau dann negativ
semidefinit ist, wenn — A positiv semidefinit ist.

Bemerkung 7.54: Fiir die Hauptminoren Dy einer negativ definiten Matrix
gilt:
(=1)*Dy = (—=1)*det(A;) = det(—Ax) >0, (7.13)
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weil —A positiv definit ist. Es sind also die Hauptminoren abwechselnd
positiv und negativ, beginnend mit negativem Vorzeichen.

Eine hinreichend oft differenzierbare Funktion f : R" — R weist in einem
Punkt xg sicher ein lokales Maximum auf, wenn Vf(x9) = 0 gilt und
die nach dem Satz von Schwarz stets symmetrische Hessematrix V2f in
xo negativ definit ist. Dies wird tiblicherweise mit dem Kriterium (7.13)
gepriift. Man spricht in der Analysis vom Hurwitz-Kriterium.

Wir fassen die oben entwickelten Kriterien zur Definitheit in einer Tabelle
zusammen.

Di | Dy | Dy | Dy | ... | Kriterium
positiv definit >0|>0|>0|>0]...| hinreichend
negativ definit <0|>0|<0|>0]...| hinreichend
positiv semidefinit | >0 | >0| >0| >0 | ... | notwendig
negativ semidefinit | <0 | >0 | <0 | >0 | ... | notwendig
indefinit sonst hinreichend

Die letze Spalte der Tabelle bezieht sich darauf, ob die Vorzeichenfolge nur
notwendig oder aber hinreichend fiir die Art der Definitheit ist.

Bemerkung 7.55:

1. Die Matrix A aus Beispiel 7.49 ist aufgrund der Vorzeichenfolge
der Hauptminoren D; — Dy indefinit. In der Tat weist A 2 positive
und zwei negative Eigenwerte auf (A1 = —4,37, A, ~ —1,12 sowie
Az =~ 3,10, A4 = 5, 39).

2. Die Kriterien zur Semidefinitheit sind nur notwendig: So ist

0 0 O
A=10 1 0
0 0 -1

offenbar indefinit und nicht etwa positiv semidefinit, dennoch gilt
aberD1:D2:D3:020.

Wir betrachten abschliefiend ein spezielles Beispiel einer symmetrischen
positiv definiten Matrix.

Bemerkung 7.56: Sei m > n und A € R"*" mit rg(A) = n. Dann ist ATA
positiv definit. Fiir rg(A) < n ist AT A positiv semidefinit.

Bewers Wegen (ATA)T = AT(AT)T = ATA ist AT A symmetrisch. Weiter
gilt

(x, ATAx) = xTATAx = (Ax)TAx = (Ax, Ax) = || Ax||*> > 0.
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Also ist ATA positiv semidefinit. Nach Satz 6.33 ist ATA invertierbar
fir rg(A) = n. Gébe es ein x # 0 mit ||Ax|| = 0, dann folgte Ax = 0,
also AT(Ax) = 0 und damit x € ker(ATA). Dann aber wire AT A nicht
invertierbar. Also (x, ATAx) > 0V x # 0, und AT A ist spd. n

Bemerkung 7.57: Fiir A € R™" mit m < n ist AAT positiv semidefinit
und sogar positiv definit, falls rg(A) = m. Dies zeigt man analog zu
Bemerkung 7.56.
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