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Kapitel 1

Vorbereitung

1.1 Matrizen

1.1.1 Grundlegende Begriffe
1.1.1.1 Definition einer Matrix

Definition 1.1: Eine Matrix A vom Typ (m,n) ist ein aus m - n Werten
bestehendes rechteckiges Schema mit m Zeilen und n Spalten. Diese Werte
werden Elemente genannt.

ailp ai2 -+ Qain

az; a2 -+ Aa2n
A= . .

am1 Gm2 *°* Amn

Die Matrixelemente werden mit a;; bezeichnet, wobei ¢ der Zeilenindex und
j der Spaltenindex ist. Die Matrix selbst wird manchmal anstatt mit einem
Grofibuchstaben auch mit der Form (a;;) bzw. (aij)1<i<m,1<j<n bezeichnet.

1.1.1.2 Gleichheit zweier Matrizen

Definition 1.2: Zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) vom gleichen Typ
heilen gleich, wenn alle Matrixelemente tibereinstimmen
d.h. wenn Vi Vj : a;; = b;j;. Man schreibt dann A = B.

1.1.1.3 Nullmatrix

Definition 1.3: Die Elemente einer Nullmatrix sind Null, d.h. A ist genau
dann eine Nullmatrix, wenn Vi Vj : a;; = 0.
Man verwendet dann auch als Zeichen fiir die Matrix die 0.
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000 0
000

1.1.1.4 Transponierte Matrix

Beispiel 1.4:

o O

Definition 1.5: Die transponierte Matrix A” entsteht aus einer Matrix,
indem man Zeilen und Spalten miteinander vertauscht.
B ist also genau dann gleich AT, wenn Vi Vj bij = aj;.

Beispiel 1.6:

(12 r (13
1

A=12], AT:(123)
3

1.1.2 Rechenoperationen fiir Matrizen

Die Matrizen vom Typ (m,n) bilden einen sogenannten Vektorraum. Die
Definition eines Vektorraums folgt spéater. Hier beschranken wir uns darauf,
die dazu notigen Operationen auf Matrizen zu definieren:

Bemerkung 1.7: Einfache Operationen sind:

@: Addition und Subtraktion von Matrizen: Zwei Matrizen vom glei-
chen Typ werden addiert bzw. subtrahiert, indem man ihre entspre-
chenden Elemente addiert bzw. subtrahiert.

®: Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar: Die Multiplikation
einer Matrix mit einem Skalar erfolgt, indem man jedes Matrixelement
mit dem Skalar multipliziert.

Beispiel 1.8: Es sei
3—6 5 —612 —10
A= <4 012) und B = <—8 0—24>
Dann gilt:

6—1210 000
2A—< ) und 2A+B—<OOO>.
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1.1.3 Quadratische Matrizen

Definition 1.9: Eine quadratische Matrix ist eine Matrix mit gleich vie-
len Zeilen und Spalten (m = n). Die allgemeine Gestalt einer quadratischen
Matrix ist:

ailp ai2 - Qin
az; a2 -+ Ga2pn
Gpl Ap2 - Gpp

Dabei heifit die Diagonale von links oben nach rechts unten die Hauptdia-
gonale:

Ann

Der Ausdruck Nebendiagonale hat verschiedene Bedeutungen. Einerseits
heifit die Diagonale von rechts oben nach links unten Nebendiagonale. An-
dererseits werden auch die beiden Diagonalen unmittelbar iiber und unter
der Hauptdiagonalen Nebendiagonalen genannt.

Beispiel 1.10: (4x4-Matrizen): Die Hauptdiagonale wird mit ,H*, die Ne-
bendiagonalen mit ,,n“ bezeichnet.

A= . nHn A= .n. .

1.1.4 Spezielle quadratische Matrizen
1.1.4.1 Dreiecksmatrix

Definition 1.11: Eine Matrix, bei der alle Elemente oberhalb der Haupt-
diagonalen gleich 0 sind, heifit untere Dreiecksmatrix. Beispiel:

5 00
A=1]10-10
2 93

Eine Matrix, bei der alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen gleich 0
sind, heifit obere Dreiecksmatrix. Beispiel:

2 90
A=10-37
0 01
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1.1.4.2 Diagonalmatrix

Definition 1.12: Eine Matrix, bei der alle Elemente aulerhalb der Haupt-
diagonalen gleich 0 sind, heifit Diagonalmatrix. Beispiel:

2 00
A=|(0-30
0 04

Definition 1.13: Eine Diagonalmatrix, die auf der Hauptdiagonalen aus-
schlieBllich den Wert 1 hat, heifit Einheitsmatrix. Eine Einheitsmatrix wird
gewOhnlich mit dem Buchstaben F oder I bezeichnet und durch einen Index,
der die Dimension angibt ergénzt. Beispiel:

10
EZIQ((H)

1.1.4.3 Symmetrische Matrix

Definition 1.14: Sind die Elemente der Matrix spiegelsymmetrisch zur
Hauptdiagonalen angeordnet, nennt man die Matrix symmetrisch. Es gilt
dann A = AT Beispiel:
123
A=1245
356

1.1.5 Das Matrixprodukt

Definition 1.15: Es sei A eine m x n-Matrix und sei B eine n X r-
Matrix. Dann heifit die Matrix C = AB mit:

n
cl-k:ai1b1k+---—|—ambnk:Zaijbjk Vi=1,....m;k=1,...,r
j=1

das Produkt der Matrizen A und B.

Diese Regel lasst sich schematisch darstellen:
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byy -+ by - by
521 . ka . b27~
. . . =B
bnl . bnk . bm
a1 A12 Q1n (
A= Qi1 Qi 0 Qin ( Cik =C
Am1 Am2 = Qmp

Man sieht leicht, dass die Matrix C' eine m x r-Matrix ist.

Beispiel 1.16: Gegeben sind die Matrizen

A ist eine 2 x 3-Matrix und B ist eine 3 x 4-Matrix, also ist das Produkt
C = AB eine 2 x 4-Matrix. co3 ist das Produkt aus der 2. Zeile von A und
der 3. Spalte von B.

623:(4-2)+(5'(—2))+(6'4):22

JJ[221

Das Element c14 ist das Produkt aus der 1. Zeile von A und der 4. Spalte
von B:

cu=(1-1)+2-(=3)+3-3) =4
Lo3) (43 21 I [4]
<456> 0-1-2-3]|=
2543 I |

Die restlichen Elemente werden analog berechnet.

Bemerkung 1.17: Die Produktbildung ist nur dann moglich, wenn die
Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmt.

Dies ldsst sich mit folgendem Schema iiberpriifen, in dem die Grofle der
Matrizen nebeneinandergestellt wird:
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A B AB

mXn nxr mXr

=]

AB ist definiert, wenn die beiden inneren Zahlen iibereinstimmen. Die bei-
den aufleren Zahlen geben dann die Gréfie (den Typ) von AB an.

Beispiel 1.18: Gegeben seien Matrizen A,B und C der folgenden Groéfien:

A B C
2 x4 4 x5 Hx2

Dann ist AB eine 2 x 5-Matrix, C'A eine 5 x 4-Matrix und BC eine 4 x 2-
Matrix. Die Produkte AC,BA und CB sind nicht definiert.
1.1.6 Rechenregeln fiir das Matrixprodukt

Im Folgenden sind die drei wichtigsten Rechenregeln aufgefiithrt. Wenn die
entsprechenden Produkte und Summen definiert sind, dann gilt:

a) Assoziativgesetz:  A(BC) = (AB)C
b) Distributivgesetz: A(B+ C) = AB + AC und (A + B)C = AC + BC

c) Es gibt (quadratische) Matrizen A, B mit AB # BA,;
das Matrixprodukt ist also im Allgemeinen nicht kommutativ.

()
()32 - (42)

d) Es gibt Matrizen A # 0 und B # 0 mit AB = 0.
Beispiel:

1412\ ( 3 6\ (00

-2 -6 -1-2/) \00

f) FA= AE = A, E ist die (vom Typ her jeweils passende) Einheitsma-
trix.

e) (AB)T = BT AT

g) Es sei 0 eine Nullmatrix. Falls sich die Produkte 0- A und A -0 bilden
lassen, sind sie ebenfalls eine Nullmatrix.
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1.1.7 Matrizen in MATLAB

Viele der Verfahren in dieser Vorlesung werden gewohnlich nicht von Hand
durchgefiihrt, sondern vom Computer berechnet. Dazu wird oft das Pro-
grammpaket MATLAB verwendet, das priméar auf Berechnungen mit Hilfe
von Matrizen ausgelegt ist. Alternativen zu MATLAB sind z.B. Scilab oder
Octave.

Zunichst einige grundlegende Eigenheiten vorweg. In MATLAB kann man
interaktiv Anweisungen ausfithren lassen. Dazu schreibt man hinter das
Prompt-Zeichen >> die Eingabezeile. MATLAB gibt dann darunter das Er-
gebnis der Eingabezeile aus. Die Ausgabe des Ergebnisses kann man unter-
driicken, wenn man die Eingabezeile mit einem Semikolon abschlief3t.

Eine Matrix wird in MATLAB wie folgt angelegt:

>> a=[1 2 3;4 5 6;7 8 9]

a:
1 2 3
4 5 6
7 8 9

Die Eingabezeile ist die oberste Zeile, alle unteren Zeilen sind die Ergebnis-
ausgabe von MATLAB. Zeilen werden durch ein Semikolon getrennt. Ma-
trizen kénnen addiert und multipliziert werden.

>> a=[1 2 3;4 5 6;7 8 9];
>> b=2%*a

8 10 12
14 16 18

12 15 18
21 24 27

>> d=b*a
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60 72 84
132 162 192
204 252 300

Vektoren des R"™ lassen sich als einspaltige Matrizen darstellen.

1.2 Losung eines linearen Gleichungssystems

1.2.1 Lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten ein System von m linearen Gleichungen und n Unbekannten
T1,X2y...,Tn:

ap1ry + a2 + ...+ a1y, = by
ao1x1 + ax9ry + ...+ aspxy, = by

+ .. F+ L+ s =
Am1T1 + AmaT2 + ... + GpnTn = by

Zum Beispiel:
20 +3y —4z = 8
—4x +2y +3z = =5
3z 4y +2z= 13

Sind die Werte auf der rechten Seite by,...,b, alle gleich 0, dann spricht
man von einem homogenen Gleichungssystem, ansonsten von einem in-
homogenen Gleichungssystem.

1.2.2 Ubersicht iiber die Lésungsverfahren

Im Blockkurs Mathematik haben wir solche linearen Gleichungssysteme be-
reits gelost. An dieser Stelle geben wir einen Uberblick iiber géingige Lo-
sungsverfahren:

e Einfache Losungsverfahren sind das Gleichsetzungsverfahren, das
Einsetzungsverfahren und das Additionsverfahren. Ab drei Va-
riablen sind diese nicht mehr empfehlenswert.

e Das Standardverfahren ist der Gauf3-Algorithmus (Gaufsches Eli-
minationsverfahren), das in diesem Kapitel vorgestellt wird.

e Fiir spezielle Gleichungssysteme ist die Losung nach der Cramer-
schen Regel eine Alternative. Wir werden sie in LA2 kennenlernen.

e Eine weitere Methode ist die Cholesky-Zerlegung, die in Numerik
behandelt wird.
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e Fiir sehr grofie Gleichungssysteme sind direkte Losungen zu aufwendig.
Hier werden Néaherungslosungen mit iterativen Losern berechnet.
In der Numerik-Vorlesung werden das Jacobi-Verfahren und das
Gauf3-Seidel-Verfahren behandelt.

e Gibt es keine eindeutige Losung, kann man mit der Methode der
kleinsten Quadrate die bestmogliche Nédherung berechnen. Diese
Methode wird sowohl in Analysis als auch in LA2 vorgestellt.

1.2.3 Lineare Gleichungssysteme in Matrixschreibweise

Ein Gleichungssystem kann wie eine Matrix geschrieben werden, wenn man
die Unbekannten weglédsst. Dadurch wird die Schreibweise kompakter und
die Rechnung iibersichtlicher. Dabei gibt es, wie im folgenden Beispiel zu
sehen ist, zwei unterschiedliche Matrizen.

Zum folgenden Gleichungssystem

20 43y —4z = 8
—4z +2y 432 = =5
3z +y+2z= 13

gibt es zwei Matrizen: Die Koeffizientenmatrix besteht aus den Koeffi-
zenten der linken Seite.

23 -4
—-42 3
31 2

Die erweiterte Matrix besteht aus der Koeffizentenmatrix und einer zu-
sétzlichen Spalte, in der die Werte der rechten Seite stehen. Im Englischen
heifit diese Form augmented matrix.

23-4 8
—42 3-5
31 213

Oft findet man auch eine Art der Matrixschreibweise, bei der linke und rechte
Seite durch einen senkrechten Strich getrennt sind.

23-4] 8
—42 3|-5
31 2|13
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1.2.4 Losungsansatz mit Gauf3-Algorithmus und Gauf3-Jordan-
Algorithmus

Definition 1.19: Wir nennen zwei Gleichungssysteme aquivalent, falls sie
die gleiche Losung haben.! Wir nennen zwei Matrizen A und B dquivalent
(A ~ B), falls die entsprechenden Gleichungssysteme die gleiche Losung
besitzen.

Beispiel 1.20: Das Gleichungssystem

2¢ +3y —4z = 8
—4z +2y +3z = -5 (a)
3z +y +2z= 13
ist dquivalent zu den Gleichungssystemen

20 43y —4z = 8
8y —5z=11 (b)

z= 1
und
r=3
y=2 (c)
z=1

Auch die drei zugehorigen erweiterten Matrizen A, B, C' sind dann dquiva-
lent:

23-4 8 23-4 8 1003
A= 31 213|,B=]08-511|,C=[0102
—-42 3-5 00 11 0011

Gleichungssystem (b) heifit Stufenform. Gleichungssystem (c) heifit redu-
zierte Stufenform. In diesem einfachen Fall? hat die zugehérige Matrix B
unterhalb der Hauptdiagonalen nur Nullen (da sie nicht quadratisch ist, ist
sie keine Dreiecksmatrix). Die Matrix C' hat Einsen auf der Hauptdiagonalen
und Nullen darunter und dariiber. Nur in der letzten Spalte stehen beliebige
Werte.

Es ist leicht zu sehen, dass die Stufenform (Ergebnis des Gau$-Algorithmus)
und insbesondere die reduzierte Stufenform (Ergebnis des GauB-Jordan-
Algorithmus) iibersichtlicher und die Bestimmung der Lésung deutlich einfa-
cher sind. Bei der erweiterten Stufenform kann man die Losung sogar einfach
ablesen. Darum werden wir versuchen, durch Umformungen ein dquivalen-
tes Gleichungssystem zu bestimmen, das die reduzierte Stufenform besitzt.
Solche Umformungen nennt man Aquivalenzumformungen der Zeilen. Es
gibt davon drei Stiick:

!Dies ist eine Aquivalenzrelation. Die Bedingungen fiir eine solche Relationen werden
spater noch genauer erklért.
2Komplizierte Falle betrachten wir spater.
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Z1. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.

Z2. Vertauschen zweier Zeilen.

Z3. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0, A € R.?

Um auf die reduzierte Stufenform zu gelangen, muss man zunéchst die Stu-
fenform errechnen. Dies erreicht man, indem man (hauptsichlich durch die
Operation Z1) die Eintrage unterhalb der Hauptdiagonalen auf 0 bringt.
Man beginnt in der ersten Spalte und arbeitet sich spaltenweise vor:

2 3-4| 8

—4 2 3-5 |+2-(I)
3.1 213 [—32-()
2 3-4| 8
0 8511
0-2 8 2 |+&-(I0)
2 3-4] 8
0 8-5[11
0 0P

Die Stufenform ist nicht eindeutig. Es gibt mehrere mogliche (und dquiva-
lente) Stufenformen. Hat man eine Stufenform erreicht, geht man zeilenweise
von unten nach oben vor. Zunéchst bringt man das Element auf der Haupt-
diagonalen® auf 1, anschlieBend alle Elemente dariiber auf 0. In unserem
Beispiel sieht das so aus:

3Die dritte Umformung ist fiir den GauB-Algorithmus nicht nétig, aber insbesondere
fiir Handrechnungen vorteilhaft.
4 Spiter werden wir stattdessen das sogenannte Pivot-Element nehmen.
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23-4] 8

08 —5/11

00 BB |-

2 —4[ 8 [+4-(III)
08 —5[11 |45 (I11)
00 1|1

23 0[12

08 016 |=+38

00 1|1

23 012 [—3- ()
01 0f2

00 1|1

20 0/ 6 |+2

01 o0f 2

00 1|1

10 0 3

01 02

00 1|1

Transferiert man das Schema wieder in das eigentliche Gleichungssystem
zurlck, erhilt man die Losung:

1.2.5 Losung mit MATLAB

Man sieht schon im letzten Beispiel, dass die Zahlen schnell unhandlich
werden und die Rechung von Hand langsam und fehleranfallig wird, deshalb
unterscheiden wir zwei Falle:

e FEinfache Berechnungen von Hand.
e Berechnungen mit dem Computer.

Zu letzterem Punkt benutzen wir wieder das Programmpaket MATLAB. Es
gibt in MATLAB mehrere Arten, lineare Gleichungsssysteme zu 16sen. Uni-
versell und praktisch ist der Befehl rref. rrefist die Abkiirzung von reduced
row echelon form, der englischen Ubersetzung von reduzierte Stufenform.
Wir sehen uns die Wirkungsweise einfach einmal an. Die erste Beispiel-Zeile
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format rat veranlasst MATLAB, sein Ergebnis in Form von Briichen aus-
zugeben, was bei unseren kleinen Beispielaufgaben gut klappt. MATLAB
rechnet intern aber immer mit FlieBkommazahlen. In der zweiten Zeile ge-
ben wir die erweiterte Matrix zum obigen Beispiel ein, die anschlieflend in
die reduzierte Stufenform umgerechnet wird.

>> format rat
>> a=[2 3 -4 8;-4 2 3 -5;3 1 2 13]

a =
2 3 -4 8
-4 3 -5
3 1 2 13
>> rref(a)
ans =
1 0 0 3
1 0
0 0 1 1

Das Resultat des rref-Kommandos bedeutet riickiibersetzt:

was die Losung des Gleichungssystems ist.

1.2.6 Unter- und iiberbestimmte Gleichungssysteme

Nicht ganz so leicht zu interpretieren ist die reduzierte Stufenform bei unter-
und iiberbestimmten Gleichungssystemen. Unterbestimmte Gleichungs-
systeme sind Gleichungssysteme mit weniger Gleichungen als Unbekann-
ten, wihrend iiberbestimmte Gleichungssysteme mehr Gleichungen als
Unbekannte besitzen. Es gilt, dass ein Gleichungssystem nicht immer (ein-
deutig) l6sbar ist. Vielmehr gibt es insgesamt drei Moglichkeiten:

1. Es existiert eine eindeutige Losung.

2. Es existiert keine Losung.
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3. Es existieren unendlich viele Lésungen.®

Welche dieser drei Félle eintritt, kann man an der reduzierten Stufenform
(wie auch an der einfachen Stufenform) der erweiterten Matrix erkennen.
Dazu miissen wir diese Form analysieren. Der erste Nicht-Null-Eintrag jeder
Zeile heifit Pivot-Element. In der reduzierten Stufenform ist das Pivot-
Element immer eine 1. Bezeichnet man schematisch ein Pivot-Element mit
einem P und ein beliebiges Element mit einem x, so sieht eine reduzierte
Stufenform beispielsweise wie folgt aus:

PO0OOz
OP Ox
00P«x

Eine Spalte, in der ein Pivot-Element vorkommt, heifit Pivot-Spalte. In un-
serem Beispiel sind alle Spalten, mit Ausnahme der letzten, Pivot-Spalten.
Pivot-Spalten enthalten in der reduzierten Stufenform aufler dem Pivot-
Element selbst nur Nullen. Nicht-Pivot-Spalten kénnen auch andere Ele-
mente enthalten. Wichtig ist aulerdem:

e Es diirfen Null-Zeilen vorkommen, also Zeilen, in denen jeder Eintrag
0 ist. Diese miissen die untersten Zeilen der Matrix sein. Null-Zeilen
stehen fiir die Gleichung 0 = 0 und koénnen ignoriert werden.

e Die Pivot-Spalte der Zeile n+ 1 muss rechts der Pivot-Spalte der Zeile
n liegen.

Reduzierte Stufenformen sind also auch folgende Matrizen:

POz 0x P OOz
0Pz 0z P;g” 8””‘” 0P 0z
000P z ooggpiii 00Pz
0000P 0000

Wir nennen im Folgenden die Spalten 1 bis n — 1 der erweiteren Matrix
Koeffizientenmatrix und die n-te Spalte letzte Spalte.
1.2.6.1 Genau eine Losung

Hat das Gleichungssystem eine eindeutige Losung, so erhdlt man immer die
Stufenform bzw. die reduzierte Stufenform

P x z|z P 0 0|z
0P z|x bzw. 0P Olx
0 0P|z 0 0P|z

50ft steht an dieser Stelle ,Es existieren mehrere Losungen® Wenn mehr als eine
Losung existiert, sind es aber automatisch unendlich viele.
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1.2.6.2 Keine Losung

Falls die letzte Spalte der Stufenform eine Pivot-Spalte ist, ist das Glei-
chungssystem nicht 16sbar. Man erhilt also z.B. die folgende Stufenform
bzw. reduzierte Stufenform:

Pzxxaxlx POzzxlzx
OPxz|lx bzw. OPxzz|lx
0 000|P 0 000|P
Beispiel 1.21:
102/0
0140
0001

Die letzte Zeile besteht links aus lauter Nullen; rechts steht eine Zahl un-
gleich Null. Ausgeschrieben bedeutet das:

0-2+0-y+0-2=1
Diese Gleichung stimmt nicht, gleichgiiltig, welche Werte z,y und z anneh-
men. Daraus folgt, dass das Gleichungssystem nicht 16sbar ist.

1.2.6.3 Mehrere L6sungen

Erhélt man in der (reduzierten) Stufenform weniger Pivotspalten als das
Gleichungssystem Unbekannte hat, so hat das Gleichungssystem mehrere
Losungen. Ein Beispiel fiir diesen Fall ist das folgende Schema:s:

P zxxlx P Ozzlx
OPzxzx|x bzw. OPzxz|lz
0 0000 0 0000

Es gibt (mindestens) einen freien Parameter, d.h. eine der Variablen kann
einen beliebigen Wert annehmen. Befolgt man eine einfache Losungsregel,
dann gehort zu jeder Nicht-Pivot-Spalte der Koeffizientenmatrix eine freie
Variable.

Beispiel: Zum Gleichungssystem

2-x—4-y+2-2=8
lx—-1-y—7-2=6"

berechnen wir die dquivalente reduzierte Stufenform. Der Bequemlichkeit
halber benutzen wir MATLAB:

>> format rat
>> a=[2 -4 2 8;1 -1 -7 6];
>> rref(a)
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1 0 -15 8
0 1 -8 2

Das Ergebnis bedeutet als Gleichungssystem:

l-z 0-y—-15-2=38
0-xz4+1-y —8-2=2"

oder

r=84+15-z2
y=2+8-z

oder in Matrix-Schreibweise (spéter werden wir Vektor-Schreibweise dazu

IR

Diese Losung ist noch nicht vollstdndig, denn die vollstdndige Losung besteht
aus dem Tripel (z,y, z). Den Wert von z kénnen wir aber sofort angeben,
denn z =0+ 1 - 2z. Hingen wir die entsprechende Zeile an, so ergibt sich als
Endergebnis:

T 8 15
yl=12|+2] 8
z 0 1

Zusammengefasst ergibt sich bei nicht eindeutigen Gleichungssystemen fol-
gende Vorgehensweise:

e Die Nicht-Pivot-Spalten werden mit der zugehorigen Variablen verse-
hen auf die rechte Seite gebracht, wobei sich alle Vorzeichen umdrehen.

e Zeilen fiir fehlende Variablen werden in den Losungsvektor nach dem
Schema z = x eingefiigt.

Beispiel: Berechne die Losung des Gleichungssystems:

2a +b—2c¢ = -2
—4a —2b +c+2d = 2.
—2a —b +d= 1

Losung (hier sparen wir uns wieder die Rechnung von Hand):
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>>a=[21-20-2;-4-2122;-2-1011];

>> rref(a)
ans =
1 1/2 0 0 -1
0 1 0 0
0 0 0 1 -1

25

Die zweite Spalte der Matrix ist keine Pivot-Spalte. Das ergibt als Zwischen-

ergebnis:

1
1 —i
c| = 0f+0o 0
-1 0

und als Endergebnis:
1
0 1
P Il I I
d 1 0
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Kapitel 2

Analytische (Geometrie

2.1 Vektoren

2.1.1 Definition von Vektoren
2.1.1.1 Einfiihrung

Fir den Begriff ,Vektor® wird man, je nach Zusammenhang, eine spezielle
oder eine allgemeine Definition finden, wobei auf den ersten Blick nicht zu
erkennen ist, wie die Definitionen miteinander vereinbar sind. Die spezielle
Bedeutung stammt aus der analytischen Geometrie und lautet etwa wie
folgt:

Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke. Vektoren sind
gleich, wenn sie durch Parallelverschiebung ineinander
iiberfiihrt werden kénnen, d.h. gleiche Vektoren sind paral-
lel, gleich lang und gleich gerichtet. Ein Vektor hat also eine
bestimmte Richtung und Lange, aber keine bestimmte Lage.

Q
PO =a

QU

P

In der Linearen Algebra gibt es eine allgemeinere und umfassendere Defini-
tion. Sie heifit kurz:

Ein Vektor ist Element eines Vektorraums.

Da der Vektorraum erst in einem spéteren Kapitel eingefiihrt wird, begniigen
wir uns hier mit einer knappen Begriffsbestimmung.

27
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2.1.1.2 Kurze Einfithrung in Vektorrdume

Ein Vektorraum besteht aus einer Menge von Elementen (den Vektoren) und
zwei Rechenoperationen ® und @. Mit @ konnen zwei Vektoren addiert,
mit © kann ein Vektor mit einem Skalar (je nach Vektorraum eine reelle
oder komplexe Zahl) multipliziert werden. Die beiden Operatoren ® und
@ schreibt man, wenn es sich um abstrakte Operatoren handelt. Konkrete
Rechenvorschriften, vor allem aber die kanonischen, werden dann mit ,,-“
und ,,+* bezeichnet. Auflerdem miissen fiir einen Vektorraum verschiedene
Bedingungen erfiillt sein.

Definition 2.1: Eine Menge V, auf der die Operationen & und ©® de-
finiert sind, heifit Vektorraum, wenn fiir beliebige Vektoren a,b,c € V'
und beliebige Skalare «, 8 gilt:

1. Assoziativitat:
(a®b)Bc=ad (bDc).

2. Kommutivitét:
a®b=bDa.

3. Distributivitéit:

(a) a®(adb)=a0a®a®hb.
(b) (@ p)Pa=a@adBoaund (af) ®a=a(fa).

4. Es gibt einen Nullvektor 0, fiir den gilt:
0P a=aed0=a fir alle a.

Bemerkung: Verwechseln Sie nicht die Zahl 0 mit dem Nullvektor,
der ebenfalls mit dem Symbol 0 bezeichnet wird. Zur Unterschei-
dung wird der Nullvektor aber teilweise auch mit 0 bezeichnet.

5. 1® a = a, und wenn wir mit -a den Punkt (—1) ® a bezeichnen,
dann gilt:
a® (—a)=0.
[Anstelle von a @ (—b) schreiben wir a © b.]

Mit dieser Art der Definition erhalt man Vektoren mit sehr unerwartetem
Aussehen. Zum Beispiel gibt es:

e den Vektorraum der auf dem Intervall [1,2] stetigen Funktionen. Ein
Vektor daraus ist z.B. sin(z)

e den Vektorraum der Polynome vom Grad < 3. Ein Vektor daraus ist
z.B. 5% + Tz — 8.
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e den Vektorraum der linearen Abbildungen R? — R? (siche LA 2, Ka-

pitel 4). Ein Vektor daraus ist z.B. (; i)

Wesentlich ist, dass die Rechenoperationen, die fiir diese grundsatzlich ver-
schiedenen Objekte definiert werden kénnen, einander entsprechen und den
gleichen Gesetzen gehorchen. Wenn beim Beweis einer zusétzlichen Eigen-
schaft nur die Punkte 1-6 aus der Definition des Vektorraums benutzt wer-
den, gilt die Eigenschaft fiir alle Vektorrdume auf einmal. Dies trifft fiir einen
groflen Teil der Satze in diesem Kapitel zu.

2.1.1.3 Der Vektorraum R"

Der R" ist ein n-dimensionaler Raum. Die Elemente dieses Vektorraums sind
die n-Tupel, d.h. n-fache reelle Zahlen

([El,fL’Q, o 71'71)7

wenn n eine natiirliche Zahl ist. Die Zahlen zi,...,x, bezeichnen wir als
die Koordinaten. Die Skalare, die fiir die Vektorraumaxiome benétigt
werden, sind die reellen Zahlen. Die beiden Rechenoperationen sind mit
a,beR" ai,...,anbi,....bn €R, a€R:

Definition 2.2:

ax b1 ar + by
a+b= + 1= ;
an, by, an + by,
al aaq
a-d=« =
an aan,

Da die Bedingungen des Vektorraums auf diesen Raum zutreffen, ist er ein
Vektorraum. Wir werden das spéter noch eingehend iiberpriifen.

Dies hat noch nichts mit einer geometrischen Darstellung zu tun, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.3: In den Wirtschaftswissenschaften definiert man Riume mit
Koordinaten, die die Gesamtproduktion von Waren oder Dienstleisungen
wiedergeben, wobei als Mafistab der Preis (z.B. in 1.000.000 Dollar) verwen-
det wird."! Wir wiirden uns z. B. mit einem 7-dimensionalen Raum befassen,
dessen Koordinaten sich auf die folgenden Industriezweige beziehen:

! Das entsprechende Verfahren heiBt Input-Output-Analyse oder Leontief-Modell.
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1. Stahl 2. Automobil 3. Landwirtschaft 4. Fisch
5. Chemie 6. Kleidung 7. Transport

Dann wiirde ein Punkt

(1000, 800, 550, 300, 700, 200, 900)

in diesem 7-Raum bedeuten, dass die Stahlindustrie Waren in einem Wert
von einer Milliarde Dollar und die Chemieindustrie von 700 Millionen Dollar
produgziert hat.

2.1.2 Der R” in der analytischen Geometrie

Das klassische Beispiel fiir einen dreidimensionalen Raum ist natiirlich der
Raum, in dem wir leben. Die meisten der Beispiele behandeln die Félle n = 2
oder n = 3, die sich geometrisch veranschaulichen lassen. Ein n-Tupel kann
auf die folgenden Arten geometrisch interpretiert werden:

e Ein n-Tupel kann mit Hilfe einer Basis (sieche Kapitel 3.2.2) als Punkt

im n-dimensionalen Raum betrachtet werden. In diesem Kapitel wéh-
len wir die kanonische Basis, d.h. die Koordinaten des Tupels geben
die intuitiven Koordinaten eines Punktes wieder. Ein Beispiel im R?
lautet:

Punkte werden allgemein mit Grofibuchstaben bezeichnet.

Ein n-Tupel kann auch als Verschiebung betrachtet werden. Die Ko-
ordinaten des Tupels geben an, wie man von irgendeinem Punkt X zu
seinem Bildpunkt X’ kommt. Verschiebungen werden als Verschie-
bungsvektor oder allgemein als Vektor bezeichnet. Dies ist die ein-
gangs erwahnte spezielle Bedeutung des Begriffs Vektor. Ein Verschie-
bungsvektor hat also eine bestimmte Richtung und Lénge, aber keine
bestimmte Lage, benotigt also auch keine Basis.
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S
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X

Vektoren aus dem R™ werden gewohnlich mit einem Kleinbuchstaben
bezeichnet, iiber den ein Pfeil gesetzt ist (allgemeine Vektoren haben
keinen Pfeil).

Ein Punkt (inkl. Basis) und ein Verschiebungsvektor sind formal gesehen
die gleichen Objekte; man verbindet nur jeweils eine andere anschauliche
Vorstellung mit ihnen.

2.1.2.1 Gebundene Vektoren und Ortsvektoren

Einen Vektor mit festem Anfangs- und Endpunkt nennt man gebundenen

oder lokalisierten Vektor und bezeichnet ihn mit einem Buchstabenpaar,

das den Anfangspunkt und den Endpunkt beschreibt, und einem Pfeil dar-
H

iiber, also z.B. PQ. Ein spezieller gebundener Vektor ist der Vektor, der im
Urspung lokalisiert ist. [hn nennt man auch Ortsvektor und schreibt

=
0A oder einfach (wie bei ,freien“ Verschiebungsvektoren) @. Der Endpunkt
A ist dabei das gleiche n-Tupel wie d.

2.1.2.2 Geometrische Interpretation von Addition und Multipli-
kation im R"

Dazu betrachten wir uns einige Beispiele im R? (gleichzeitig konnen Sie
sich veranschaulichen, was im 3-dim. Raum geschieht). In den Grafiken sind
jeweils die Ortsvektoren abgebildet.

Beispiel 2.4: Gegeben sei @ = (2,3) und b = (—1,1). Dann ist
a+b=(1,4).

Grafisch ergibt die Addition das folgende Parallelogramm.
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1,4
B
3 (2a3)
(_1a1)
1 A
T T T
-1 1 2

Welche Darstellung ergibt sich nach Multiplikation mit einer Zahl? Wenn
d=(2,1) und a = 3 ist, dann ist ad = (6, 3).

3 - 34 = (6,3)
2 -
17 A=(2,1)
O T %A T: <17 %N) T T T
0 1 2 3 4 5 6

Die Multiplikation mit 3 fiihrt dazu, dass @ um 3 gedehnt wird. Geméf
diesem Fall fiihrt %c‘i dazu, dass @ um die Halfte "gedehnt” wird, d. h. @
verkiirzt sich auf die Hélfte.

Im Allgemeinen interpretieren wir td fiir eine positive Zahl ¢ > 0 als einen

Punkt mit derselben Richtung wie @ zum Ursprung, jedoch mit einem ¢-
fachen Abstand.

Die Multiplikation mit einer negativen Zahl fithrt zu einer umgekehrten
Richtung. Somit wiirde -3d wie in der folgenden Abbildung dargestellt.
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3A = (6,3)

2.1.2.3 Differenzvektoren

Bisher haben wir die Vektoraddition und -multiplikation behandelt. Uber
diese beiden Operationen lisst sich mit @ — b = @ + (—1) - b auch eine
Subtraktion in bekannter Art und Weise definieren. Praktisch gesehen spielt
die Subtraktion eine entscheidende Rolle. Folgende Grafik verdeutlicht dies:

NN

20

) fi=0g P
<\\:\ 17207)

oSO

Man erkennt, dass folgender Zusammenhang gilt:

7=00 = 0P + PG = j+ PQ
S PG=q-7

Interpretiert man die Vektoren p' und ¢ als Punkte, so gibt die Differenz der
beiden Vektoren den Verbindungsvektor der Punkte an. Da die Subtraktion
bekanntlich nicht kommutativ ist, gibt ¢ — p’den Verbindungsvektor von P
nach @ an, wihrend p'— ¢ den Verbindungsvektor von ) nach P angibt und
somit genau der um 180° gedrehte Vektor ist.
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2.1.3 Parallele Vektoren

Definition 2.5: Zwei Vektoren @ und b werden parallel genannt (Schreib-
weise: @ || b ), wenn es eine Zahl o # 0 gibt, so dass @ = ab gilt.

Sie sollen die gleiche Richtung haben, wenn es eine Zahl o > 0 gibt,
so dass a = ag, und gegensitzliche Richtung haben, wenn es eine Zahl
a < 0 gibt, so dass @ = ab gilt.

Der Nullvektor ist zu jedem Vektor parallel.

Beispiel 2.6: Es seien P = (3,7) und Q = (—4,2) sowie A = (5,1) und
B = (-16,—14). Dann ist @ — P = (—=7,-5) und B — A = (—21,—15).
— —
Somit ist PQ parallel zu AB, da B— A = 3(Q — P). Da 3 > 0 ist, sehen wir
— —
ebenfalls, dass PQ und AB dieselbe Richtung haben.

2.1.4 Das Skalarprodukt

Es ist selbstverstandlich, dass wir wihrend einer Diskussion Vektoren immer
aus demselben n-dimensionalen Raum auswéhlen.

Definition 2.7: Eine Verkniipfung zwischen zwei Vektoren desselben
n-dimensionalen Raums R" heifit Skalarprodukt, wenn folgende Be-
dingungen erfiillt sind:

—

SPO : (a,b) € R.
SP1 : Es gilt (@,b) =(b,a).
SP2 : Wenn d, g, ¢ drei Vektoren sind, dann ist

—

(@ (b+ ) = (@b) + (@)
SP3 : Wenn « eine reelle Zahl ist, dann ist

— - —.

(aa,b) = afa, by = (a, ab).

SP4 : Wenn @ = 0 der Nullvektor ist, dann ist (&,a@) = 0; sonst ist
(a,ay > 0.

Es gibt viele unterschiedliche Skalarprodukte im R™. Das bei weitem wich-
tigste ist das Standardskalarprodukt oder euklidische Skalarprodukt.
Im Folgenden werden wir nur noch das Standardskalarprodukt betrachten
und es einfach als ,,Skalarprodukt® bezeichnen.
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Definition 2.8: Gegeben seien zwei Vektoren @ = (a1,...,a,) und
b= (b1,...,b,). Wir definieren ihr (Standard-)Skalar- bzw. Punkt-

=

produkt (@,b) als

-

<6,b> =a1by +--- —i—anbn

Schreibweisen: Oft wird das Skalarprodukt a - b geschrieben. In der Mathe-
matik wird jedoch am haufigsten (@, b) verwendet.
Eine spezielle Schreibweise ist @* = (@, @). Héhere Potenzen, wie @ haben

keine Bedeutung.

Beispiel 2.9: Fir

1 -1
a= 3| und b= 4
-2 -3

gilt:

—

(@ by =—1+1246=17.

Fir diesen Moment geben wir noch keine geometrische Interpretation fiir
dieses Skalarprodukt. Dazu kommen wir spéater. Zunéchst zeigen wir, dass
das Standardskalarprodukt wirklich ein Skalarprodukt ist.

BeEweis Da a1by + -+ apb, € R, ist SPO erfiillt.

In Bezug auf SP1 stellen wir fest, dass

arby + - -+ apb, = bray + - - + bpan,
da fiir alle Zahlen a, b gilt ab = ba.

Fiir SP2 soll ¢= (cq,...,c,) gelten. Dann ist

b+T=(by+c,....bn+cp)

und

@b+ =ai(by+c1)+ -+ an(bp+cn) = arby +arc1 + - - - + anbn + ancy.

Eine Neuanordnung der Terme fithrt zu

arby + -+ apby, + arcr + - + apey,
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=

was nichts anderes bedeutet als (@,b) + (@, ¢). Dies beweist SP2.
Die GesetzmaBigkeit zu SP3 iiberlassen wir als Ubung.

Zuletzt priifen wir SP4 und beobachten, dass wenn eine Koordinate a; von

@ ungleich 0 ist, dann ist der Term a? # 0 und a? > 0 im Skalarprodukt
(@,@) = al+ -+ ag.

Da jeder Ausdruck > 0 ist, folgern wir, dass die Summe > 0 ist, wie gezeigt

werden sollte. n

2.1.5 Die Norm eines Vektors

Auch hier gibt es eine allgemeine Definition, die auch in der Analysis be-
handelt wird.

Definition 2.10: Im R" miissen fiir die Norm eines Vektors folgende
Bedingungen erfiillt sein:

NO : [|Z]] € R.

N1 : |Z|| > 0 fiir alle ¥ € R™.

N2 : |7 =0 < &=o.

N3 : || AZ|| = |A|||Z]| fir alle € R™, X\ € R.

—

N4 : (Dreiecksungleichung) ||Z + ¢]| < ||Z| + ||7]| fiir alle Z, 5 € R™

Die im Folgenden definierte Standardnorm hat in der Analytischen Geome-
trie eine herausragende Bedeutung:

Definition 2.11: Ist ein geeignetes Skalarprodukt definiert, so erhilt man
die Standardnorm

@l = /(@ a@)
eines Vektors als die Wurzel des Skalarproduktes des Vektors mit sich selbst.

Da (@,d) > 0 ist, konnen wir die Wurzel ziehen. Bei einer Definition durch
Koordinaten sehen wir, dass

@]l = \/af + -+ a2.
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Diese Norm stimmt, wenn n = 2 oder n = 3 ist, mit unserer intuitiven
Bezeichnung (hergeleitet durch den Satz des Pythagoras) der Lénge eines
Vektors iiberein.

BEWEIS Diese Definition ist tatsdchlich eine Norm. NO folgt direkt aus SPO,
ebenso folgen N1 und N2 direkt aus SP4. N3 folgt aus SP3 mit

I = /(AZ, AZ) = A2z, 2) = V2 /(7,2) = |\ 2

N4 werden wir spéater beweisen. n

Auch hier werden wir in den folgenden Kapiteln mit ,,der Norm* immer die
Standardnorm meinen, mit ,einer Norm*“ jedoch eine unbestimmte Norm.
Zunichst werfen wir einen kurzen Uberblick auf unterschiedliche Normen
im R"™ und ihre Schreibweisen.

e Die Standardnorm heifit auch euklidische Norm, Zweiernorm oder
Betrag eines Vektors. Schreibweisen sind ||Z||, ||Z||2 oder |Z|.

e Die Betragssummennorm oder Einernorm ist definiert als

|Z] = |ar| + ... + |an].

e Die Maximumnorm ist definiert als

|Z]|cc = max{|ai],...,|an|}
Beispiel 2.12: Es sei b = (—1,2,3). Dann ist

b =vi+4+9=114
by =1+2+3=6
|b]|cc = max{1,2,3} =3

2.1.5.1 Einheitsvektoren

Definition 2.13: Wir sagen, dass ein Vektor € ein Einheitsvektor ist,
wenn ||€]| = 1 ist.

Wichtige Einheitsvektoren sind die kanonischen Einheitsvektoren, also
Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen:

1 0 0
0 1 0
51: 0 752: 0 ) 7€n: 0

[an}
—_
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bzw im R3:
1 0 0
e1=10],e6=11]e5=10
0 0 1
2.1.5.2 Normieren von Vektoren
Gegeben ist irgendein Vektor @ und sei a = ||@||. Ist a # 0, dann ist der
normierte Vektor 1
€, =—a
a
ein Einheitsvektor, da
1 1
—d|l=—-a=1.
a a

Beispiel 2.14: Es soll Vektor @ = (1,2, —3) normiert werden. Da ||d|| =
V14, ist €, = ﬁ(m, -3).

Bemerkung 2.15: Die Vektoren v und A\ - v (A > 0) zeigen in die gleiche
Richtung. Normiert sind beide Vektoren gleich. Man kann beim Normieren
also als ersten Schritt einen positiven Vorfaktor des Vektors streichen.

Beispiel 2.16: Normiert man den Vektor

7
- 3
b=—101,
VB | 4
kann man statt dessen den Vektor
7
=10
2

by ]
[ CIREER P

2.1.5.3 Orthogonale (senkrechte) Vektoren

=

Bemerkung 2.17: Ein Skalarprodukt (@, b) kann sehr wohl gleich 0 sein,
ohne dass @ oder b der Nullvektor ist. Wenn z. B.

1 2
a= |2 ] und b= 1
3 —4/3
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-

ist, dann ist (@, b) = 0.

Definition 2.18: Wir definieren zwei Vektoren als senkrecht (oder

-, -

auch orthogonal, Schreibweise @ L b), wenn (@, b) = 0 ist.

Wir miissen allerdings tiberpriifen, ob diese Definition in der Ebene mit unse-
rer intuitiven geometrischen Beschreibung von ,senkrecht® iibereinstimmt,
d.h. ob der eingeschlossene Winkel 90° betrdagt. Gegeben sind d, b in der
Ebene; die Eigenschaft B .

@+ bl = [l@ — bl|

beruht auf dem geometrischen Gesetz, dass @ senkrecht zu b ist.

A 1A= Bl|

Satz 2.19: Fiir alle @,b € R" gilt

—

1@+l = lla -8l < (@b)=0.

BEWEIS . .
||d@ + b|| = [|a@ — 0]
& l|a + 0> = || —b]?
& @2+ 2(a,b) + b2 = a2 — 2(a@,b) + b?
& 4@, by =0
& (@,b) = 0.

2.1.5.4 Satz des Pythagoras

Satz 2.20: Wenn @ und b aus R" senkrecht (orthogonal) zueinander sind

(@Ld), dann gilt:
1@ -+ bl[* = []a][* + [[B]|*.

Der Satz wird in der folgenden Abbildung dargestellt.
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S
ST}
_l’_
S

SI

BEWEIS
1@+ bl[* = [|a]f* +2(a,b) + ||b]|*
= [lal|* + [blI*
da (@,b) = 0 und ||d@||> = (@,@) definiert ist.
]

Bemerkung 2.21: Wenn a senkrecht zu b ist, dann sind auch ad und ﬁl;
fiir beliebige reelle Zahlen «, 8 € R orthogonal zueinander, weil

— —

(ad, Bb) = aB(d@,b) = 0.

2.1.6 Der Winkel zwischen zwei Vektoren

2.1.6.1 Die senkrechte Projektion eines Vektors auf einen ande-
ren

Wir benutzen jetzt die Definition von “senkrecht”, um die Definition der
(senkrechten) “Projektion” abzuleiten. @, b seien zwei Vektoren und b # 0.
Wir méchten die Projektion p'von @ in Richtung von b definieren (s. Abb.)

P
Wir bestimmen einen Vektor g, so dass gilt:

=
@—p)Lb = (@a—pb=0
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Daraus folgt:

RS

o~ o~
!
=3
<

P nennt man die ,,Projektion von @ in Richtung b* oder die ,<Komponente
von a entlang b.

Die Norm der Projektion ist:

= =

(b, b) (b, b) 16117 6]l
Bemerkung 2.22: Ist b ein Einheitsvektor, so gilt:
p=(ab) b
Beispiel 2.23: Es sei
1 1
a= 21, b=|1
-3 2
Dann ist die Komponente von @ entlang b:
@b 1+2-6 1 %;
p = == = = —_
(b, b) 1+1+4 9 1

2.1.6.2 Der Winkel zwischen zwei Vektoren

Definition 2.24: Unter dem Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren @ und b
versteht man den kleineren der Winkel zwischen den entsprechenden Orts-
vektoren.
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b

a

¢
b
a
)
Es gilt:

Satz 2.25: . . .
cos ¢ = a.5) .M: {a _>,

a,

BEWEIS Es sei § = ab = @O E die Projektion von @ in Richtung b. Wir

/\
=
\/l

treffen die Fallunterscheidung, ob der Winkel zwischen @ und b spitz (0 <
¢ < %) oder stumpf (5 < ¢ < 7) ist.

Spitzer Winkel: b und P zeigen in die gleiche Richtung. Aus p' = ab folgt
a > 0.

Aus der Ebenengeometrie folgt:

B 12 R T L
lall - llal - llall

0s ¢

wobei der letzte Schritt gilt, da o >0

Stumpfer Winkel: b und P zeigen in entgegengesetzte Richtungen. Daraus
folgt a < 0.
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Aus der Ebenengeometrie folgt:

17l _ laflbl _ albl
cos(m— @) = 15 = = = — 5
lall - llall [l
a|bl|

cos ¢ = —cos(m — ¢) =

Damit gilt fir beide Félle:

allf] _ (.5 |
lal ~ .5 lal

cos ¢ =

Beispiel 2.26: Es seien A = (1,2,—3) und B = (2,1,5). Bestimmen Sie
den Cosinus des Winkels 6 zwischen @ und b.

Anhand der Definition muss gelten:

@bv 24+2-15  —11 _ —11/105
@l V1430 V420 210

0~ 122,4°

cosf =

Beispiel 2.27: Bestimmen Sie den Cosinus des Winkels zwischen den zwei

— —
lokalisierten Vektoren PQ und PR, wo
P = (17 27 _3)7 Q = (_27 17 5)7 R = (1> 17 _4)

Die Grafik sieht wie folgt aus:
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A

aB

e

0

Es gilt
A=Q—-P=(-3,— )undB R—-P= (0 —1,-1).
Dann ist der Wlnkel ZW1schen PQ und PR der gleiche wie der zwischen
a= OA und b = OB Somit ist sein Cosinus dquivalent zu
_(a, b> _0+1-8 -7
CallEl - VivE T VYR

2.1.7 Weitere Ungleichungen
2.1.7.1 Die Schwarzsche Ungleichung

Satz 2.28: (Schwarzsche Ungleichung): a, b seien zwei Vektoren im R”".
Dann gilt

=

(@, B < ||| - [|B]]-

BEWEIS

Wenn b = 0 ist, dann sind beide Seiten der Ungleichung gleich 0, und somit
ist unsere Behauptung offensichtlich giiltig. Es sei jetzt b # 0. Dann folgt
aus der Zeichnung und dem Satz des PythagoraS'

(@,

S
=
\/

lall = {71 = ‘

=

& (@, b)| < la - I5]
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Da gilt

(@,8) = |l - ] - cos,
bedeutet die Schwarzsche Ungleichung nicht anderes als:

|cosf| < 1.

2.1.7.2 Die Dreiecksungleichung

Eine Folgerung aus der Schwarzschen Ungleichung ist die Dreiecksunglei-
chung:

Satz 2.29: (Dreiecksungleichung): d und b seien Vektoren. Dann gilt

1@+ ol < flall + [[oll-

BEWEIS Beide Seiten dieser Ungleichung sind positiv oder 0. Daher geniigt
es, zu beweisen, dass ihre Quadrate die gewlinschte Ungleichung erfiillen d.h.
- . SN2
(@ +b,a+b) < (|l +1Bll) -

Wir sehen, dass
(@+b,d@+b) = (d@,a) + 2(@,b) + (b,b).
Wegen unseres vorherigen Ergebnisses erfiillt die rechte Seite die Unglei-
chung
< llall* + 2all o]l + |16l

und dies ist genau

-\ 2
(llall + 111)"
Also gilt
. -\ 2 . -\ 2
(lla+2l)" < (l1al + 118l
und damit ist unser Satz ist bewiesen. n

Der Grund fiir den Namen Dreiecksungleichung ist der folgende: Wenn
wir ein Dreieck wie in der folgenden Abbildung zeichnen, dann sagt der
Satz, dass die Lénge einer Seite kleiner gleich der Summe aus den Lingen
der beiden anderen Seiten ist.

b a+b

Sl
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2.1.8 Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Die Ergebnisse dieses Abschnitts gelten im Gegensatz zu den bisherigen
Ergebnissen nur im R3.

Definition 2.30: Gegeben seien 3 Vektoren c_i,l_; und €. @ und l;liegen in
einer Ebene und umschlieen einen Winkel. Wenn man d auf kiirzestem
Wege auf b dreht, geschieht das entweder im oder gegen den Uhrzeigersinn.
Ist der kiirzeste Weg im Uhrzeigersinn und zeigt ¢ von der Ebene aus gesehen
nach unten, so bilden d, b und ¢ ein Rechtssystem.

¢ ¢

S
QL

N —

a b
Rechtssystem Linkssystem

Dazu kann man sich folgende Eselsbriicken merken:

1. Rechte-Hand-Regel: Man zeigt mit dem Daumen der rechten Hand in
Richtung des ersten Vektors @, wahrend man versucht mit dem Zei-
gefinger in Richtung des zweiten Vektors b zu zeigen. Dann zeigt der
Mittelfinger in die Richtung von ¢, wenn er senkrecht zu Daumen und
Zeigefinger gehalten wird. Bei stumpfen Winkeln zwischen @ und b wi-
derspricht diese Haltung zwar der menschlichen Anatomie, aber wich-
tig ist hier nur, dass man mit Daumen und Zeigefinger den kleineren
(inneren) der beiden Winkel zwischen @ und b darzustellen versucht.

2. Fiir Heimwerker: Wenn man die Schraube (mit gewohnlichem Rechts-
gewinde) im Uhrzeigersinn dreht, geht sie nach unten.

" im Uhrzeigersinn

axb geht nach unten.

Definition 2.31: Das Vektorprodukt, oder auch Kreuzprodukt, a x b
zweier Vektoren @, b € R? ist fiir den Fall @ = A\b als der Nullvektor definiert,
anderenfalls tiber folgende Eigenschaften:
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1. @ x b steht sowohl senkrecht auf @ als auch auf b.

2. ,l_; und @ x b bilden ein Rechtssystem.

oy

3. Die Lénge von a x b ist gleich dem Flacheninhalt des von @ und b
aufgespannten Parallelogramms, d.h.

l@ = bl| = |@]||b]| sin &
Fiir den Fall @ = \b gilt @ x b = 0.

b

9 N
N

A= [Bll - Al = 8]l - @] - sin6

Satz 2.32: Aus der Definition des Kreuzprodukts leiten sich folgende Ei-
genschaften her:

1. Antikommutativitiit: @ x b = —(b x @).

2. Distributivitét:

-, -,

3. Fiir jede reelle Zahl a gilt: (ad@) x b= a(@ x b) = @ x (ab).

4. @ x (bx &) # (@ xb) x & (Keine Assoziativitit)

2

(@)
—~
S
X
=
~—~
[\
I
—
8
Y
S~
—
S
S~
\
—
ol
S

Aus diesen Eigenschaften ldsst sich eine einfache Darstellung ableiten:

Satz 2.33: Seien d, be R3, dann gilt:

agbg — a3b2
axb= a361 — a1b3
a1by — azby
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BEwEIs Da unser kanonisches Koordinatensystem ein Rechtssystem ist,
gilt:

dxb= (a1€1 + agés + azez) x (b1€1 + baés + b3€3)
= a1b1 €1 x €1 +arby el x €3 +ajbz €y X €3
S—— S—— ———
0 €3 —éo
+ agby € X €1 +agby €3 X €5 +agbs €5 X €3
~—— ~—— ——
—E&3 0 €1
+ asgby €3 X €1 +agbs €3 X €5 +agbs €3 X €3
—— —— ——
€2 —51 0
agbs — asbs
= a3b1 — a1b3
airby — azhy
]
2 —1
Beispiel 2.34: d = 3| und b= 1 | dann ist
-1 5
16
axb=1|-9
)

Es gibt 2 Schemata, mit denen sich die Berechnung des Kreuzproduktes
leicht merken lasst:

Erste Moglichkeit:

1. Komponente 2. Komponente 3. Komponente
2 —1 23 141 2d+ — /-1
3 — 1 3 1 3 1

—1 5) —1 5 —1 §)

15— (—-1)=16 -104+1=-9 2—(=3)=5

Entlang der Pfeile wird iiberkreuz multipliziert und entsprechend der Vor-
zeichen addiert bzw. subtrahiert.

Zweite Moglichkeit:

S, 2 —1 \&
3 1
-1 <\ -1 5 )— 15 16
10 « 2 -1 = 1 = -9
-3 +« 3 1 - 2 5
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Unter beide Vektoren werden die ersten beiden Komponenten des jeweiligen
Vektors geschrieben. Dann werden die Komponenten entlang der schrigen
Pfeile multipliziert und die Produkte am rechten und linken Rand notiert.
SchlieBlich werden die Produkte am linken Rand von denen am rechten Rand
abgezogen.

Bemerkung 2.35: Auch wenn das Vektorprodukt nur fiir Vektoren aus
dem R? definiert ist, so lésst es sich dennoch auch im R™ fiir n > 3 nutzen,
wenn man alle bis auf drei Komponenten der Vektoren wie 0 behandelt.

Beispiel 2.36: Mit Hilfe des Kreuzproduktes wird zu den Vektoren

2 -1

L 4 !
a= 3 und b= 1
-1 5

mit Hilfe der ersten, dritten und vierten Komponente ein orthogonaler Vek-
tor berechnet, wenn die zweite Komponente auf 0 gesetzt wird:

2 -1 16 18
3] x 1|=1-9], alsoist ¢= 9
-1 5 5 5

senkrecht zu @ und b.

2.2 Geraden und Ebenen

2.2.1 Geradengleichung im R?

Eine Geradengleichung im R? kann unterschiedliche Formen annehmen. Zu-
néchst unterscheidet man zwischen Parametergleichungen und parameterlo-
sen Gleichungen.

2.2.1.1 Parametergleichungen

e Ein Punkt und der Richtungsvektor der Geraden sind bekannt =
Punkt-Richtungsgleichung

\ P

+
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Jeder Punkt auf der Geraden lasst sich beschreiben als
T=p+t
v ist dabei der Parameter der Parametergleichung.

e Zwei Punkte auf der Geraden sind bekannt = Zweipunktgleichung

.

Da sich ein Richtungsvektor aus ¢ = j> —pi gewinnen lésst, erhilt man
die Geradengleichung mit

— —

Z=p1+7- (P2 —p1)

2.2.1.2 Parameterlose Gleichungen

Aus dem Mathematik-Blockkurs sind schon einige parameterlose Gleichun-
gen bekannt:

e Die Geradengleichung durch zwei Punkte,

e die Gleichung einer Geraden mit vorgegebener Steigung,
e die Achsenabschnittsform einer Geraden

e und die allgemeine Geradengleichung.

Uns interessiert von diesen Gleichungen nur die allgemeine Geradenglei-
chung, die wir im Folgenden Normalform nennen:

Definition 2.37: Eine Gerade im R? ist eindeutig durch ihre Normalform
axr + by =c

beschrieben. Ist p ein bekannter Punkt auf der Gerade, so kann die Normal-
form auch in der Form

(&,7) = (7. 7)
dargestellt werden, wobei 71 ein senkrecht zur Gerade stehender Normalen-
vektor und Z ein beliebiger (unbekannter) Punkt auf der Geraden ist.
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Bemerkung 2.38: Die beiden Darstellungen der Normalform stellen die
selbe Gerade dar, d.h. (%, 77) ist fiir alle Punkte # auf der Geraden konstant.

BewEgls Wahle a = n1,b = ng und ¢ = (p, ). Bleibt nur noch zu zeigen,
dass (Z,7) wirklich fiir alle Punkte auf der Geraden konstant ist:

Fiir die Gerade gilt: Z = p'+ ~ - t. Multiplikation mit einem Normalenvektor
71 ergibt:

(T, 1) = (p+ ~t, 1)

T

Sy

Beispiel 2.39: Es sei p'= (f) und 77 = (?) Dann gilt fiir & = <§>
ﬁ

000

Dies ist die bekannte Normalform der Geradengleichung. Man beachte, dass
die Vorfaktoren von x und y genau den Komponenten des Normalenvektors
entsprechen.

Die Normalform ist nur bis auf einen Faktor genau bestimmt.

Definition 2.40: Eine spezielle Normalform ist die Hessesche Normal-
form, die man erhélt, wenn man die Normalform durch ||77|| teilt:
(#.7) _ (i)
7] iz
Die Besonderheit der Hesseschen Normalform ist, dass der Betrag der rech-
ten Seite der kiirzeste Abstand der Geraden zum Nullpunkt ist (Beweis
spater).
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Beispiel 2.41: Die Gerade
dr+y =11

hat den Normalenvektor 77 = (5, 1), was sich direkt aus den Vorfaktoren der
linken Seite ablesen ldsst. Damit ist

7] = V25 + 1 = v/26

und die Hessesche Normalform lautet:

1 11
ﬁ(5x+y) = \/7276

Der kiirzeste Abstand der Geraden zum Nullpunkt ist [ = \}%.
2.2.2 Hyperebenen im R"

Eine Hyperebene im Raum R ist definiert durch die Gleichung
E=p+mnt+7t2+ .+ Yao1tn

Hierbei miissen t_i, cee tn_1 linear unabhéngig sein (Erklarung folgt in Ka-
pitel 3.2.1). Fiir den bisherigen Spezialfall n = 2 ergibt sich als Hyperebene

T=p+mh
und damit eine Gerade. Eine Hyperebene des R? ist gegeben durch
T =+t + 7t

Diese Gleichung ist im R3 eine Ebenengleichung. Alle Punkte, die durch
Variation von 7; und -2 erreicht werden koénnen, liegen in einer Ebene im
R? (siche Zeichnung). Voraussetzung ist, dass t; und #3 linear unabhéingig
(d.h. in diesem Spezialfall: nicht parallel) sind.

St
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Eine Besonderheit der Hyperebenen ist, dass der Normalenvektor bis auf
einen Faktor eindeutig bestimmt ist und eine Normalform

existiert.
Beispiel 2.42: Die Gleichung
ar+by+cz+d=0

beschreibt im R? eine Ebene. Der Normalenvektor der Ebene ist 7i = (a, b, ¢).

2.2.3 Geraden im R3

Bemerkung 2.43: Geraden im R? sind keine Hyperebenen. Es gibt da-
her fiir Geraden im R? keine parameterlose Form, nur Parameterformen.
Der Normalenvektor 7 ist nicht eindeutig.

n

Die Punkt-Richtungsgleichung einer Geraden im R? lautet
T=p+nt

und gleicht der entsprechenden Gleichung im R2, nur das Z, 7 und ¢ jetzt
Vektoren des R? sind.

2.2.4 Zusammenfassung

Raum Objekt Dim. Punkt-Richtungs-GI. Normalgleichung
R? Gerade 1 T=p+t 23;’ Z>bz —ip;n:> 0
R3 Gerade 1 T=p+t Gibt es nicht!
R3 Ebene 2 =P+t +6d ia;’ —T?bj—i(—ij:— i—0
R" Hyperebene | n-1 | Z=p+vit1 +...+Yn1tn_1 (f;)f:—: sz szn b—0
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2.2.5 Umrechnen zwischen Parameterform und parameter-
loser Form

2.2.5.1 Bilden eines senkrechten Vektors

Bei der Umrechnung einer parameterlosen Form in eine Parameterform stellt
sich das Problem, zu einem Vektor mehrere linear unabhéngige senkrechte
Vektoren zu bilden. Dazu gibt das im Folgenden beschriebene Rezept.

1. Der Ausgangsvektor sei 77 = (n1,ng,...,ni). Wir brauchen dazu senk-
rechte linear unabhéngige Vektoren.

2. Man nehme eine Komponente n; # 0.
3. Fiir jeden senkrechten Vektor mache man folgende Schritte:

(a) Man vertausche die Komponente mit einer anderen Komponente
ng; Jj # i
(b) Man multipliziere eine der vertauschten Komponenten mit -1.

(c) Man setze die anderen Komponenten aufler den vertauschten auf
0.

Beispiel 2.44: Im R3 sei ein Normalvektor (n1,n2,n3). n1 sei ungleich 0.
Vertauschen von n; mit ng fithrt zu (ns, ng, ny). Invertieren von ny fithrt zu
(n3, na, —n1). AnschlieBend wird ng auf 0 gesetzt. Das Ergebnis ist (ng, 0, —ny).
Die Multiplikation

n1 n3
< ng s 0 >:n1n3—n3n1:0
ng —n1

zeigt, dass die Vektoren wirklich senkrecht aufeinander stehen. Wie wir spé-
ter sehen, sind mehrere mit diesem Rezept erstellte senkrechte Vektoren
auch automatisch linear unabhingig.

2.2.5.2 Geraden im R2

Parameterform — Normalform

. . . . o o - t
Die Parameterform einer Geraden im R? ist: & = p'+t = <gm> +y < tx )
Y Y
Der Normalenvektor auf der Gerade steht senkrecht auf ¢ und ist somit

S ty
- (2)

Damit kénnen die Werte p'und 7 in (Z, i) = (p, 7i) eingesetzt werden.
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Beispiel 2.45: Die Parameterform lautet

()Y

Damit erhélt man p'= (1,2) und 7 = (3,1) und die Normalform lautet:

(&.7) = (5. 7)
3r+1y=>5

Normalform — Parameterform

Hat man die parameterlose Form ax + by = ¢, so braucht man einen Rich-
tungsvektor, der senkrecht zu 7 = (a,b) steht. Dieser errechnet sich zu
t = (b, —a). Den Punkt § erhilt man, in dem man x oder y gleich 0 wéhlt
und aus der parameterlosen Form die andere Komponente errechnet.

Beispiel 2.46: Die Normalform einer Geraden im R? ist 3z +y = 5. Da-
mit ist 7 = (3,1) und £ = (1, —3). Setzt man = = 0 ergibt sich aus der
Normalform y = 5 und damit p'= (0, 5). Zusammengefasst erhélt man:

-0)(3)

2.2.5.3 Ebene im R3

Parameterform — Normalform
Zur Umrechnung der Parameter- in die Normalform benétigt man einen
Vektor, der senkrecht auf beiden Richtungsvektoren steht. Im R3 kann man
dazu das Kreuzprodukt verwenden.

Beispiel 2.47: Eine Ebene im R? ist definiert durch

3 1 -1
T=10+~y|1]|+9 3
1 0 -1
Es gilt:
-1 -1
= X 3| = 1
0 -1 4

und schliefflich
—rx+y+4z=1
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Normalform — Parameterform
Die Umrechnung der Normal- in die Parameterform verlauft &hnlich wie bei
Geraden im R2. Aus der Normalgleichung

—r+y+4z=1

ergibt sich der Normalenvektor 77 = (—1,1,4) und damit als Richtungsvek-
toren #; = (1,1,0) und £3 = (4,0,1). Setzt man z und z gleich 0, erhilt man
y = 1. Das fithrt zu p'= (0,1,0) und

0 1 4
F=|1]4+~|1]+d]0
0 0 1

2.2.5.4 Hyperebenen im R”

Da das Kreuzprodukt nur im R? definiert ist, benétigt man fiir die Um-
rechnung von Parameter- in Normalform in héheren Dimensionen nochmals
einen langeren Weg. Man bildet aus der Parameterform ein Gleichungssys-
tem und eliminiert darin die Parameter.

Beispiel 2.48: Da der Rechenweg in beliebigen R™ funktioniert, hier ein
Beispiel im R3. Die Parameterform

3 1 -1
T=|0|+~v]| 1|+ 3
1 0 -1
ergibt das Gleichungssystem

r=3 +v—-96
Y= v+ 30
z=1 -0
r—y= 3 — 49
z=1 -9

r—y—4z=-1

Demgegeniiber bleibt der Weg zur Umrechnung von Normal- in Parameter-
form immer gleich.

2.2.6 Parallelitdt und Orthogonalitit von Geraden und Hy-
perebenen

o Zwei Geraden heiflen parallel, wenn ihre Richtungsvektoren parallel
sind. Sie heiflen orthogonal, wenn ihre Richtungsvektoren orthogonal
sind.
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e Zwei Hyperebenen heiflen parallel, wenn ihre Normalenvektoren par-
allel sind. Sie heiflen orthogonal, wenn ihre Normalenvektoren ortho-
gonal sind. Der Winkel zwischen zwei Hyperebenen ist der Winkel
zwischen ihren Normalenvektoren.

Beispiel 2.49: Ermitteln Sie den Cosinus des Winkels zwischen den Ebe-
nen
2r—y+2=0 und z 4+ 2y — 2z = 1.

Dieser Cosinus ist der Cosinus des Winkels zwischen den Vektoren

2 1
a=| -1 und b= 2
1 -1
Dadurch ergibt sich
Qb 1
_ @b Ly g~ 100,
lall ol 6

2.2.7 Schnittmengen zwischen Geraden und Ebenen im R?
und R3

In diesem Unterabschnitt wird ein zweckméafiger Weg gezeigt, die Schnitt-
menge zwischen Geraden und Ebenen zu bestimmen. Es gibt dariiber hinaus
auch andere, gleichwertige Losungswege.

2.2.7.1 Schnittmenge einer Gerade oder Ebene mit einer Hyper-
ebene

Wir starten mit zwei Gleichungen, die eine Gerade oder Ebene beschreiben
und parameterbehaftet oder parameterlos sein kénnen.

e Der erste Schritt ist, eine Gleichung in eine Parametergleichung und
die andere Gleichung in eine parameterlose Gleichung umzuformen.
Das geht immer, wenn eine Hyperebene im Spiel ist.2 Nur bei zwei
Geraden im R? muss man einen anderen Losungsweg wihlen.

e Im zweiten Schritt setzt man die Parametergleichung in die parame-
terlose ein und erhélt den Wert eines Parameters.

e Diesen Wert setzt man in die Parametergleichung ein und erhilt das
Ergebnis.

2also eine Gerade im R? oder eine Ebene im R?
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Beispiel 2.50: Es sei
Q=(1,1,1) und P=(1,-1,2).
Weiterhin sei
1
n=12
3

Ermitteln Sie den Schnittpunkt der Geraden durch P in Richtung von 77 mit
der Ebene durch @ senkrecht zu 7i.

Naheliegenderweise verwendet man bei der Gleichsetzung fiir die Ebene die
parameterlose und fiir die Gerade die Parameterform. Die parametrische
Gleichung der Geraden durch P in Richtung von 7 ist

T 1 1
z 2 3

Also:
r=14+v y=-14+2vy; z2=2+43y

Die Normalengleichung der Ebene ist:

(@) = (@.7)

z+2y+ 32 =6.

Einsetzen der parameterlosen Gleichung:

I1+v+2(-1+4+27)+3(2+3y)=6

54 14y =6
1
7T 1

Das Ergebnis erhalt man durch Einsetzen von « in die Parametergleichung:

1
Fyii=(1,-1,2)4~0,2 3)—(

15 12 31)
14 '

147 147 14
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2.2.7.2 Bestimmung des Schnittpunkts zweier Geraden im R3
Dieser Sonderfall ist etwas schwieriger. Die beiden Geradengleichungen sind:
Gl:Z=p1+A-11; G2:y=py+pu-7s
Der Weg besteht darin, die beiden Gleichung gleichzusetzen und aufzulésen:
P1+ATL=P2+ p- T
Jetzt konnen generell drei Fille auftreten:

1. Die Geraden haben einen Schnittpunkt. Das Gleichungssystem hat
genau eine Losung.

2. Die Geraden sind parallel. Man erhélt entweder mehrere Losungen
(wenn die Geraden genau aufeinander liegen) oder keine Losung.

3. Die Geraden haben weder einen Schnittpunkt, noch sind sie parallel. In
diesem Fall spricht man von windschiefen Geraden. Das Gleichungs-
system hat keine Losung.

Beispiel 2.51: Finden Sie den Schnittpunkt der Geraden

1 -1 0 2
G:.z=|1]+a- 1| und G2: = 11+5-1-11,
1 1 -1 1
falls ein solcher existiert.
Ansatz:
1 -1 0 2
1]l 4+a- 1] = 1|{+8-1 -1
1 1 -1 1
-1 -2 -1
- 11+4- 1] = 0
1 -1 -2
Losung des Gleichungssystems:
-1 -2|—1
1 11 0 +@
1-1|-2 +@
—1-2|-1 -(-1)
0-1-1 (-1
0-3-3 -3-@
1 201 -2
0 1 1
0 0 O
1 0]-1
0 1 1




60 KAPITEL 2. ANALYTISCHE GEOMETRIE

Es wird nur eine der beiden Variablen « oder 5 gebraucht. Mit § = 1 ergibt
sich als Losung

0 2 2
sg=| 1|+|-1]=]o
~1 1 0

2.2.8 Abstandsbestimmung im R? und R?
2.2.8.1 Einfiihrung

Satz 2.52: Der kiirzeste Verbindungsvektor zwischen einem Punkt, einer
Geraden oder einer Ebene stofit immer senkrecht auf die Gerade oder die
Ebene.

BEWEIS Der Satz wird fiir die Verbindung zwischen Punkt und Ebene ge-
zeigt. Fir andere Kombinationen gilt er analog. Ein Verbindungsvektor ),
der nicht senkrecht auf die Ebene st63t, kann zusammengesetzt werden aus
einer Komponente parallel zur Ebene 7, und einer Komponente s senkrecht
zur Ebene. Da nach Pythagoras

1717 = 1151 + 111
gilt, kann 75 nicht langer als ¥ sein. n

Definition 2.53: Der Punkt Q' ist derjenige Punkt in der Ebene, der den
kiirzesten Abstand zu Punkt Q) besitzt. Er wird LotfuBpunkt genannt. Der
Punkt S wird Spiegelpunkt genannt, da man sich in @) stehend dort sehen
wiirde, falls die Ebene ein Spiegel ist. Fiir Geraden anstatt Ebenen sind die
Definitionen dquivalent.

Aus Satz 2.52 kann man ein Verfahren zur Abstandsbestimmung herleiten,
das fiir fast alle Kombinationen aus Punkten, Geraden und Ebenen im R?
und R3 funktioniert. Die Ausnahmen sind:
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e Der Abstand zwischen zwei Punkten. Hier ergibt sich die Berechnung
trivialerweise durch ||@ — b||.

e Der Abstand zwischen einer Gerade und einem Punkt im R3. Hierzu
muss man einen zweiten Rechenweg kennen, der im Anschluss erldutert
wird.

e Der Abstand zwischen zwei parallelen Geraden im R? lisst sich auf
den Abstand zwischen einem Punkt und einer Geraden zurtickfithren.

Der Rechenweg:
e Bestimme die Richtung 7 des kiirzesten Abstandsvektors.

e Bestimme jeweils einen Punkt auf den beiden Objekten und (durch
Differenzbildung) den Abstandsvektor @ zwischen den beiden Punkten.

e Der kiirzeste Abstandsvektor d ist die Projektion von a auf 7. Der
kiirzeste Abstand ist ||d||.

7 <C_i77?>—» 7 \<5>77>\
i= 205 yd) =12
(7,7 (7,

i @ 7))
17 = =

171

I

Dieser Zusammenhang ist anhand des Abstandes zwischen einem Punkt und
einer Geraden im R? an der folgenden Grafik erliutert:

Die einzelnen Fille unterscheiden sich nur, wie man 7 erhélt.

e Ist eine Hyperebene im Spiel (Gerade im R? oder Ebene im R3), dann
ist 7 gleich dem Normalenvektor 77 der Hyperebene.
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e Bei zwei Geraden im R? muss 7 senkrecht auf beiden Geraden stehen.
Daraus ergibt sich 7 als Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren.
Bei zwei parallelen Geraden funktioniert das nicht, weil das Vektor-
produkt 0 ergibt. Hier muss man den zweiten Losungsweg wéhlen.

Beispiel 2.54: Gegeben ist im R? die Gerade g und der Punkt P = (2,0)

mit
L (1 2
g.x—<0>+)\<1>

Wie grof} ist der minimale Abstand zwischen g und P?
Aus dem Richtungsvektor der Geraden ¢ = (2,1) folgt der Normalenvektor
i = (1, —2) = 7. Ein Abstandsvektor ergibt sich aus

-()-0)-C)

Der minimale Abstand ist also:
L_l@nl _ 1

17 V5

Beispiel 2.55: Gegeben ist im R? der Punkt @ = (1,3,5) und die Ebene
—x+y—2z=—9.

Wie grof} ist der minimale Abstand zwischen Punkt und Ebene?
Ein Punkt P auf der Ebene ist P = (5,0,0). Damit ist @ = Q — P =
(—4,3,5). Die Richtung des kiirzesten Abstands ist gleich dem Normalen-
vektor der Ebene 7= 7 = (—1,1, —1). Damit ist

@, ™| _[4+3-5] 2

T A B

Wenn nur der Abstand einer Ebene vom Nullpunkt gesucht ist, dann erhéalt
man die einfachere Formel L
(P, 1)

7]

d=

also die Lange der Projektion des Ortsvektors p zum Punkt P auf der Ebene
mit dem Normalenvektor 7i. Der Vergleich mit der Hesseschen Normalform

(@1 _ (p,1)

(R

zeigt, dass der Betrag der rechten Seite der Hesseschen Normalform gerade
der Abstand der Ebene zum Nullpunkt ist.
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2.2.8.2 Der Abstand eines Punktes und einer Geraden im R3

Die Methode aus dem vorigen Abschnitt funktioniert nicht, da die Gerade
im R? keine Hyperebene, bzw. @ nicht eindeutig ist. Folgender Ansatz ist
recht einfach zu merken:

>¥S

T+

Man verfolgt nun folgenden Ansatz zur Bestimmung des Abstandes:

—

1. E[:cf—i-ﬁalsocf:c?—r.

2. 7 ist die Projektion von @ auf den Richtungsvektor der Geraden £, also

<a7£>{

= -—=—=t.
(t.1)
3. Zusammen ergibt sich:

L @B
d=a— -—==t.

(t,1)

Beispiel 2.56: Gegeben sind:

4 2

31+A[2

5 1

Damit ist t = (2,2,1) und @ = . d und ||d]| errechnen sich zu

(3,
3

Jeg @ {
B g 6+10+2 (%) ‘1
9 4+4+1 1

Idl| = v2
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Damit ergibt sich fiir den Lotfuflpunkt:

1 -1 0
d=q+d=|-=2|+[ 1]|=[-1
3 0 3

2.3 Die Determinante im R? und R?

2.3.1 Die Determinante von Matrizen bis 3 x 3

Determinanten werden allgemein erst in LA2 behandelt. In diesem Kapitel
werden die Spezialfille der Determinanten von (1 x 1),(2 x 2)- und (3 x 3)-
Matrizen vorgestellt. Sétze, die allgemein auch fiir (n x n)-Determinanten
gelten, werden gekennzeichnet.

Eine Determinante kann nur von einer quadratischen (n x n)-Matrix ge-
bildet werden, d.h. von einem aus n - n Werten bestehenden rechteckigen
Schema mit n Zeilen und n Spalten. Die Matrix kann man dabei auch als
Zusammenstellung von n n-dimensionalen Spaltenvektoren verstehen.

ail a2 « -+ Ain

agl a -+ Gp . .
A= o . = (d1,...,0dn)

anl Ap2 - Ann

Das Ergebnis ist eine Zahl. Allgemein werden Determinanten nach dem La-
placeschen Entwicklungssatz oder nach Umformung in eine Dreiecksmatrix
berechnet. Bis n = 3 gibt es aber spezielle Gleichungen:
n=1:
det(al) = a1

n=2:

det(c?, g) :d€t< “ bl ) = Cblbg — b1a2
Q9 bQ

Entlang der Diagonalen wird das Produkt gebildet und entsprechend
dem angezeigten Vorzeichen aufsummiert.

n=3:

al bl C1
det(c‘i, b, E) = det as b2 C9
a3 bz c3

= aibacg + bicaaz + crasbs — ajcabs — biascz — crboas
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Diese Formel kann durch die Berechnungsmethode nach Sarrus ver-
anschaulicht werden:

a by ¢ |ar b
as by cg |ag by
az by cg|ag b3

- - - + + +

Entlang der Diagonalen werden Produkte gebildet und diese mit den
abgebildeten Vorzeichen versehen aufsummiert.

2.3.1.1 Geometrische Bedeutung der Determinante im R?

Definition 2.57: Fir drei Vektoren a, 5, ¢ € R? nennt man
(@b x o)

das Spatprodukt der drei Vektoren a, g, C.

Bemerkung 2.58: Es gilt im R3 (Beweis durch Ausmultiplizieren):

det(d@,5,8) = (@ x 5,8 = [|d x B - ] cos > =[] - Bl - ] sin  cos

Die Vektoren a, l_;, ¢ bilden die Kanten eines Korpers im dreidimensionalen
Raum, eines Parallelepipeds oder Spats (s. Abb.).

7

oL

S

ST
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2.3.1.2 Rechenregeln

Die nachfolgenden Rechenregeln fiir Determinanten gelten iibertragen auch
fiir den R™. Im R? konnen sie durch Beweis der Regeln fiir das Spatprodukt
gezeigt werden.

Satz 2.59: Die Determinante hat folgende Eigenschaften.

— —

D1 : det(@,b, &) = det(¢, @, b) = det(b, &, a@).

D2 : det(, b, &) = — det(b, @, o).

D3 : det(a,d,c) = 0.

D4 : Fiir o € R gilt det(v- @, b, &) = o - det(a, b, &).
D5 : det(d,b, ¢+ d) = det(d, b, &) + det(a, b, ).

D6 : det(A) = det(AT)

Erlauterungen, Beispiele und Folgerungen:

e Beispiel zu D4:

12 0 11 0
det| 34—-1 | =2-det]|] 32-1
56 2 53 2

e Folgerung aus D4:
det(0,b,&) = 0 - det(0,5,8) = 0

Ist in einer Matrix eine Spalte (oder eine Zeile, sieche D6) gleich 0, dann
ist auch deren Determinante gleich 0.

e Beispiel zu Db5:

12 0 11 0 11 0
det | 34 -1 | =det|31—-1|+det]|33-1
56 2 51 2 55 2

e Beispiel zu der geometrisch verbliiffenden Regel D6 fiir transponierte
Matrizen, die wir in Definition 1.5 beschrieben hatten:

123 147
det | 456 | =det | 258
789 369
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Bemerkung 2.60: Es gilt:

( b
o det(@, b, &) + a - det(a, b, @)
2 det(@, b, &) + a - det(d, @, b)
2 det(a,b, )

2.3.2 Lineare 3 x 3-Gleichungssysteme

Eine Anwendung von Determinanten ist die Untersuchung von linearen Glei-
chungssystemen auf eindeutige Losbarkeit. Durch

(1)a1-x1+az-v2+az-23=d;
(LG) (2) bi-x1 4+ by 20+ bg-x3=4do
(3)ci-x1+ca-x24+c3-w3=d3

ist ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten (z1, 2, 3) gege-
ben. Jede Gleichung ist bekanntlich eine Ebene im dreidimensionalen Raum.
Eindeutige Losbarkeit bedeutet also die Eindeutigkeit des Schnittpunkts der
drei Ebenen. Der Vektor
ay
a= a9
as

ist der Normalenvektor der Ebene (1). Entsprechend hat man die Norma-
lenvektoren b und & der Ebenen (2) und (3). Bei einem eindeutigen Schnitt-
punkt diirfen die Ebenen (1) und (2) nicht parallel sein, d.h. es muss gelten
axb # 0. Der Vektor @ x b zeigt in Richtung der Schnittgeraden der beiden
Ebenen (1) und (2). Die Schnittgerade darf nicht parallel zur dritten Ebene,
d.h. nicht senkrecht zum Normalenvektor ¢, sein. Es muss also gelten

((@ x b),& = det(d,b, &) # 0.

Damit ist die Bedingung fiir die eindeutige Losbarkeit des obigen Gleichungs-
systems gegeben.
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Ne

a

c
Ty
Ty \ﬁa X T
iy /
Ta

b

Eindeutiger Schnittpunkt: (7i, X iy, 7i.) # 0
Te

a

c |
My
Tig \ﬁa X T
i /
Mg
b
Kein Schnittpunkt: (i, X 7y, 7i.) =0

a

Me

Tty
Ng X Ny
/ C
lia

31
Q

St
<

b
Schnittgerade, kein eindeutiger Schnittpunkt: (7, X 7, 7.) = 0

Satz 2.61: Notwendig und hinreichend dafiir, dass das lineare Gleichungs-
system LG eine eindeutige Losung besitzt, ist die Bedingung

det(@, b, &) # 0.
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2.4 Kegelschnitte

2.4.1 Kurven und Gleichungen

Es sei F(z,y) eine Funktion, die von (x,y) € R? abhingt. Fiir eine Zahl
¢ € R betrachten wir die Gleichung

F(z,y) =c.
Zum Beispiel erhélt man fir F(z,y) = z + y und ¢ = 2 die Gleichung
T+y=2.

Die Menge der Punkte, die diese Gleichung erfiillt, heilt Graph der Glei-
chung. Im Beispiel ist der Graph eine Gerade.
Auch Funktionen haben Graphen. Zum Beispiel hat die Funktion

fle)=b—=

ebenfalls eine Gerade als Graph. Es gilt: Wenn f(x) eine reelle Funktion ist,
dann entspricht der Graph der Gleichung

F(z,y)=y— f(x) =0
dem Funktionsgraphen von f(z). Das wére in diesem Beispiel
y—o+z=0.

Somit lasst sich jeder Funktionsgraph als Graph einer Gleichung darstellen.
Umgedreht ist aber nicht jeder Graph einer Gleichung auch ein Funktions-
graph. Zum Beispiel ist

2+ y2 =1

kein Funktionsgraph (siehe Abbildung).
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2.4.2 Kegelschnitte

Wichtige Beispiele von Kurven sind Kegelschnitte. Kegelschnitte entstehen,
wenn ein Kegel mit einer Ebene im R? geschnitten wird.

Die einfachste Gleichung eines Kegels ist die Menge aller Punkte (x,y, z) €
R3, fiir die gilt

22 =a? 42

Eine Ebene im R? ist bekanntlich durch die Gleichung
ar +by+cz=d

gegeben. Lost man diese Gleichung nach einer der Variablen x, y oder z auf
- z.B. nach z, wenn ¢ # 0 ist - dann erhélt man die Gleichung

z=dz+by+d.

Diese Gleichung kann man nun in die Gleichung des Kegels einsetzen und
erhalt
(a/x—i-b/y—l-d/)Q :x2+y2.

Durch Ausmultiplizieren erhélt man die Gleichung
Az? + By* + Cay+ Dz + Ey+ F = 0.

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnitts in allgemeinster Form, wobei min-
destens eine der drei Konstanten {A, B, C'} ungleich 0 sein muss.

2.4.3 Lage von Kegelschnitten

Bevor wir die verschiedenen Arten von Kegelschnitten untersuchen, werfen
wir einen Blick auf die Lage eines Kegelschnitts im Koordinatensystem. Wir
nehmen dazu als Beispiel eine Ellipse.
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® Der Kegelschnitt kann sich in seiner Standardlage be-
finden. Das heifit, dass der Mittelpunkt des Kegelschnitts
der Koordinatenursprung ist und dass sich die Symme-
trieachsen des Kegelschnitts mit den Koordinatenachsen
decken. Diese Form des Kegelschnitts heiffit Mittelpunktsform.

® Der Kegelschnitt kann verschoben sein, d.h. der Mittel-
punkt ist nicht mehr der Koordinatenursprung, aber die
Symmetrieachsen laufen noch parallel zu den Koordina-
tenachsen. Diese Form des Kegelschnitts heifit Verschie-
bungsform. Die Verschiebungsform lésst sich aus der Standardform
ableiten, indem man x durch x — xg und y durch y — yo ersetzt, wobei
(20, yo) der Mittelpunkt des Kegelschnitts ist.

® Der Kegelschnitt kann gedreht bzw. gedreht und verscho-
ben sein. Diese Kegelschnittformen behandeln wir allge-
mein erst in LA 2.
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2.4.4 Ubersicht iiber die Kegelschnitte

Das Aussehen des Schnitts wird wesentlich von der Neigung n der Ebene
bestimmt. Diese kann zwischen 0 (horizontal) und oo (vertikal) liegen. Die
Neigung 1 entspricht gerade der Neigung der Kegeloberfliche und ist darum

ausgezeichnet.

2.4.4.1 TUbersicht iiber die Standard-Kegelschnitte

Folgende Falle werden unterschieden:

n | Kegelschnitt
4R
0 Kreis
(0,1) | Ellipse \\ /
1 Parabel :
NS
RN
> 1 | Hyperbel
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Parabeln und Hyperbeln konnen sowohl stehend als auch liegend sein:

NPARY%
JINCT TN

Hyperbel

Parabel

2.4.4.2 TUbersicht iiber die entarteten Kegelschnitte

Bei den entarteten Kegelschnitten gibt es zum einen die, die durch den
Koordinatenursprung gehen:

n Kegelschnitt

[0,1) | Punkt

0 X
\,4

1 Gerade

> 1 | Zwei sich kreuzende Geraden
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Andere entartete Kegelschnitte lassen sich nicht durch Schnitt eines Kegels
mit einer Ebene darstellen, wohl aber durch die allgemeine Kegelschnittglei-
chung

A2’ + By* + Cxy+ Dz + Ey+F =0

Dies sind zwei parallele Geraden sowie mehrere Sorten von imagindren Ke-
gelschnitten, also Gleichungen, die nur im komplexen Raum Losungen ha-
ben.

2.4.5 Kegelschnittgleichungen

Wichtig sind die nicht entarteten Kegelschnitte Kreis, Ellipse, Parabel und
Hyperbel. Die anderen Gleichungen sind weniger relevant.

Kegelschnitt Mittelpunktsform | Besonderheiten
22 2
Ellipse —+5=1 a,b: Halbachsen
a b2
2 2
Kreis % + y—2 =1 r: Radius
r T
oder 22 + y? = r?
2 2
L Y
Punkt ? + b72 = 0
2?2 2
Imaginarer Kegelschnitt -+ 5 =-1
a b2
22 42 s
Hyperbel (stehend) ol 1 “x,— 2 x: Asymptoten
22 2
Hyperbel (liegend) el -1 gx,—gx: Asymptoten
22 2
Zwei kreuzende Geraden 5~ 15 =0
a b2
Parabel (stehend) ar? —y =0 (0,Y0): Scheitelpunkt
2 par. Geraden (senkrecht) | a?- 22 =1
Gerade (senkrecht) a?-22=0
Imaginarer Kegelschnitt a? -2 =-1
Parabel (liegend) ay? —x =0 (0,y0): Scheitelpunkt
2 par. Geraden (waager.) a?-y?=1
Gerade (waagerecht) a?-y? =0
Imaginarer Kegelschnitt a?-y?=-1
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Die Verschiebungsformen entstehen, indem x durch x —xg und y durch y—1yo

ersetzt wird.

Kegelschnitt Mittelpunksform | Verschiebungsform
. a? oy (z —20)*  (y—w0)*
Ellipse o + i 1 2 ® =1
, a? P (x —x0)* | (y— )
Kreis ) + = 1 2 + 2 =1
2y (r —20)*  (y—0)*
Hyperbel(stehend) peia e 1 2 R =1
2 2 2 2
: a® y (z —x0)”  (y—10)
Hyperbel(liegend) polai i -1 2 — P2 =-1
Parabel(stehend) ar? —y=0 a(zr —w0)2 — (y —yo) =0
Parabel(liegend) ay? —x =0 aly —v0)? — (x —20) =0

2.4.6 Bestimmung der Kegelschnitte aus der Kegelschnitt-

gleichung

Die allgemeine Kegelschnittgleichung lautet:

A2? + By* + Cay+ Dz + By + F =0

wobei A, B und C nicht gleichzeitig 0 werden diirfen.

e Ist ein zy-Term vorhanden (C # 0), dann ist der Kegelschnitt gedreht.
Da wir gedrehte Kegelschnitte erst im néchsten Semester behandeln,
nehmen wir hier C' = 0 an und gehen von der Gleichung

aus.

Az’ + By  + Dz +Ey+F =0

e Nun bestimmen wir die Art des Kegelschnitts anhand folgender Ta-

belle:
Kegelschnitt
A=B Kreis
A-B>0 Ellipse
A-B<O0 Hyperbel
A=0,B#0 | Parabel (liegend)
B =0,A# 0 | Parabel (stehend)

Dabei kénnen auch die entsprechenden entarteten Varianten auftreten.
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e Falls die Gleichung nicht bereits die entsprechende Mittelpunktsform
ist (je nach Gleichung D, E oder F # 0), so ist die Gleichung verscho-
ben. Man erhilt die Verschiebungsform, indem man D bzw. E durch
quadratische Ergidnzung beseitigt.

Beispiel 2.62: Eine typische Aufgabe heifit:

Man bestimme die Schnittkurve des Kegels 2% = z? 4 y? mit
den jeweiligen Ebenen:

(a) z= 2245
(b) z=y+2

Es ist nur die Projektion der Schnittkurve in die (x,y)-Ebene
zu bestimmen.

Der letzte Satz ist eine Vereinfachung. Figentlich liegt der Kegelschnitt in
der Schnittebene, also einer Ebene im R3. Wenn wir die Projektion des
Kegelschnitts auf die (x,y)-Ebene betrachten, konnen wir die z-Komponente
des Kegelschnitts gleich 0 setzen.

(a)
Die Gleichung der Projektion erhélt man durch Gleichsetzen der Ebenen-
gleichung z = %az + 5 und der Kegelgleichung 22 = 22 + y2:

2
(*$+5)2:l’2+y2

3
4 20
§m2+§a}—|—25:x2—|—y2
) 20
§m2+y2—§x—25:0

Da kein xy-Term vorhanden ist, ist der Kegelschnitt nicht gedreht. Es gilt:
A-B= 8 1= 8 > (0. Damit handelt es sich um eine Ellipse. Da A # B, ist
es kein Kreis. Da D # 0, ist die Ellipse verschoben und die Gleichung muss
mit quadratischer Erginzung in die Verschiebungsform tiberfithrt werden.
Dazu betrachten wir einzeln die Terme mit z und die mit y.

= g(:cQ — 122 4 36) — 20

5
= §(:5—6)2—20
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Es ergibt sich:

g(x—6)2+y2:45

a2 2
@=6)7" v _,;
81 45

Es handelt sich also tatsdchlich um eine Ellipse. Sie hat den Mittelpunkt
(6,0) und Halbachsen der Lange 9 und v/45.

(b)
Die Ebenengleichung z = y 4 2 fiihrt zur Schnittgleichung

2 —4y—4=0

Da C = 0, ist der Kegelschnitt nicht gedreht. Da auch B = 0, handelt es
sich um eine stehende Parabel. Da F' # 0, ist die Parabel verschoben. Es
ergibt sich:

1

und damit eine Parabel mit dem Scheitelpunkt (0, —1).
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Kapitel 3

Vektorraume

3.1 Gruppen, Korper, Vektorraume

3.1.1 Aquivalenzrelationen

Folgende Definition kennen wir schon aus dem Mathematik-Blockkurs:

Definition 3.1: Es sei M eine Menge. Unter einer
Aquivalenzrelation auf M versteht man eine Relation = ~ y, welche
die folgenden drei Axiome erfiillt:

1. Reflexivitit: c ~ax Ve € M
2. Symmetrie: x ~y &S y~cVar,y € M

3. Transitivitidt: Vz,y,z € M giltt x ~yAy~z=x ~ 2.

— — ..
Beispiel 3.2: 1. Bei Vektoren AB und C'D im R" ist die Aquivalenzre-
— —
lation AB ~ CD definiert durch B— A = D —C'. Dass hier die Axiome
(1) - (3) erfiillt sind, ist leicht nachzuweisen.

2. Auf R ist die Gleichheit = eine Aquivalenzrelation und ebenso auf C,
der Menge der komplexen Zahlen.

3. Die "Kleiner-Relation” < ist auf R keine Aquivalenzrelation, da Axiom
(2) (a < b b < a) nicht erfiillt ist.

Beispiel 3.3: Wir betrachten die erste Aquivalenzrelation aus dem vorigen
Beispiel. Es sei P = (1,-1,3), Q@ = (2,4,1) und C = (1,5,—2). Dann ist
— —

PQ &dquivalent zu 0C, denn C = Q — P.

— —
Wenn A = (4,—2,5) und B = (5,3,3), dann ist PQ dquivalent zu AB, da
Q-P=B—A=(1,5-2).

79
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Definition 3.4: Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Fiir
ein festes x € M heifit die Teilmenge [z] = {y; ¥y ~ 2} C M die Aquiva-
lenzklasse von x beziiglich ~.

Erlauterung: Die Menge aller zu einem festen Element x dquivalenten Ele-
mente nennt man eine Aquivalenzklasse.

Beispiel 3.5: Aus den vorigen beiden Beispielen folgt, dass eine Klasse von
gerichteten Strecken, die durch einen Verschiebungsvektor dargestellt wird,
eine Aquivalenzklasse ist.

3.1.2 Gruppen

3.1.2.1 Einfiihrung

Die Definition einer Gruppe ist ebenfalls aus dem Mathematik-Blockkurs
bekannt:

Definition 3.6: Eine nichtleere Menge A, zwischen deren Elementen
eine Verkniipfung ,o0“ definiert ist, heilt eine Gruppe, wenn fiir die
Verkniipfung ,,0“ folgende Eigenschaften gelten:

1. Abgeschlossenheit: Fiir alle z,y € A ist x o y eindeutig definiert
und ist ein Element von A.

Ve,ye A xzoyec A

2. Assoziativitdt: Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. es gilt :

Ve,y,2 € A= (zoy)oz==x0(yoz)

3. Neutralelement: Es existiert ein eindeutiges neutrales Element n €
A mit der Eigenschaft:

Ve A=zxon=nox==x

4. Inverses Element: Zu jedem x € A existiert ein eindeutiges inverses
Element ! € A mit
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Definition 3.7: Eine Gruppe, fiir die zusétzlich zu den Gruppeneigenschaf-
ten noch die Kommutativitét

Ve,y € A= zoy=yox

erfillt ist, heifit kommutative oder Abelsche Gruppe.

Es gibt auch wichtige nichtkommutative Gruppen. Ein Beispiel ist die
Matrizenmultiplikation.

Bemerkung 3.8: Man erkennt an der Definition einer Gruppe, dass die
Kommutativitat fiir das inverse und das neutrale Element auch fiir nicht-
kommutative Gruppen gilt. Diese Eigenschaften gehoren eigentlich nicht zur
Definition einer Gruppe, sie gelten aber dennoch fiir jede Gruppe.

BEWEIS Es gilt: z o2~ ! = n, d.h. 27! ist das inverse Element von z. Die Frage ist, ob
z auch das inverse Element von z~! ist, d.h. ob 27 o = n gilt. Es sei z das inverse
Element von ™, also 27! 0 2 = n. Dann ist
-1
n=x oz

-1

=(z” om)oz

:acflo(noz)
= (
=z of

—1
=z " o(zon)
:;p_l

x (xoxz " oz)

—1
o
1

zo(z 'oz))

ox
Damit ldsst sich auch die Frage beantworten, ob n o x = x ist. Es gilt:

nox=(zox oz

:xo(xfloa:)
=zon

=

Bemerkung 3.9: Auch die Eindeutigkeit des neutralen und inversen Ele-
mentes gehort nicht nativ zur Gruppendefinition, gilt jedoch auch grund-
sétzlich.
BEWEIS Fiir ein weiteres neutrales Element n’ folgt:

TL/ = n/ on=mn

Es seien y und y’ zwei inverse Elemente zu z. Dann folgt:

/ ! ! !
Yy =yon=yo(roy)=(yox)oy=noy=y
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Beispiel 3.10: Zu untersuchen ist, ob A bzgl. o eine Gruppe bildet:

1. A=R, o ist die gewohnliche Addition. Das neutrale Element ist die
Null, das inverse Element von a ist -a.

2. A=R", o ist die Vektoraddition. Das neutrale Element ist der Null-
vektor 0, der zu @ inverse Vektor ist —a.

3. A=R, o ist die gewohnliche Multiplikation. A bildet keine Gruppe.
Test:

Abgeschlossenheit: a - b ist eindeutig und € A
Assoziativitat: Folgt aus der Assoziativitdt der Multiplikation.
Neutrales Element: n = 1. Damit ist n € A

Inverses Element: Existiert nicht fir a =0
Damit ist A keine Gruppe.

4. A = Ryy, o ist die gewdhnliche Multiplikation. Das neutrale Ele-
ment ist die Eins, das inverse Element von a ist a=! = 1/a, also ist A
eine Gruppe.

5. Vektoren im R? bilden bzgl. des Vektorproduktes keine Gruppe. Test:

Abgeschlossenheit: @ x b ist eindeutig und € A

Assoziativitit: @ x (b x &) # (@ x b) x &
Damit ist A keine Gruppe.

3.1.2.2 Restklassen

Definition 3.11: Ist m eine feste natiirliche Zahl, so heiflen zwei ganze
Zahlen a,b nach dem Modul m kongruent oder kongruent modulo m
wenn die Differenz a — b durch m teilbar ist. Man schreibt dann

a=b(modm) oder nur a=b.

Beispiel 3.12: Es gilt:

—11=-7=-3=1=5=9=13 (mod 4)
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Satz 3.13: Ist m fest gewihlt, so ist die Relation = (mod m) eine Aquiva-
lenzrelation in Z (Beweis als Ubungsaufgabe).

Damit ist die Menge aller Zahlen, die beziiglich eines Moduls kongruent
sind, eine Aquivalenzklasse. Die Zahlen innerhalb dieser Klasse ergeben bei
der Division durch m den gleichen Rest. Diese Aquivalenzklassen heifien
Restklassen. Durch jedes m wird die Menge der ganzen Zahlen in genau
m Restklassen geteilt. Die Restklassen selbst bezeichnen wir mit

a+mZ=1{b; b=a+km; k€ Z}.

Bei fest vorgegebenem m kann man jeder Restklasse eindeutig einen Divi-
sionsrest r € {0,1,...,m — 1} zuordnen. Wir betrachten im Folgenden den
Divisionsrest als ,,Reprisentanten“ der Klasse.

Bemerkung 3.14: Die Menge der moglichen Restklassen mod m bilden
eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung a o b = (a + b) mod m, wobei a und b
die Repriisentanten der Restklassen sind (Beweis als Ubungsaufgabe).

Beispiel 3.15: Fiir m =5 ist

304=(34+4) mod5=2

Mit Klassen statt Repréasentanten geschrieben:

(3+5Z) o (44 52Z) = (2 + 5Z)

3.1.3 Korper

In vielen Féllen gibt es zwei Operationen wie z.B. Addition und Multiplika-
tion bei reellen oder bei komplexen Zahlen, wobei die beiden Operationen
durch Interaktion zusammenhéngen. Dies fithrt zu der ebenfalls aus dem
Blockkurs Mathematik bereits bekannten Definition eines Korpers.
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Definition 3.16: Eine nichtleere Menge A heifit Korper, wenn zwi-
schen den Elementen von A zwei Verkniipfungen ,®“ und ,®“ mit
folgenden Eigenschaften definiert sind :

1. A bildet eine kommutative Gruppe beziiglich &.

2. Nach Ausschluss des neutralen FElements der Verkniip-
fung & bilden die restlichen Elemente von A eine
kommutative Gruppe beziiglich ®, d.h.

Ve,ye A = z0y=y0zx

3. Fir die beiden Verkniipfungen @ und © gelten die
Distributivgesetze :

a) Vo,y,2€ A= (2@y)0z=(202) D (yO=2)
b) Ve,y,2€ A= 20 (xdy)=(202)®(20y)

Das neutrale Element der Addition @ wird meist als ,,0“ bezeichnet (Null-
Element), das neutrale Element der Multiplikation ® meist als ,,1“ (Eins-
Element). Im folgenden Satz werden die Elemente als () und (D) geschrieben,
um eine Verwechslung mit den Zahlen 0 und 1 zu vermeiden.

Die Voraussetzung, dass die (0) - das neutrale Element bzgl. der Addition - in
der Eigenschaft 2 ausgeschlossen wird, ist notwendig, weil aus den anderen
Koérperaxiomen folgt, dass (0)~' nicht existieren kann, es sei denn, es gilt
@O=@. Dies folgt aus:

Satz 3.17: Es ist a©0)=0) Va € K.

BEWEIS Es ist

a0 (O@+0)=a00®+acO und a© (O + ) =a6 ©),

also

a0 +a00=a00 = a0 0=0.

Wenn also x =0)~! existiert, dann muss gelten zO©Q=1). Es gilt aber
zOO0)=@0), also O=D.

Prinzipiell ist das moglich. Fiir einen solchen Korper miisste allerdings gel-
ten: a =Q®a =0)®a =@0), d.h. ein solcher Kérper hitte nur ein einziges
Element 0 und die Operationen:

0G0=0
0©0=0
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Allerdings fordert Eigenschaft 2 eines Korpers, dass die neutralen Elemente
beziiglich der Addition und der Multiplikation unterschiedlich sind. Somit
ist @=() ausgeschlossen.

3.1.4 Kartesisches Produkt

Wir benétigen noch eine Definition, um gewisse mathematische Formulie-
rungen zu vereinfachen.

Definition 3.18: Unter dem kartesischen Produkt X x Y zweier
Mengen X und Y versteht man die Menge

XxY={(z,y;xe X,ye Y}

Beispiel 3.19: Falls € R und y € R, dann ist das Wertepaar (z,y) € R.

R?=R xR = {(z,y);z € R,y € R}.

Beispiel 3.20: Falls z = (z1,72) € R? und y = (y1,2) € R?, dann ist das
Wertepaar (z,y) = (v1,%2,91,y2) € R Man differenziert nicht zwischen
((x1,22), (y1,y2)) und (z1, x2,y1,y2). Deshalb gilt:

R'Y=RZxRZ=R3>x R

3.1.5 Vektorraume (lineare Riume)

Wir kommen jetzt zur Definition der Vektorrdume, wobei diese Definition
die in Kap. 2.1.1.2 besprochenen Eigenschaften des R" verallgemeinert.
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Definition 3.21: Es sei K ein beliebiger Koérper. Eine nicht-leere Men-
ge V, auf der die beiden Abbildungen

@:VxV-=V, (ryy—»axdyeV
und ©: K xV =V, (ANz)—»AozeV

definiert sind, heiffit Vektorraum iiber K, wenn folgende Axiome gel-
ten:

1. V ist eine kommutative Gruppe bzgl. ®.

2V peKundzx e Vgt A\O© (p©x) = (M) ®z, wobei mit Ay
die Multiplikation aus K gemeint ist.

3. Ve eVgiltDox=x (D ist das neutrale Element der Multipli-
kation aus K).

4 VI eK, z,yeVegilt A0 (zdy) =A0z)d(A0Oy).

5. VhpeK, zeVglt(A+p)0r=AN0z)d (1o ).

Erlauterung: Fiir die Definition eines Vektorraums bendtigt man einen Kor-
per K. Ublicherweise ist K = R oder K = C. Wenn nichts anderes gesagt
wird, wird immer K = R angenommen. Dann wird V als reeller Vek-
torraum bezeichnet. Im Falle K = C heifit V' komplexer Vektorraum.
Allgemein spricht man von einem Vektorraum iiber dem Korper K.

Definition 3.22: Die Elemente der Menge V eines Vektorraums heiflen
Vektoren.

Der Vektorraum setzt sich somit zusammen aus:
e ciner Menge V' (den Vektoren),
e der Abbildung &, die zwei Vektoren addiert,

e und der Abbildung ®, die einen Vektor mit einem Skalar (einem Ele-
ment des Korpers) multipliziert.

Schliefflich miissen die fiinf oben genannten Axiome gelten. Die Multiplika-
tion zweier Vektoren muss nicht definiert sein.

Beispiel 3.23: R" ist ein reeller Vektorraum. Es gilt:

V:R", K:R
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und mit Z, 7 € R” und a € R:

Z+y=(r14+y1,- - Tn+Yn)

a- (axy,...,cmy)

Aber mit dieser Definition eines Vektorraumes ergeben sich auch die auf
Seite 28 angedeuteten unerwarteten Strukturen.

Beispiel 3.24: V = C|a, b] sei die Menge der auf dem Intervall [a,b] defi-
nierten reellen stetigen Funktionen. Die Vektoren dieses Raums sind Funk-
tionen; sie werden also nicht &, 7, ... geschrieben, sondern f(x), g(x),....
Der zugehorige Korper K ist wieder R.

Fir f(z),g(z) € V und o € R gilt:

Beispiel:
fl@)=a? -5
glx)=z+2
(f+9)(x) = f(z) +g(z)
=2? - 5+x+2
2+ —3

Bemerkung 3.25: Die Menge der m x n - Matrizen {iber dem Koérper K
ist ein Vektorraum und wird mit M (m x n, K) bezeichnet. Die Vektoren
in diesem Vektorraum sind also Matrizen. Als @ wahlt man die Matrizen-
addition und als ® die Multiplikation der Matrizen mit einem Skalar. Der
Vektorraum unterscheidet sich nur durch die Schreibweise seiner Elemente
im Rechteck vom Vektorraum K" " und er hat die Dimension m - n. In
Kapitel 4.3 werden wir uns genauer mit diesem Vektorraum beschéftigen.

Beweis: Uberpriifung der Vektorraumaxiome.
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3.1.6 Untervektorrdume (Unterrdume)

Gewisse Teilmengen eines Vektorraums sind wieder Vektorrdume.

Definition 3.26: Es sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper K. Eine
Teilmenge U C V heifit Untervektorraum oder Unterraum von V', wenn
U # 0 (leere Menge) und V 2,y € U und alle A € K gilt: z+y € U, Az € U.

Bemerkung 3.27: Erlduterung: Es sei V' ein Vektorraum. Ist U C V eben-
falls ein Vektorraum, dann nennt man U Untervektorraum von V. Aus
U C V leiten sich mit einer Ausnahme alle Vektorraumaxiome fiir U ab.
Nur die Abgeschlossenheit muss separat tiberpriift werden.

Beispiel 3.28: V = R? ist ein Vektorraum.
U ist gegeben durch U = {(z,0);x €e R} =UCV.
Ist U ein Vektorraum (und damit Untervektorraum von V')?
Es sei u; = (21,0) und ug = (22,0). Dann gilt:
U1+UQ:(.T1—|—£U2,0) eU
Aup = ()\1‘170) eU

= U ist ein Untervektorraum von V.

Bemerkung 3.29: Ist U ein Untervektorraum von V', dann ist der Null-
vektor 0 von V und zu jedem z € U auch —x in U enthalten. Aus der
Definition eines Vektorraums folgt ndmlich, dass 0-z =0 und (—1)-2 = —x
ist.

Bemerkung 3.30: Es sind {0} und V ebenfalls Unterrdume von V.
Bemerkung 3.31: Sind U; und Us Unterrdume von V', dann auch U; NUs.

Frage: Ist U; U Us ebenfalls Unterraum?
Gegenbeispiel:
Ur ={(z,0); z € R}
Uz ={(0,y); y € R}

sind Unterrdume des R2.
U,=U,UUsy

ist die Teilmenge des R? bei der mindestens eine der beiden Koordinaten
gleich 0 ist. Es sei

= mta=(1,1) ¢U,
Damit ist die Abgeschlossenheit verletzt.
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Definition 3.32: Es seien U; und Uy zwei disjunkte Unterrdume von V|
d.h. Uy NU; = {0}. Die Summe oder direkte Summe von U; und Uy ist
dann definiert durch

U+ U ={x+y;z € U,yec U}

Satz 3.33: Sind U; und U zwei Unterrdume von V', dann ist die Summe
U; + Uy wieder Unterraum von V.

Beispiel 3.34:

sind Unterrdume des R2.

Uy=U; + Uy ={(x+0,0+y); z,y € R} = R?

3.2 Lineare Unabhangigkeit, Basis, Dimension

3.2.1 Lineare Unabhangigkeit

Bekanntlich sagt man, R? habe die Dimension 2, R? die Dimension 3 usw.
Auflerdem kann jeder Vektor

T
=1y
z
in der Form
1 0 0
Z=z|0]|4+y|1|+2]|0
0 0 1

d.h. Z als Linearkombination der drei Einheitsvektoren dargestellt werden.
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Definition 3.35: Seien vq,vo,...,v, € V Vektoren eines Vektorraums
V.

(a) Die Addition solcher Vektoren mit Vorfaktoren
MU+ XNvg + -+ Avp, mit N € K
nennt man Linearkombinationen von vy, vo, ..., v,.
(b) Die Menge
L={Mvi+Xva+ -+ v\ e K}CV

aller Linearkombinationen heif3t Lineare Hiille der r» Vektoren
Vlye ooy Up.

Aus der Definition ergibt sich, dass L ein Unterraum von V ist.

Beispiel 3.36: Gegeben seien die Vektoren

1 1
a=12 und b= |0
3 0
Dann ist
0
g=1{2|=1-@+(-1)-be L(@b)
3

eine Linearkombination von @ und b und somit auch in der Linearen Hiille
L(@,b) = {\@ + Aob; A1, A2 € R}
enthalten.
Beispiel 3.37: Beispiele im R3:
L(&1, 85, €3) = {(A1, X2, A3); A1, Ao, A3 € R} =R?
L(e1,€2) = {(A1,A2,0); A1, 2 € R} (x-y-Ebene)
L(e1, 2,61+ €2) = {(AM + A3, A2 + A3,0); A\, A2 € R} (x-y-Ebene)

Der englische Ausdruck fiir ,Lineare Hiille* ist span. Auch im Deutschen
schreibt man oft span(er,es) statt L(é7,€2). Es gibt auch den deutschen
Ausdruck Spann fiir die lineare Hiille, der jedoch eher ungewdhnlich ist.
Géngig ist aber ein Satz wie: Die Vektoren € und €5 spannen die z-y-Ebene

auf.
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Definition 3.38: Spannen die Vektoren den gesamten Raum auf, d.h. gilt
L(vi,...,v,) =V, so nennt man {v,...,v,} ein Erzeugendensystem.

Definition 3.39: Es sei V ein Vektorraum iiber K. Ein r-Tupel
{vi, -+ ,v,} C V heiit linear unabhangig, wenn aus \jv; + Agvg +
<o+ + Apvr = 0 stets folgt, dass A1 = Ao = -+ = A\, = 0 ist.

Erlduterung: Lineare Unabhéngigkeit heifit:
e Keiner der Vektoren ist eine Linearkombination der iibrigen.
e Keiner der Vektoren ist der Nullvektor.

Beispiel 3.40: (R")
Zwei Vektoren v7 und v sind linear abhéngig, wenn die Gleichung

AUL+ XUy =0

mit A\; oder Ao # 0 gilt. Sagen wir, die Gleichung gelte fiir \; # 0 (fiir Ay # 0
ist die Rechnung &quivalent). Dann ist

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder 7 = 0 und A2 = 0 (aber \; #
0) ist oder ¥} und ¥y parallel sind. Zwei Vektoren des R™ sind also genau
dann linear abhéngig, wenn sie entweder parallel sind oder einer der beiden
Vektoren der Nullvektor ist.

Fir n Vektoren v1,...,9, gilt, dass Sie genau dann linear abhéingig sind,
wenn

gilt, wobei mindestens einer der Vorfaktoren Ai,..., A\, # 0 ist. Sagen wir
A1 # 0 (fur die anderen ); ist die Rechnung dquivalent). Dann gilt die
Gleichung in zwei Fallen:

1. v1 = 0. Dann koénnen alle anderen \; = 0 sein.

2. U1 = —)%1()\2172 + ...+ \U,). Dann ist v7 eine Linearkombination der
anderen ;.

Bemerkung 3.41: Vektoren v aus der linearen Hiille der {vy} sind eindeu-
tig darstellbar, wenn die {vy} linear unabhéngig sind.
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BEWEIS Es seien

V= QU1 + Qv2 + ... + apU,
= [1v1 + Bavs + ... + Bpuy

zwei verschiedene Darstellungen von v. Dann folgt daraus:
(1 = Br)vr + (a2 — B2)va + ... + (n — Bp)vn =0

Sind v1, ..., v, linear unabhéngig, sind alle Differenzen «,, — 3, gleich 0. &

3.2.1.1 Nachweis der linearen Unabhangigkeit im Vektorraum R"

Die Gleichung
MUL+ ...+ AU, =0

ist ein lineares Gleichungssystem, das sich fiir beliebige n 16sen lésst.

Beispiel 3.42:
1 2

_)1 = 2 ) 172 = 3 ) _’3 = 2
1 1

fiihrt zum Gleichungssystem

M+ 20— A3 =0
2A14 3o+ 2X3 =
A1+ Ao+5A3 = 0

[en}

Die Losung nach dem Gauf-Schema ergibt:

|
N PO POt N =
O O OO O oo oo

O O RO O RFE N
|
O = N = =N =W DN

Daraus folgt A3 = Ay = A1 = 0.

Beispiel 3.43: Was wiirde passieren, wenn die Vektoren linear abhéngig
wéaren?

1 2 -1

=12, vo=|3], v3= 2

1 1 3
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ergibt

f=JRTSGEY I NN N IO O
oo oloocolooo

OO RIO O FFND =
|
O~ N~ - N~ W

Es gibt nur noch zwei Gleichungen mit drei Unbekannten, so dass zur Lo-
sung A\;=Xo=XA3=0 (Triviallsung) noch andere Losungen hinzukommen. In
diesem Fall sind dies:

A1 —7
)\2 =«
A3 1

3.2.1.2 Lineare Unabhangigkeit von n Vektoren des R"

Dieser Fall fiihrt auf ein n x n-Gleichungssystem. Wir haben gesehen, dass
sich ein 3 x 3-Gleichungssystem genau dann eindeutig losen lasst, wenn die
Determinante der Koeffizientenmatrix A ungleich 0 ist. In Kapitel 4.4.2 wer-
den wir sehen, dass dies nicht nur fiir 3 x 3 -, sondern allgemein fiir quadra-
tische Gleichungssysteme gilt. Da A\j=...=\,=0 auf jeden Fall Losung ist,
folgt:

det(A)#0 < Losung des Gleichungssystems ist eindeutig
< Nur A\; = ... = )\, =0 ist Losung
< Die Vektoren sind linear unabhéngig.

Es wiirde in den vorigen Beispielen also schon ausreichen, die Determinan-
ten der Koeffizientenmatrizen zu priifen. Fiir das erste, linear unabhéngige
Beispiel gilt:

12 -1
det | 23 2| =-2
11 5

Fiir das zweite, linear abhédngige Beispiel ist:

12-1
det [ 23 2| =0
11 3
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3.2.1.3 Nachweis der Linearen Unabhingigkeit im Vektorraum
Cla, b

Formal ist hier die identische Eigenschaft wie im Vektorraum R™ zu priifen,
es ergeben sich jedoch unterschiedliche Auspriagungen:

ullvektor 0
statt: )\1’(714-. +)\’l77«— = MN=...=X=0
jetzt: )\1f1(.’1§') .+ A fr @\i )\1 —

Nullfunktion 0(z)
Ergibt 0 fiir alle x.

Il
|
>
3
o

Beispiel 3.44: Beispiele von linear abhéngigen Funktionen:
e Die Funktionen
file) =z fo(z) =2%  fy(z) =2" -2z
sind auf einem beliebigen Intervall [a, b] linear abhéngig, denn
2f1(x) — fo(x) + f3(z) =22 —2® + 22 - 20 =0 VzeR
e Die Funktionen
file) =sin’(z);  fa(z) = cos*(z);  fs(z) =1
sind auf einem beliebigen Intervall [a, b] linear abhéngig, denn

fi(@) + fa(z) — f3(x) = cos®(z) +sin®(z) —1=0 VzecR

Beispiel 3.45: Beispiele von linear unabhéngigen Funktionen:
Die Funktionen

filz) = 2% falz) =
sind auf einem beliebigen Intervall [a, b] linear unabhéngig. Beweis: Zur Lo-
sung der Gleichung
Mfi(2) + Xafo(z) = M2 + dgz = 0

ist eine Fallunterscheidung nétig.

(1) )\1 =0 = )\Q:L‘ =0
Dies ist fur alle z nur der Fall, wenn Ay = 0.

2)M#£0 = $2+3\\—3$:O
Diese Gleichung ist erfiillt fir = 0 und « = —i—f, aber nicht fiir alle z.

Somit bleibt fiir alle z als einzige Losung A\; = Ao = 0. fi(z) und f2(z) sind
also linear unabhéngig.



3.2. LINEARE UNABHANGIGKEIT, BASIS, DIMENSION 95

Allgemeines Testverfahren auf Lineare Unabhangigkeit: Wie {iber-
prift man, ob eine Menge von Funktionen linear unabhéngig auf einem
Intervall [a, b] ist? Es ist zu ermitteln, ob die Gleichung

W)= Mfilx)+...+ Afo(z) =0 Vaxelab] (1)
andere Losungen auler A\i=...=M\,,=0 besitzt.

Ansatz: Man wahlt willkiirlich n x-Werte aus dem Intervall aus und ersetzt
Gleichung (1) durch:

l(x)=Mfi(z)+ ...+ Afu(x) =0 firz=ux1,...,2, (2)

(2) unterscheidet sich von (1) dadurch, dass A\ fi(z) + ... + A1 fn(x) nicht
mehr auf dem ganzen Intervall gleich 0 sein muss, sondern nur an den ausge-
wéahlten Punkten. Dies ist wesentlich leichter nachzupriifen. Man kann jetzt
Folgendes sagen:

o \i=...=)\,=0 ist auf jeden Fall Losung von (1) und (2).
e Andere Losungen von (1) miissen auch Losungen von (2) sein.

e Andere Losungen von (2) miissen nicht Losungen von (1) sein, denn
[(x) kann auf anderen Punkten als den ausgewéhlten immer noch # 0
sein.

Das bedeutet:

e Wenn (2) nur die Lésung A\j=...=X,=0 hat, dann hat auch (1) nur
diese Losung und die Funktionen sind linear unabhangig.

e Wenn (2) andere Losungen als A;=. .. =\,=0 hat, kann man gar nichts
sagen, denn diese Losungen miissen nicht Losung von (1) sein. Man
kann mit dieser Methode keine lineare Abhéngigkeit beweisen, sondern
es nur mit anderen Stellen noch einmal probieren.

Darauf baut sich das folgende Losungsschema auf:
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Auswahlen von n Stellen
aus dem Intervall (n: An-
zahl der Funktionen)

Sind die Funktionen an Die Funktionen sind im ge-
— den n Stellen linear un-t— samten Intervall linear un-
nein . Ja .
abhéngig? abhéngig.

Wie man leicht sieht, fithrt das Verfahren in eine Endlosschleife, falls die
Funktionen linear abhéngig sind. Hierzu bendtigt man andere Verfahren.

Beispiel 3.46:
fi@)=1; folx) =2% f3(z) =2 im Intervall [—3, 3]

Daraus folgt die Gleichung A; + Aoz? + Azz* = 0. Wihle 3 2-Werte, z.B. -1,
1 und 2. Daraus ergibt sich das Gleichungssystem

r=—-—1 = M+ A+ A3 =0
r= 1 = AL+ A+ A3 =
r= 2 = A +4X +16A3 = 0

)

Die Determinante ist
11 1
det| 11 1] =0
1416

Es ist noch nicht moglich, eine Aussage zu machen. Wéhle neue x-Werte,
z.B. 0, 1 und 2.

A1 +0X+ 0A3 =0
A+ A+ A
A1+ 4Xd +16A3 = 0

I
o

B8 8
M&O
414

Die Determinante ist
10 0

det[ 11 1] =12
1416

Also sind 1, z2 und z* linear unabhiingig. Im Verlauf der Vorlesung werden
wir noch eine einfachere Methode kennenlernen, die lineare Unabhéngigkeit
von Polynomen zu tberpriifen.



3.2. LINEARE UNABHANGIGKEIT, BASIS, DIMENSION 97

3.2.2 Basis und Dimension

Definition 3.47: Es sei V ein Vektorraum tiber K. {vi, -+ ,v,} C
V' heifit Basis oder minimales Erzeugendensystem von V', wenn
{v1,- -+, vy} linear unabhéngig sind und V deren Lineare Hiille ist.

Definition 3.48: Sei{vy,--- ,v,} eine Basis von V und v € V ein beliebiger
Vektor, dann heifien die Vorfaktoren (A1,---,\,) € K™ der Linearkombina-
tion

V=AU + ...+ A\Up
Koordinaten des Vektors v bzgl. der Basis {vy, - ,vp}.

Bemerkung 3.49: Die Koordinaten eines Vektors bzgl. einer gegebenen
Basis sind eindeutig.

BEWEIS Da V die lineare Hiille von {v1, ..., v,} ist, existiert zu jedem v € V
mindestens ein (A1,...,\,) € K", so dass gilt:

V=MV + ...+ A\Un

Da {v1,...,v,} linear unabhéngig sind, ist diese Darstellung eindeutig. m

Definition 3.50: Besitzt der Vektorraum V eine Basis {v1,- -+ ,v,}, so
heilt n die Dimension von V.
Bezeichnung : dim(V') = n.

Frage: Ist die Dimension n eindeutig, wenn sie ( in N ) existiert? Zur Klarung
dieser Frage bendtigen wir 3 Sétze:

e Basisergéinzungssatz

e Austauschlemmal

e Eindeutigkeit der Dimension

Satz 3.51: (Basiserginzungssatz) Sei V' ein Vektorraum iiber K und
seien
VigyeooyUp,W1,y...,Wg

Vektoren in V. Ist {v1,...,v,} linear unabhéngig und ist
L(vi,...,vp,w1,...,ws) =V,

dann kann man {v1,...,v,} durch evtl. Hinzunahme geeigneter Vektoren
aus {wi,...,ws} zu einer Basis von V ergénzen.

'Ein Lemma ist ein Satz, der seine Bedeutung vor allem als Hilfssatz im Beweis eines
wichtigeren Satzes hat.
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BEWEIS Falls schon L(v1,...,v,) = V, dann ist nichts mehr zu beweisen.

Wir betrachten also den Fall
L(Ul,. . .7’07-) ;é V.

Dann existiert mindestens ein w; mit w; ¢ L(v1,...,v,); denn wéren alle w; € L(v1,...,v,),
dann miusste L(vi,...,vr) = L(v1,...,0r,w1,...,ws) = V gelten, was der Annahme
L(vi,...,v,) # V widerspricht.

Die Menge {w;,v1,...,vr} ist linear unabhéngig, denn aus Z;Zl Ajv; + Aw; = 0 folgt
A=0,daw; ¢ L(vi,...,v,), und weiter folgt dann \; = 0V 7, da alle v; linear unabhingig
sind.

Moglicherweise ist die Menge {w;, v1,. .., v, } aber noch keine Basis. Dann wird der vorige
Schritt wiederholt und es werden solange weitere w; dazugenommen, bis sie {v1,..., v}
zu einer Basis von V ergédnzen. Dies ist nach endlich vielen Schritten moglich, da sich
ergibt: L(vi,...,vp, w1,...,ws) = V. n

Beispiel 3.52: Es sei V der R3. Weiterhin sei

1 = (1,0,0); vy = (0,1,0).
¥1 und ¥ sind linear unabhingig. Auflerdem sei

wp = (1,1,0); we = (0,0,1).

Da L(#y, 0, w1, W) = R3, sind die Voraussetzungen fiir den Basisergin-
zungssatz erfiillt.

Der Satz sagt: Da {7, 7} keine Basis des R3 ist, ist mindestens eine der
Kombinationen {, Uiy, Wy }, {1, U2, Wa} oder {¥y, U2, W, wa} eine Basis des
R3, d.h. linear unabhingig und mit R? als linearer Hiille. In diesem Beispiel
sind das die Vektoren {07, U, ws}. Alle vier Vektoren sind keine Basis des
R3, da sie linear abhingig sind.

Satz 3.53: (Austauschlemma): Sind {vi,...,v,} und {wy,...,wy} Ba-
sen eines Vektorraums V iiber K, dann gibt es zu jedem v; ein wj, so dass
aus {vi,...,v,} wieder eine Basis entsteht, wenn man in ihr v; durch w;
ersetzt.

Beispiel 3.54: Ein einfaches Beispiel im R3:
U = (17030); Uy = (07170); U3 = (0707 1)
wh = (2,0,0); wy = (0,2,0); ws = (0,0,3)

{1, U, U3} und {1, W, w3} sind Basen des R3. Aus der ersten Basis wird
vg entfernt. Der Satz sagt jetzt: Ich kann dafiir einen der drei w;-Vektoren
einsetzen, so dass wieder eine Basis entsteht.

Im Beispiel ist dies 3. {01, U2, W3} ist eine Basis des R3,
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BEWEIS Es seien {v1,...,v,} und {w1,..., w1} zwei Basen von V. Aus der ersten Basis
wird der Vektor v; gestrichen. Fiir die restliche Menge {v1,...,vi—1, Vit1,...,0n} gilt

L(Ul,A ey Vi—1,Vi41y .- ,Un) ;é V7

denn ware L(v1,...,0i—1,Vit1,...,0s) = V, dann wéire auch

v; € L(v1,...,Vi—1,Vit1,...,Vn), lieBe sich also durch eine Linearkombination der restli-
chen Vektoren darstellen. Damit wéren {v1,...,v,} linear abhingig und keine Basis, was
in Widerspruch zur Voraussetzung steht.

Damit existiert nach dem Basisergdnzungssatz ein w; mit
wj Q L(’U1, ey V=1, V541, - - - ,’Un)
und die Vektoren
{1}1, ey Vi—1,Vi415...,Un, U)j}

sind linear unabhéngig.

Sind die Vektoren auch eine Basis? Wiren sie keine Basis, konnten Sie durch einen der
Vektoren
{vi,...,vn}
zu einer Basis ergénzt werden. Alle Vektoren aufler v; kommen dazu trivialerweise nicht in
Frage. Aber auch v; ist nicht moglich. In diesem Fall wére die Basis ndmlich {v1, ..., vn, w;}.
Da aber bereits {v1, ..., v, } eine Basis ist, ist w; linear abhéngig von diesen Vektoren und
{v1,...,vn,w;} ist keine Basis. Damit muss
{1)1, ey Vi—1,Vi415...,Un, w]'}

bereits eine Basis von V sein. n

Damit kommt man jetzt zur Eindeutigkeit der Dimension eines endlichdi-
mensionalen Raumes.

Satz 3.55: (Eindeutigkeit der Dimension): Sind {vy,...,v,} und {wy, ...
Basen eines Vektorraums V iiber K, dann ist n = m.

BEWEIS Nimmt man n < m an (der Fall n > m ist dquivalent), dann kann
man mit Hilfe des Austauschlemmas aus der Basis {w1,...,w,,} eine Basis
{v1, ..., Uny W41, ..., Wn} herstellen. Nun war aber {vy,...,v,} bereits eine
Basis, so dass {v1,...,Un, Wpt1,..., Wy} linear abhéngig sein miissen. Dies
ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Basiselemente. n

Damit kénnen wir folgende Bemerkung aufstellen, die uns bei der Suche nach
einer geeigneten Basis fiir einen vorgegeben Vektorraum einen entscheiden-
den Hinweis liefert:

Bemerkung 3.56: Ist dim(V) = n und sind {0i,...,7,} n linear unab-
hingige Vektoren in V', so ist {#7,...,7,} eine Basis von V.

Bewers Ware {91,...,0,} keine Basis von V, so kénnte man {71,...,7,}
nach dem Basisergdnzungssatz um k > 1 Vektoren aus einer Basis {1, ..., W, }

zu einer Basis ergdnzen. Dann jedoch gébe es eine Basis der Dimension n+k,
was ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Dimension ist. n
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Beispiel 3.57: Zeigen Sie, dass 1 = (1,0) und ¥ = (0,1) eine Basis des

R? sind.
/\1'<(1)>+)\2'((1)>:0 = )\1:)\2:0

= 1 und ¥ sind linear unabhingig. Da die Dimension des R? gleich 2 ist,
sind die beiden Vektoren auch eine Basis des R2.

3.2.3 Unendliche Mengen linear unabhingiger Vektoren

Beispiel 3.58: Beispiel einer unendlichen Menge linear unabhéngiger Ele-
mente in C[0, 1]. Es seien stetige Funktionen f,, definiert durch

0, v ¢ [171%7 %1]
fulz) = 1, x:(m-i-ﬁ)/Z ,neN
linear auf den Zwischenintervallen

Die Menge {f1, -, fn} ist linear unabhéngig fiir jedes n € N. Die folgende
Abbildung zeigt die Funktionen f1, fo, f3, wobei die ”"Dreiecke” von rechts
nach links jeweils die Graphen der Funktionen fi, fo, f3 darstellen. Aufler-
halb sind die Funktionswerte jeweils gleich Null.

0.8+

0.6+

0.4+

0.2

3.3 Polynome

3.3.1 Polynome und Lineare Unabhingigkeit

Die einfachste Anwendung der Theorie der Vektorrdume im Bereich der
Funktionen ist der Vektorraum der Polynome. Polynome sind einfache Funk-
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tionen mit sehr vielen weiteren speziellen Eigenschaften, die mit algebrai-
schen Mitteln behandelt werden kénnen.

Definition 3.59: Ein Polynom (in z) (oder ganzrationale Funktion) ist ein
Ausdruck der Form
() = pp(z) = ap + 17 + agz? + - + apa™ = P apa®

=" + ap12" 4+t aw+ag = Y, Ay F

Die Zahlen ap € R, k = 0,1,2,...,n, heifen Koeffizienten, a,, heifit
Leitkoeffizient. Ist a,, # 0, so heifit n Grad des Polynoms. Im Fall a,, =1
heifit das Polynom normiert.

Eine wichtige Eigenschaft ist das Abdividieren von Nullstellen. In den fol-
genden Satzen soll gezeigt werden, dass ein Polynom vom Grad n hochstens
n reelle Nullstellen hat. Dazu gibt es zunéchst ein einfaches Ergebnis:

Satz 3.60: Ist xg eine beliebige reelle Zahl und n € N, dann gilt fiir alle
reR
pn(z) = (z — z0)pn-1(z) + 1,
wobei p,—1 ein Polynom vom Grade n — 1 ist und r nicht von x abhéngt.
BeEwEis Vollstandige Induktion:
e Induktionsanfang: n =1
pi(r) = a1z + ag
= ai(x — x0) + a120 + ag

=a(z—x0)+7r

e Induktionsannahme: Der Satz gilt fiir p,(x).
e Induktionsbehauptung: Der Satz gilt auch fiir p,41(x)
o Beweis:

Pn+1 (-T) = pn(l')x + ap

= ((x — zo)pn—1(z) + 1) -+ ag
=0

—_——
(x — x0)pn—1(z) + rz + ap+ raxo — rxo

x
x(x — xo)pn—1(x) + r(x — x0) + rro + ap
ﬁn(x) S
—_—— —_—
= (z — o) (xpp—1 + 1) + 120 + Q0

= (z = x0)pn(z) + s
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Bemerkung 3.61: Es gilt r = p,(z0).

BEWEIS

Pn(x0) = (20 — 20)pn—1(z0) + 1
=T

Bemerkung 3.62: Ist xy Nullstelle von p,,, dann gilt

pn(@) = (2 = 20)pn-1(2).

BEWEIS Ist 2y eine Nullstelle, dann gilt p,(xz9) = 0. Da aber nach der
vorigen Bemerkung auch gilt » = p,,(z0), ist » = 0 und

pn(T) = ( — T0)pn—1(2).
n

Die letzte Folgerung kann man jetzt auf p,_1; anwenden und dies solange
fortsetzen, bis man Folgendes erhélt:

Satz 3.63: Hat das Polynom p, n Nullstellen, dann gilt die Faktorzerle-
gung
pn(z) = (x —x1)(x — 22) -+ - (T — T ) Oy

Daraus folgt direkt:

Satz 3.64: Ein Polynom vom Grade n hat héchstens n Nullstellen.
Dies gilt auch im Komplexen. AuBlerdem koénnen einige der Nullstellen xy,
gleich sein.

Satz 3.65: Hat ein Polynom vom Grade < n mehr als n Nullstellen, dann
ist es das Nullpolynom d.h. es gilt ag=a;=...= a,, = 0. Das Nullpolynom ist
das Polynom vom Grade Null, das iiberall den (konstanten) Funktionswert

Null hat.
Daraus ergibt sich

Satz 3.66: Die Funktionen {1,z,22%,...,2"} sind auf jedem Intervall
[a, b] € R linear unabhéngig. Aulerdem bilden diese Funktionen im Vek-
torraum P,, der Polynome vom Grade < n eine Basis.
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BEWEIS Lineare Unabhéingigkeit bedeutet:
)\0+)\1x+...+)\nm”:OVxe[a,b] = XM=AM=...=)X,=0

Ao+ Mz + ...+ \z™ =0 Vx € [a,b] bedeutet, dass das Polynom auf dem
ganzen Intervall [a, b] gleich 0 sein muss, fiir a # b sind das unendlich viele
Nullstellen. Das sind mehr als n Nullstellen, weswegen die einzige Losung

das Nullpolynom ist, also \g = Ay = ... = A, = 0. Darum sind {1, z, ..., 2"}
auf jedem Intervall [a, b] linear unabhéngig. Da L({1,z,...,2"}) = P, ist,
bilden die Polynome auch eine Basis. n

Der Vektorraum der Polynome P, ist von der Dimension n 4+ 1 und die
Funktionen {1,z,2%, ..., 2"} sind eine Basis des P,.

Bemerkung 3.67: Zwei Polynome haben also genau dann fiir alle z € R
den gleichen Funktionswert, falls alle Koeffizienten gleich sind.

Bemerkung 3.68: Stimmen zwei Polynome vom Grade < n in mindestens
(n+ 1) Stellen iiberein, dann sind sie gleich, d.h. fir

pn(z) = Z akxk und ¢, (z) = Z bk:xlC
k=0 k=0

gilt dann
ap =bp, k=0,1,... n.

BEWwEIS Das Differenzpolynom d,(x) ist definiert als

n

dn(2) = pu(2) — gu(x) = D (ar, — bp)z"
k=0

Da d,,(z) nach Voraussetzung mindestens n+1 Nullstellen hat, ist d,,(x) = 0.
Also gilt: pp(z) = gn(z).

Satz 3.69: Ein Polynom p, von Grade < n ist durch die Angabe
von n + 1 Punkten (z,yr) mit paarweise verschiedenen zj durch
Yr = pn(xk) eindeutig bestimmt. Dies ist das sogenannte Interpolati-
onspolynom.

Beispiel 3.70: Nach dem obigen Satz ist die Parabel (Polynom vom Grad
2) durch die drei Punkte (—2/1),(—1/ — 1) und (1/1) eindeutig. Die allge-
meine Form des Polynoms ist f(z) = ax?+ bz +c. Einsetzen der drei Punkte
ergibt die Gleichungen:
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(1/1): 1= a+b+c
(-1/-1): —-1l=a-b+c
(=2/1): 1= 4a—2b+c

Zu 16sen ist also das Gleichungssystem:

1 111
1-11(-1
4-21|1

Die Berechnung mit Matlab ergibt:

>>a=[1111;1-11-1;4 -2 1 1];
>> rref(a)

ans =

1 0 1
1 0 1
0 1 -1

Das Ergebnis ist also a = 1;b = 1;¢ = —1. Somit ist das Ergebnispolynom:

flx)y=2+2 -1

3.3.2 Test auf lineare Unabhiangigkeit von Polynomen

Es seien pi(x), ..., pn(z) Polynome vom Grad < m. Lineare Unabhéngigkeit

der Polynome bedeutet, dass

Ap1(T) + Aapa(®) + ... + Appp(z) =0

keine andere Losungen aufier \j=MXy = ... = 0 besitzt. Jedes Polynom p;(z)

lasst sich schreiben als

bio
Pi1
pi(z) = pio + pirx + ...+ pimz™ = (| .

Pim
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Damit gilt:

0= )\1p1($) +...+ )\npn(x)

D10 1 Dno 1
= A pzll ) x Y4 A piﬂ : x )
pl'm xm pr;m xm
P10 Do 1
" P11 A Pr:u 7 96 >
Pim pr;m CB;”
Da {1,z,...,2™} linear unabhéngig ist, folgt daraus:
P10 Pno
VN R TS W (R
Pim Pnm

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Variablen {A1,..., A\, }. Gibt
es andere Losungen, als \j=...=\,=0, sind die Polynome linear abhéngig,
sonst sind die Polynome linear unabhéngig.

Beispiel 3.71: Sind die Polynome

pi(z) = (1— :c)z; po(x) = (1 —2)x; p3(z) = 2

linear unabhéngig? Es gilt:

1 1
pE)=0-2)?=2-2z+1=(| 2|, =z |)

1 x?
0 1
pg(:c):(l—x)x:—x2+x:< 11,1 = |)
—1 x2
0 1
p3($)=$2—< 0, = |)
1 22

Das zu losende Gleichungssystem ist also:
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1 00
-2 10
1-11
1 00
0 10
0-11
1 00
0 10
0 01

O O OO O oo oo

Damit ergibt sich als einzige Losung Aj=A2=A3=0 und die Polynome sind
linear unabhéngig.
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3.4 Skalarprodukt, euklidische und unitire Rau-
me

3.4.1 Das Skalarprodukt

Erinnern wir uns: In Kapitel 2.1.4 hatten wir das Skalarprodukt bereits fiir
den Vektorraum R™ definiert. Diese Definition kann erweitert werden auf
zwei Vektoren eines beliebigen Vektorraums.

Satz 3.72: Sind a, b und ¢ Elemente eines Vektorraums V iiber einem
Korper K € {R,C}, dann definiert man ein Skalarprodukt

(a,b) : V xV - K
durch folgende Eigenschaften:

SP1: Es gilt
(b,a) fiir beliebige K aufler C
<a7 b> =

(b,a) fir K =C.
SP2: Wenn a, b, ¢ drei Vektoren sind, dann ist

(a,(b+c)) = (a,b) + (a,c)
((a+b),c) =(a,c) + (b,c)

SP3: Sei A € K, dann gilt:

(a, Ab) fiir beliebige K aufler C
(Aa,b) = AMa, b) =
{a,\b) fiir K = C.

SP4: Wenn a = 0 der Nullvektor ist, dann ist (a,a) = 0; sonst ist
(a,a) > 0.

Bemerkung 3.73: (a,a) € R gilt auch fiir K = C, so dass das ,>“ in der
letzten Bedingung auch wirklich definiert ist.

BEWEIS Nach Bedingung SP1 muss gelten: (a,a) = (a,a), so dass der Ima-
gindranteil 0 sein muss. n

Nicht alle Vektorrdume miissen auch ein Skalarprodukt besitzen. Bisher ha-
ben wir nur ein Skalarpodukt benutzt, ndmlich das Standardskalarprodukt
im R™. Wir werden jetzt auch
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e fiir andere Vektorrdume Skalarprodukte definieren, beispielsweise fiir
Cla,b].

e weitere Skalarprodukte fiir den R™ definieren.

Beispiel 3.74: Es sei CJa, b] der lineare Raum der auf dem abgeschlossenen
Intervall [a,b] C R stetigen reellen Funktionen. Dann ist

b
(f.g) = / f@)-g@)dz;  f.g € Cla,b]

ein Skalarprodukt auf C|a, b].

Beweis Fir alle f, g € Cla, b] gilt

SP1:
b
9= [ 1@
= [ oe)- sy
(9, f)
SP2:
b
(g4 0 = [ 1@ (9la) +hia)) do
= [ gt + (@) hia) o
_/ (f(x) dx+/ dr
=(f9) + (f,h>
SP3:

SP4.:

Da f(z)?> >0V x € [a,b] ist auch ff f(x)%dx > 0 und es gilt

/bf(ﬂi)zd:vzo & f(z)=0Vzxe€la,b.
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Beispiel 3.75: Im R? ist durch

<$7 y> =a-11y1 +b- (331y2 + 1’23/1) +c- 2212
ein Skalarprodukt definiert, falls a > 0 ist und ac — b > 0 ist.

BEWEIS

SP1:
(z,y) = a-z1y1 + b (v1y2 + T2y1) + ¢ T2Y2
=a-y1w1 +b- (Y122 + yor1) + ¢ - Y22
= (y, )
SP2:
(,y+2)=a-21(y1 +21) + b (21(y2 + 22) + 22(y1 + 21)) + ¢ 22(Y2 + 22)
=a-zy1 +b- (T1y2 + x2y1) + ¢ x2y2 +a-x121 + b (T122 + 2221) + ¢ - T220
(z,y) + (z,2)

SP3:
(Az,y) = a - Aw1y1 + b - (Az1y2 + Az2y1) + ¢ - Aw2ys
=Xa-z1y1 + b (x1y2 + 2291) + ¢ - T2Yy2)
= Az, y)

(r,z) =a- 23 +2b- (z122) + ¢ - 23

2b
= a(2? + ;.%'1.%2) +c-a3

=0

2b b? b?
= a(2? + — 12 + Exg - ﬁxg) + ¢ 3
bQ

2 2

9
= al\xr —XT — —X C-X
(1—|—a2) . 5+ 2

>0 >0
>0 —_———— /_’TZO
NG b ca —b*)7 N
="a (:n1+ax2)2+(a)x%

>0

(x,z) = 0 gilt genau dann, wenn (1 + 2:02)2 = 0 und 73 = 0. Aus beiden
Bedingungen zusammen folgt x1 = x9 = 0. Das Standardskalarprodukt im
R? ergibt sich aus dem Spezialfall a = ¢ = 1;b = 0. Die Skalarprodukte, die
durch eine andere Wahl von a, b und ¢ entstehen, haben keiner anschauliche
Bedeutung. n

Im nachfolgenden Beispiel wird der Unterschied der Skalarprodukte noch
einmal deutlich.
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Beispiel 3.76: Fiir das Skalarprodukt aus dem vorigen Beispiel sei a = ¢ =
2 und b = 1. Die beiden Bedingungen a > 0 und ac — b* > 0 sind erfiillt. Es

sei
1 0
x—<0> und y—<1>.

Damit gilt fiir das oben vorgestellte Skalarprodukt:
(,y) =2-1-04+1-(1-14+0-0)+2-0-1=1
Das Standardskalarprodukt (a = ¢ =1;b = 0) ist

<$,y> =

Beispiel 3.77: Auf dem linearen Raum C selbst ist durch
(zy2w)y=z-w Vz,weC
ein komplexes Skalarprodukt definiert. Es gilt dann z.B.

(2,2) = 2-Z = |z|2

Definition 3.78: Des Weiteren ist folgende Terminologie bzgl. Vektorrau-
men {blich:

e Linearer Raum, linearer Vektorraum: Gleichbedeutend mit Vek-
torraum.

e Linearer Unterraum: Gleichbedeutend mit Untervektorraum.
e Reeller Vektorraum: Vektorraum iiber dem Korper R.
¢ Komplexer Vektorraum: Vektorraum iiber dem Korper C.

e Euklidischer Vektorraum: Reeller Vektorraum mit definiertem Ska-
larprodukt (Bedingungen SP1-4).

e Unitirer Vektorraum: Komplexer Vektorraum mit definiertem Ska-
larprodukt. Euklidische Rdume sind reelle unitdre Rdume.

Grafisch kann man die Zusammenhénge als Mengendiagramm wie folgt dar-
stellen:
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komplexer VR

reeller VR

euklidischer VR

Definition 3.79: Das Skalarprodukt ist nur ein Spezialfall einer sogenann-
ten Linearform:

e Fiir eine Linearform in der ersten Variablen gilt:

(a+b,c) ={a,c)+ (b,c)
(Aa,c) = Na,c)

e Fiir eine Linearform in der zweiten Variablen gilt:

(a,b+c) = (a,b) + (a,c)
(a, \c) = Xa, c)

e Bilinearform: Linearform in der ersten und in der zweiten Variablen.

Bemerkung 3.80: Skalarprodukte in euklidischen Vektorrdumen sind we-
gen SP1-3 Bilinearformen. Skalarprodukte in unitdren Vektorrdumen sind
Linearformen in der ersten Variablen, miissen aber keine Bilinearformen
sein.

Somit ergibt sich die folgende Mengendarstellung:

LF 1. Variable

Bilinear=
form

LF 2. Variable

SP in
euklidischen
VR

SP in
unitaren VR
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3.4.2 Die Norm eines Skalarprodukts

Definition 3.81: In einem unitdren (bzw. euklidischen) Raum kann
man mit Hilfe des Skalarprodukts eine (Standard-)Norm durch

]l =/ {z, )

definieren. Die Bedingungen (NO) bis (N4) aus Kapitel 2.1.5 werden
dadurch erfiillt.

Zur Erinnerung: Die Bedingungen einer Norm sind:

NO: |lz|| € R.

N1: lz]| >0 Ve eV

N2: |lz]| =0 & x=0

N3: |Az|| = |Al||x]] VeeV, AeC

N4: |z +yl| < |lz|| + [yl Va,y € V. (Dreiecksungleichung)

NO ergibt sich aus SP1C: (a, a) = (a,a) = Im({(a, a)) = 0. Die Eigenschaften
N1-4 wurden bereits in Definition 2.10 fiir den euklidischen Raum R"™ herge-
leitet. Fir die Eigenschaften N1-3 haben wir dazu nur die Gleichung ||z| =
V/(z, z) verwendet und keine der speziellen Eigenschaften des R™ benétigt.
N1-3 brauchen deshalb nicht noch einmal neu bewiesen zu werden. Fiir den
Beweis von N4 haben wir jedoch die Eigenschaft (Z,9) = x1y1 + ... + Znyn
verwendet und miissen den Satz noch einmal allgemein fiir unitdre Rdume
beweisen.

BEWEIS (Beweis der Schwarzschen Ungleichung): Fiir alle z,y € V und A € C gilt:
(z + Ay, z + Ay) > 0.

Es wird jetzt ein spezielles A eingesetzt, so dass sich aus dieser Gleichung die Schwarzsche
Ungleichung ergibt. Da wir in komplexen Vektorrdumen sind, wenden wir die Regeln des
unitdren Skalarprodukts an und erhalten zunéachst:

(z,2) + Xz, y) + My, ) + [A*(y,y) > 0.

Fir y = 0 wird die Schwarzsche Ungleichung zu (z,z) > 0 und ist damit erfillt. Wir
beschranken uns daher auf den Fall y # 0 und wéahlen

yo ()
(v, y)

Daraus ergibt sich
X — <y7 .CL‘)

—~
=
<
<
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und man erhéalt

_l), v (@y)
(o) =y @V =y

ﬁ<f2<x,y><y,x> | y)?) > 0

(y,x) + é () 2 0

(z,z) +

(—2<x,y)<1’,y> + |<x,y)\2) > 0

(=2 [z, 9)[* + [z, )*) 2 0

)
w2 (v, 9) =
(z,2)(y,y) > |(z,y)|
lzllllyll > [z, y)l,

wobei im letzten Schritt auf beiden Seiten die positive Wurzel gezogen wurde. Der Beweis
der Dreiecksungleichung aus der Schwarzschen Ungleichung verlauft nun ebenso wie fiir
den Spezialfall aus Satz 2.29. =

Beispiel 3.82: Es sei V = C[—1, 1] mit dem Skalarprodukt

(f,9) = /11 f(x) - g(z)de.

Ferner sei f(z) = 2% € V. Dann ist

1
If@)]2 = |22 = / 22 2%dz

1 1
B
5 1

2
)

3.4.3 Metriken

Der Abstand zweier Punkte wird mit einer sogenannten Metrik berechnet.

Definition 3.83: Eine Metrik ist eine Abbildung d : V x V — R zweier
(Orts-)Vektoren z € V und y € V nach R mit den Eigenschaften:

1. Symmetrie: d(z,y) = d(y, =)
2. Dreiecksungleichung: d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

=0 fir z=y
> (0 sonst

3. Positive Definitheit: d(x,y) {

Bemerkung 3.84: Durch d(z,y) = ||z — y|| ist die durch eine Norm indu-
zierte Standardmetrik definiert.
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3.5 Orthogonalitat

Definition 3.85: Aquivalent zu der Definition im Vektorraum R™ aus Kapi-
tel 2.1.5.3 heiflen zwei Elemente x, y eines euklidischen oder unitdren Raums
orthogonal zueinander, falls gilt (z,y) = 0; Schreibweise: = L y.

Definition 3.86: Die Menge B = {x1, - ,x,} heifit Orthonormalbasis
eines euklidischen bzw. unitdren Raums V, falls gilt

i) B ist eine Basis von V;

ii) simtliche z sind paarweise orthogonal;

iii) fiir smtliche xy, gilt ||z = 1.

Ferner gibt es die Begriffe Orthonormalsystem, Orthogonalsystem und
Orthogonalbasis, die wie folgt zusammenhéngen:

orthogonal | normiert | Basis
Orthogonalsystem X - -
Orthonormalsystem X X -
Orthogonalbasis X - X
Orthonormalbasis X X X

Fiir ein Orthogonalsystem B muss noch gelten: 0 ¢ B

Beispiel 3.87: Die Vektoren

1 0 1
C_l'l = 0 N _’2 = 1 und 63 = 0
0 0 1

sind zwar eine Basis, aber nicht orthogonal, da (dy,ds) = 1 # 0.
Beispiel 3.88: Die Vektoren

1 0 0
671 == 0 y 62 == 1 und 63 == 0
0 0 2

sind eine Basis und orthogonal, aber @3 ist nicht normiert. Also bilden die
drei Vektoren eine Orthogonalbasis.

Beispiel 3.89: Die Vektoren

1 0
[il = 0 und 62 = 1
0 0

sind orthogonal und normiert, bilden aber keine Basis. Es handelt sich also
um ein Orthonormalsystem.
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Beispiel 3.90: Die Vektoren

1 _1
2 2 .
61 = ﬁ y &'2 = ﬁ und C_I:3 = 0
0 0 1

sind eine Basis, orthogonal und normiert. Sie bilden also eine Orthonormal-
basis.

3.5.1 Eigenschaften orthogonaler Vektoren

Definition 3.91: Ist M eine Teilmenge eines euklidischen Vektorraums V/,
dann heifit
Mt ={veVvLlu Yue M}

das orthogonale Komplement von M.

Das orthogonale Komplemtent M= ist also die Menge aller Vektoren, die
senkrecht auf jedem Vektor aus M stehen.

Beispiel 3.92: Es sei V = R3 und M = {(2,0,0)}, also eine Menge mit
nur einem Vektor. Dann ist M+ die Menge aller Vektoren Z, die skalar mit
(2,0,0) multipliziert das Ergebnis 0 ergeben. Dies ist

0
Mt={lal|; abeR}
b

Bemerkung 3.93: M ist ein Untervektorraum von V.

BEwEIs Es ist die Abgeschlossenheit zu priifen. Es gilt fir u € M; z,y €
M+ und )\ € R:
(x+y,u) = (z,u) +(y,u) =0
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Az, u)y = Nzx,u) =0
Damit ist M1 abgeschlossen und somit ein Untervektorraum von V. n

Satz 3.94: Ein Orthonormalsystem ist linear unabhéngig.

BEWEIS Der Beweis beruht darauf, dass in einem Orthonormalsystem (a;, a;) =
05 ist. 0 ist hierbei das sogenannte Kronecker-Symbol. Es gilt:

P 1, k=1
L N R
Der Beweis lautet:

Aai+ ...+ Aan =0 [ag,...)
<ai,)\1a1 + ... +)\nan> =0

Aifai, a;) =0

A =0
Da ¢ alle Werte von 1 bis n annehmen kann, ist \j=...=A,=0und a1 ...a,
sind linear unabhéngig. n

Das Skalarprodukt eines Vektors mit einem Einheitsvektor ist der Betrag der
Lénge der Projektion des Vektors in Richtung des Einheitsvektors. Dieser
Satz wurde in Kapitel 2.1.6.1 bereits gezeigt und es wurden dabei keine
speziellen Eigenschaften des R™ gebraucht. Beispiel:

—
~N W Ot

1
Jo])=5
0

Das fiihrt zu folgendem Satz:

Satz 3.95: Ist B = {vy, - ,v,} eine Orthonormalbasis von V| dann gilt
fiir jedes v € V:

n
v="> (v, v)vg,
k=1
d.h. v hat bzgl. B die Koordinaten {(v,v;);1 <k < n}.

BEWEIS Da B eine Basis ist, gilt immer die Darstellung

n
v = Z AU
k=1
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Bildet man auf beiden Seiten das Skalarprodukt mit v;, dann erhélt man
wegen (v, vy) = g

(v,vl>:)\l<vl,vl>:)\l Vlglgn

Beispiel 3.96: Die Vektoren

!
= oS-

0
und az3=1]0
1

sind eine Orthonormalbasis des R3. Der Vektor ¢ = (5,3, 7) ldsst sich also
als A\1dy + A2do + Asds schreiben. Die Vorfaktoren Ai-Ag ergeben sich aus:

=42

A3 = (U,ds3) =

Also ist T =42 @1 + V2 -dy + 7 - ds.

Satz 3.97: Ist B = {v1, -+ ,v,} ein Orthogonalsystem in V und ist U =
L(B) der von B aufgespannte Unterraum, dann ldsst sich jedes v € V ein-
deutig als Summe v = v 4+ w mit v € U und w € U' schreiben. Es ist

dann >
: <Ua Vg
U= v
kz::l (v, Vk)

und daher

_ . <U7Uk:>
w—v—z Vg

= vk vk)

Die Projektion u von v auf U ist also die Summe der Einzelprojektionen von
v auf die Basisvektoren von U.

BEWEIS Zu zeigen ist, dass tatséchlich w € U~ gilt.

w:v—iiﬁj’vk} v

iz vk, o)
04 ke
" (v, k)
(w,v;) = (v,v;) — kz:; Cor, O8] (Vg, ;)
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Damit ist w € U~L. [

Beispiel 3.98:

1 0
B={lo|.,[1])
0 0

ist sogar ein Orthonormalsystem. Seine lineare Hiille ist
U=L(B)= bl; abeR

Das Orthogonale Komplement U+ = {v € V; v L uV u € U} ist

0
Ut = 0]; ceR
c

Der Satz sagt: Jedes v € V, also jedes v € R? lisst sich zusammensetzen als
Summe aus zwei Vektoren u € U und w € UL, also

a 0
v=|b|+]|0]|; veR? abceR.
0 c

Bemerkung 3.99: Mit Hilfe von Satz 3.97 kénnen wir nun orthogonale
Projektionen auf Unterrdume, also z.B. auch Lotfuflpunkte, berechnen. Die-
se Eigenschaft werden wir in Kapitel 5.3 auch zur Bestimmung von Néahe-
rungslosungen iiberbestimmter Gleichungssysteme nutzen.

Bemerkung 3.100: Geméif der Definition 3.32 der Direkten Summe kann
man V als direkte Summe von U und U~ schreiben, d.h. V = U + U~.

3.5.2 Das Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt

Das Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt wurde unabhéngig
voneinander von Erhard Schmidt (1907) und von Jgrgen Pederson Gram
(1879) verdoffentlicht. Beide gelten als ,,Entdecker® des Verfahrens, wobei im
deutschen Sprachraum manchmal nur vom Orthonormalisierungsverfahren
nach Erhard Schmidt die Rede ist. Allerdings wurde das Verfahren schon
1836 von Cauchy benutzt. Eine vereinfachte Variante heifit das Orthogo-
nalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt. Hier werden die Vektoren nicht
normalisiert.

Was macht das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren?
Gegeben seien m linear unabhingige Vektoren aus einem Vektorraum der
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Dimension n, wobei m < n. Das Verfahren erzeugt daraus einen Satz von
m orthonormalen Vektoren mit der gleichen linearen Hiille.
Beispiel: Die Vektoren

1 3 7
171: 2 ) _"2: 4 y '173— 1
2 5 1

ergeben nach dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren die
Vektoren

s 2y 2y
=2 R'=|-2]; = 1/
2/3 1/3 — 2/3
3.5.2.1 ,,Sinn*“ des Verfahrens

Koénnte man im obigen Beispiel nicht gleich die Vektoren

1 0 0
vt1=|0|; vo=|1]; v3=10
0 0 1

nehmen? Schliellich sind sie auch orthonormal und haben die gleiche lineare
Hiille.

Das Verfahren hat aber folgende Vorteile:

e Zunéchst einmal kann man den Ausgangsvektoren nicht immer direkt
die Losung ansehen, insbesondere, wenn die v; keine Basis oder nicht
aus dem R" sind.

e Esist ein Beweis dafiir, dass n linear unabhéngige Vektoren in n ortho-
normale Vektoren umgewandelt werden kénnen, die die gleiche lineare
Hiille haben. Das heifit auch, dass das Verfahren den Beweis erbringt,
dass die Ausgangsvektoren linear unabhangig waren.

3.5.2.2 Funktionsweise des Verfahrens

Einfaches Beispiel im R?:
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L

iy

1

Schritt 1: ¥; normieren: w; =

Schritt 2a: Projektion von vy auf w; bestimmen: p; = (U, W)W .

=

Schritt 2b: Diese Projektion von ¥5 abziehen. Der Rest steht senkrecht auf
171:

g

_»2 = U2 — <17 ) 1>wl-

)

et

Schritt 3: Diesen Vektor normieren. wy = AR

= w1, W bilden ein Orthonormalsystem. Zusammengefasst:

—

!l

W, = —
A

Ty = Uy — (Ua, W )W

- T2

Drei linear unabhiingige Vektoren im R3: Zunichst werden 2 der 3
Vektoren wie im letzten Beispiel orthonormalisiert.

Von v3 werden die beiden Projektionen auf w; und ws abgezogen. Der Rest
steht senkrecht auf w; und ws.

Proj. auf w;  Proj. auf @

— —

3 =U3— (Us, Wh)wh — (U3, W)

Normieren des senkrechten Vektors:

. T3
w3 = 7577
175]]
Allgemein:
U1
w1 =
o]l
k
Th+1 = Vk4+1 — Z(Ukﬂ, wi)w;
i=1
Wei1 = Tk+1

[resy|
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Beispiel 3.101:

1 3
_'1 =12 s 172 =14 R 273 =11
2 5) 1
Berechnung von w;:
w1l
w1 = 75 =—12
Hvln 3 )
Berechnung von ws:
7o = Uy — (Ua, Wh )W
3 1 1
=14 —--(3+8+10)- 2
5 2
3 1
=|4]- g 2
5 2
9 7 2
e o] = % _
15 14 1
D Y
Wy = v+ — = -2
Wl 3|

Berechnung von ws:

73 = U3 — (U3, W)W — (U3, Wo)Wo
7 1 2
—[1 —é-n% 2 —%-131 9
1 2 1
. [ /63 11 26
=sll o -[22|-| -2
i 9 22 13
26 2
- % 13| = %3 1
—26 -2
N 2
1
TR B
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(1 a2 R
:>w1:§ 21, wo==-|-21], w3=- 1
2 1 -2

3.5.2.3 Bemerkungen zur Orthonormalisierung

Bemerkung 3.102: Es gibt mehrere mogliche Ergebnisse. Diese hangen
davon ab, in welcher Reihenfolge man die Vektoren orthonormalisiert. Eines
ist aber allen Ergebnissen gemeinsam: Sie bilden alle ein Orthonormalsystem
mit der gleichen linearen Hiille wie die Ausgangsvektoren.

Bemerkung 3.103: Das Orthonormalisierungsverfahren funktioniert nur
fiir linear unabhéngige Vektoren. Im Verlauf des Verfahrens erkennt man,
ob die Vektoren linear unabhéngig sind oder nicht. Folgende Aussagen sind
némlich dquivalent:

e Die Ausgangsvektoren sind linear abhéngig.
e Man erhélt im Laufe des Verfahrens einen Nullvektor als Ergebnis

Das heifit aber auch, dass man die lineare Unabhéngigkeit der Ausgangvek-
toren gezeigt hat, wenn keiner der Ergebnisvektoren der Nullvektor ist.

3.5.2.4 Orthonormalisierung in anderen euklidischen Vektorrau-
men als R"

Beispiel 3.104: Im Vektorraum der Polynome vom Grad < 2 sei ein Ska-
larprodukt definiert durch

)= [ sgta) dr

Gegeben sind:
vi(e) =1; wva(z) =a; wvi(x) =a?

Auch hier kann man die drei Vektoren mit dem bekannten Schema ortho-
gonalisieren:
Bestimmung von w; () :
o () 1
[or(@)[] (1]
1
1] = ((1,1))2

1)
:(/1116595)%

w1 (z)
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Bestimmung von wa(x) :

ro(x) = vo(w) — (v2(z), w1 (w))wi(z)

Bestimmung von ws(x) :

v3() = (v3(2), wi(x))wi () — (v3(x), w2(2)) wa()

r3(7)
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st = (a2 7 )
= (/11(374 _ 21,2 + %) dl’)%

1 1
)2_<18 10)2
—\45 45




Kapitel 4

Lineare Abbildungen

4.1 Abbildungen

4.1.1 Einfiihrung

Definition 4.1: A und B sind beliebige Mengen. Jedem a € A ist ein
eindeutiges Element f(a) € B zugeordnet. Die Sammlung von solchen
Zuordnungen heifit Funktion oder Abbildung von A in B. Schreib-
weise:

f:A—B oder f:A>a— f(a) €B

Die Abbildung ordnet dem Element a € A das Element f(a) € B zu. Man
nennt f(a)

e den Wert von f beziiglich a.
e das Bild von a beziiglich f.
Definition 4.2: Folgende Bezeichnungen werden iiblicherweise verwendet:
A: Definitionsbereich, Definitionsmenge
B: Zielmenge, Wertevorrat
f(D):={be B;3d € D : f(d) = b}: Menge aller Bilder von D C A
f(A) C B: Bildmenge, Bild von A beziiglich f, Wertebereich, Werte-

menge!
F7L({b}) :={a € A; f(a) = b} C A: Urbild von b € B
f~YE) :={a € 4; f(a) € E} C A: Urbild der Menge E C B

"Wertebereich und Wertemenge werden teilweise auch als Synonyme fiir Zielmenge
verwendet

125
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4.1.2 Injektivitdt und Surjektivitat

Die Begriffe Injektivitat, Surjektivitdt und Bijektivitdt wurden zwar bereits
im Blockkurs Mathematik eingefiihrt, sollen an dieser Stelle aber noch ein-
mal wiederholt werden.

Definition 4.3: Eine Abbildung f : V' — W heifit injektiv (einein-
deutig), falls:

bzw.

Erlduterung in Worten: Unterschiedliche Funktionsargumente liefern immer
auch unterschiedliche Ergebnisse.

Definition 4.4: Eine Abbildung f : V — W heifit surjektiv, falls
fV)=w

bzw. fiir jedes y € W gibt es ein z € V mit f(z) = y.

Erlauterung in Worten: Die Surjektivitdt héingt von der Wahl der Zielmenge
ab. Eine Abbildung ist surjektiv, wenn die Zielmenge der Wertemenge ent-
spricht, d.h. jedes Element der Zielmenge auch tatsachlich ein Funktionswert
von f ist.

Definition 4.5: Eine Abbildung f : V' — W heifit genau dann bijek-
tiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

Erlduterung in Worten: Die Bijektivitdt erlaubt somit fiir alle Elemente der
Zielmenge eine eindeutige Zuordnung eines Elementes des Defintionsberei-
ches, das dorthin abgebildet wird.
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a e Pl a e A X
bo><\>oy bo\z\*y

c o] ® 7 c & e z

Keine Abbildung, kein Element Keine Abbildung, zwei
ist b € A zugeordnet. Elemente sind ¢ € A zugeordnet.
a e ® X a e
b e e y h e . y
c e >0 7 c e >0 7
Weder injektiv noch surjektiv. Surjektiv, aber nicht injektiv.
a e >0 X a e A X
h e >0 ¥ b .\zﬁ. y
oz c o] e 7
Injektiv, aber nicht surjektiv. Injektiv + surjektiv = bijektiv.

Beispiel 4.6: Ist f(z) = 22 surjektiv?

Antwort: Die Frage kann nicht beantwortet werden, da die Angabe der Ziel-
menge fehlt.

Verbesserte Frage: Ist f(z) = 2%; f : R — R surjektiv?

Antwort: Nein, denn negative Werte sind keine Funktionswerte. —1 # f(z).
Oder auch: Ist f(z) = 2% f : R — Rx surjektiv?

Antwort: Ja, denn fiir alle y € Ry existiert ein Urbild z € R, so dass

f(z) =y.

Beispiel 4.7: Die Abbildung f: R — R?, definiert durch f(t) =t-a, a €
R2\ {(0,0)}, ist injektiv, aber nicht surjektiv.
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4.2 Lineare Abbildungen

Die wichtigsten Abbildungen von einem Vektorraum V in einen Vektorraum
W sind die linearen Abbildungen.

Definition 4.8: Es seien V und W zwei Vektorrdume iiber einem Kor-
per K. Eine Abbildung f : V — W heifit linear oder ein Homomor-
phismus, falls gilt:

flx+y)=f(z)+ f(y) (Additivitat)

FO@) = Af@)  (Homogenitat) " YEVVAEK

Die Menge der linearen Abbildungen von V nach W wird auch mit Hom/(V, W)
bezeichnet.

Beispiel 4.9: Eine Abbildung f : V = R — W = R ist gegeben durch
f(x) = 5z. Dann ist die Abbildung f eine lineare Abbildung.
Beweis:

Additivitét:  f(z +y) =5(x +y)

=5x + 5y

=f(@)+ f(y) Va,yeV
Homogenitat:  f(Az) = 5(\x)

= A\dz

=Af(z) VeeV,VAeR

Beispiel 4.10: Eine Abbildung f : V = R — W = R ist gegeben durch
f(x) = 2% Dann ist die Abbildung f keine lineare Abbildung. Sie erfiillt
weder die Additivitdt noch die Homogenitét.
Beweis:
Additivitat:  f(z +y) = (z + y)?
=22 4 2zy + 9>
f( )+ 22y + f(y)
f(x) + f(y)
Homogenitdt:  f(A ) (\x)?
— )\2 2
—_ )\2 (

x)
# Af(x)

Beispiel 4.11: Eine Abbildung f : V = R — W = R ist gegeben durch
f(x) = 2+ 3. Dann ist die Abbildung f keine lineare Abbildung. Sie erfiillt
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weder die Additivitdt noch die Homogenitét.

Beweis:
Additivitét: flx+y)=(x+y)+3
fle)+fly)=(@+3)+(y+3)=(x+y)+6
= f@+y) # fl) + f(y)
Homogenitét: fAz) =(A\x)+3
A(z) =Nz + 3)
= fQAz) # Af(z)

Beispiel 4.12: Eine Abbildung f : R® — R ist gegeben durch f(¥) =
(@, ), wobei @ € R™ ein konstanter Vektor ist. Wegen der bekannten Ei-
genschaften des Skalarprodukts ist f linear. (Ohne Beweis)

Beispiel 4.13: Eine Abbildung f : R® — R? ist gegeben durch f(¥) =
d x &, wobei @ € R? ein konstanter Vektor ist und @ x # das bekannte
Vektorprodukt zweier Vektoren ist. Wegen der bekannten Eigenschaften des
Vektorprodukts ist f linear. (Ohne Beweis)

Beispiel 4.14: In der Praxis begegnet man haufig linearen Abbildungen. So
macht man sich z.B. mit Hilfe des Superpositionsprinzips die Eigenschaften
physikalischer GroéBen linearer Probleme, wie z.B. der Uberlagerung von
Schwingungen, zunutze.

4.2.1 Bild und Kern

Wir hatten bereits das Bild einer Abbildung f : V — W definiert als die
Menge aller Funktionswerte:

fV)={f(w);veV}

Aus der Definition der linearen Abbildung folgt direkt, dass f(V') ein Unter-
vektorraum von W ist. Eine weitere wichtige Definition ist der Kern einer
linearen Abbildung:

Definition 4.15: Ist V' ein Vektorraum und eine f eine (lineare) Ab-
bildung, dann ist der Kern von f oder der Nullraum von f der Un-
tervektorraum

Ker(f) ={v e V;f(v) =0}.

Der Kern einer linearen Abbildung f kann auch als die Menge der Nullstellen
der Abbildung f verstanden werden.
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Bemerkung 4.16: Der Kern einer linearen Abbildung hat mindestens das
Element 0, d.h. f(0) = 0. Dies folgt direkt aus der Additivitdt oder der
Homogenitat:

fA-z) =X f(z)
wéhle A =0= f(0) =0

Bemerkung 4.17: Der Kern einer linearen Abbildung f : V' — W ist ein
Untervektorraum von V. Dies folgt mit x,y € Ker(f) aus:

fle+y) = fe)+ fly) =0 = x+y € Ker(f)
fAz)=X-f(z)=X-0=0 = Az € Ker(f)

Der Kern einer linearen Abbildung f enthilt also entweder nur ein Element
oder unendlich viele Elemente.

Definition 4.18: Die Bezeichnungen singuldr und reguldr stehen fiir:

Ker(f) = {0} Regulidre Abbildung
Ker(f) ={0,z1,...};21,... 20 Singuldre Abbildung.

Die Bezeichnungen sind nicht verwechselt. Es ist genau andersherum, als
man intuitiv erwartet.

Bemerkung 4.19: Die lineare Abbildung f ist genau dann injektiv,
wenn Ker(f) = {0} ist, das bedeutet: f reguldr < f injektiv.

BEWEIS Es sei f(u) = f(v), Wegen der Linearitit ist das gleichbedeutend
mit f(u—v) =0 und v — v € Ker(f). Das heifit, es gilt generell:

f(u) = f(v) & u—v e Ker(f).
Aus der Regularitat Ker(f) = {0} folgt
flu) = f(v) & u=0,

also die Injektivitat von f.
Andersherum folgt aus der Injektivitdt f(u)

u € Ker(f) < f(u)
=0

die Regularitat. =

f(v) & u=v mit

f(0)

Definition 4.20: Eine lineare bijektive Abbildung heifit auch Isomor-
phismus.
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4.2.2 Lineare Abbildungen und Matrizen

4.2.2.1 Aussehen von linearen Abbildungen

Wie sehen lineare Abbildungen aus?

e Sei V=W =R, also f: R — R, dann folgt aus der Homogenitét,
dass die lineare Abbildung f folgende Gestalt hat:

fle)=fz- )=z - f(1)=z-a, wobei f(1) = a ist

=f:R—>R  mitf(zx)=a-z, a€cR.

e Seien V = R” und W = R, also f : R® — R, dann hat f folgende
Gestalt:

Z=(x1,...,Tp)
=(21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) +---+ (0,...,0,2,)
Fir f(%) folgt aus der Additivitat:
f(Z) = f(21,0,...,0) + f(0,22,0,...,0) + -+ £(0,...,0,2,)
und aufgrund der Homogenitét:

= x1- f(1,0,...,0) 4z - £(0,1,0,...,0)

=:a1 =:as
+--+x,- f(0,...,0,1)
=:an
=x1-a1+T2-a2+ -+ Ty apn

= <f7 6)

= f:R—>R ,mit f(&) = (7,d), dcR"

e Seien V =R"” und W = R™, also f : R® — R™, dann hat f folgende

Gestalt:
n n
G=f@) =fOQ mi-&) = zi- f(&)
i=1 i=1 e
@;
n
Y; = sz © Ajg
i=1
¥= (Y1, Ym)
yi=Yj1air;  i=1,-,m

Diese Schreibweise kann man vereinfachen, indem man die aus Kapitel
1.1 bekannten Matrizen verwendet.
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Bemerkung 4.21: Eine lineare Abbildung f : R® — R kann man mit
einer m x m-Matrix schreiben als:

ail a1 ... Qin T
N . asl a9 ... a2n xI9
y = A X =

Am1 Am2 - - - Amn In

Vergleicht man die Darstellung mit der Abbildungsgleichung y; = Z?ZI ai;T;,
dann erkennt man, dass das i-te Element von g sich daraus ergibt, dass die
i-te Zeile der Matrix A skalar mit Z multipliziert wird.

Auch die beiden anderen Fille kann man auf den letzten Fall zurtickfiithren,
indem man

- einen Vektor als eine 1 x n- Matrix sieht,
- einen Skalar als eine 1 x 1-Matrix sieht.

Bisher wissen wir zwar schon, wie man eine Matrixmultiplikation durchfiihrt,
wissen aber noch nicht, welche Bedeutung eine solche hat. Dabei hilft die
folgende Bemerkung;:

Bemerkung 4.22: Mo6chte man k lineare Abbildungen

fi: R™ 5 R™
fo: R™M - R™

fr: R™-1 — R"
mit den dazugehorigen Abbildungsmatrizen

Ay e RMX™
AQ & R72xM

Ak € RMeXMe—1

hintereinander ausfiihren, so ergibt sich die Gesamtabbildung als Multipli-
kation

f(@) = fr(fe—1(... f2(f1(2)) - ))
= (fxo fr—10...0 fa0 f1)(Z)
=Ap - Ap_1-... AT
=A.-7
€ R X0
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der Einzelmatrizen, wobei A := Ay -...- Aj.

Dabei miissen die Dimensionen der Abbildungen so zueinander passen, dass
fiir alle 2 <4 < k der Definitonsbereich der Abbildung f; die gleiche Dimen-
sion hat wie der Wertebereich der Abbildung f;_;.

Bemerkung 4.23: Eine weitere Anwendung der Matrizenmultiplikation ist
die gleichzeitige Abbildung mehrerer Vektoren. Diese kann man in Form von
Spaltenvektoren zu einer Matrix zusammenfassen und erhélt als Ergebnis
wieder eine Matrix, dessen Spaltenvektoren die abgebildeten Ausgangsvek-
toren sind

4.2.2.2 Matrizen als lineare Abbildungen

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass eine lineare Abbildung f : R" —
R™ sich als das Produkt
fa)=A-a

darstellen ldsst, wobei A eine m x n-Matrix ist. Der folgende Satz besagt,
dass auch die Umkehrung gilt.

Satz 4.24: Jede m x n-Matrix A (wobei A nicht von = abhéngt) liefert
durch die Zuordnung

f@)=A-a
eine lineare Abbildung f : R" — R™.

BEWEIS f(x) ordnet jedem z einen eindeutigen Wert zu und ist damit eine
Abbildung. Ist f(x) auch linear? Dazu sind die Additivitdt und die Homo-
genitéit zu priifen.

Additivitat: Es sei 4 = A(Z + %) und ¢ = AZ 4+ Ay. Dann gilt:

S
Il
[M]=

aij(zj + y;)

J

I
—

n
aija:j + Z az-jyj
=1 7j=1

4

g

Il I
21N
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Homogenitat: Es sei @ = A(AZ) und ¢ = AAZ. Dann gilt:
n
ui =) aij(Az;)
j=1

n
= Z aijxj
7j=1

= ’UZ'
> u=17
Damit ist f additiv und homogen und damit linear. n

Bemerkung 4.25: Die Uberpriifung, ob eine bestimmte Abbildung linear
ist, kann somit auf verschiedenen Wegen erfolgen.

e Ganz allgemein kann man die beiden Axiome (Additivitdt und Homo-
genitét) tiberpriifen.

e Bei Abbildungen vom R™ in den R™ kann man iberpriifen, ob sich
die Abbildung als f(x) = A -z ausdriicken lasst. In der Matrix diirfen
keine Ausdriicke vorkommen, die = enthalten. Das bedeutet, dass f(x)
ein Polynom sein muss, in dem nur der lineare Term vorhanden ist,
also weder Konstanten, noch quadratische oder hohere Terme.

Es bleibt allerdings die Frage, wie man tberpriift, ob sich eine Abbildung
als f(z) = A -2 ausdriicken lisst. Kann man z.B. die Abbildung f : R® —
R3; f(F) = 7 x ¥ ausdriicken als

ail a2 a3
ZX T = a1 a2 a23
a3l a32 a33

8]

und wie sehen die Koeflizienten der Matrix aus? Diese Frage beantwortet
der néchste Abschnitt.

4.2.3 Berechnung linearer Abbildungen

Satz 4.26: Es seien V und W Vektorrdume iiber K und vy,--- ,v, eine
Basis von V. Dann gibt es zu jedem n-Tupel wy,--- ,w, von Vektoren in
W genau eine lineare Abbildung f : V — W mit f(v;) = w;,i = 1,--+ ,n.
Dies bedeutet, dass die Abbildung der Basisvektoren die gesamte Abbildung
bestimmt.

Erlauterung: Gegeben ist

e cine Basis {vy, - ,v,} aus V
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e beliebige Vektoren {wi, - ,w,} aus W

Daraus soll eine lineare Abbildung konstruiert werden, so dass:

f(v1) = wr
f(v2) = wo
f(vn) = Wn

gilt. Der Satz besagt nun, dass es genau eine lineare Abbildung mit dieser
Eigenschaft gibt.

BEWEIS
Beweis der Existenz: Sei v € V. Beziiglich der gewéhlten Basis {v1, - - , v, } lasst sich jedes
v eindeutig darstellen als Linearkombination v = Z:.L:l Ai;.
Wiéhle nun f(v) := 2?21 Aiw;, wobei die A; jene Koordinaten von v bzgl. der Basis
{v1,-++ ,vn} sind. Dann ist die Bedingung f(v;) = w; erfiillt. Es fehlen noch die Bedin-
gungen der Additivitdt und der Homogenitét.
Homogenitét:
fow) = f ()\ <Z Am>>
i=1
i=1
PEENTOC )
1=1
= )\ <Z )\Z’LUl)
i=1
Def.
=" Af(v)
Additivitat:

Seien a = a1v1 + -+ - + apv, und b = Biv1 + - - - + Brun, dann gilt:

() (5500)

f (Z(Oﬂ + &)Uz‘)

1=1

Def. "
= Z(Oﬁ + Bi)w;
i=1

fla+b)

= ) (cawi) + > (Buws)
i=1 i=1
Def.
= fla)+ f(b)
Damit hat f die Eigenschaften einer linearen Abbildung und erfiillt die Bedingung f(v;) =
W;j .
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Mit dem Beweis der Existenz ist aber noch nicht klargestellt, ob die Abbildung auch ein-
deutig ist. Es konnte ja auch noch ein zweite Abbildung g existieren, die die Bedingungen
g(v;) = w; ebenfalls erfiillt. Der folgende Beweis soll die Eindeutigkeit zeigen, d.h. es gibt
keine zweite Abbildung, die die Bedingungen g(v;) = w; erfillt.

Beweis der Eindeutigkeit: Sei g eine weitere lineare Abbildung, die die Bedingung g(v;) =
w; ebenfalls erfillt. Also gilt f(vi) = w; = g(vs), fir i = 1,...,n. Da {v1,--- ,v,} eine
Basis von V ist, lasst sich jedes Element v € V eindeutig als Linearkombination v =
Av1 + -+ 4+ Apvp, mit A; € K, schreiben.

Wegen der Linearitdt gilt Vv € V:

Also muss f = g gelten und es gibt nur eine eindeutige lineare Abbildung, die die Bedin-
gungen erfiillt. ]

Man kann also die Abbildungsmatrix einer linearen Abbildung berechnen,
wenn man die Abbildung der Vektoren einer Basis der Definitionsmenge
kennt.

Beispiel 4.27: Es seien V = W = R2. Die lineare Abbildung f : V — W
wird eindeutig beschrieben durch die Abbildung der Basisvektoren (1, 1) und

(—1,0):
71,1) = <§>
F(-1.0)= (j)
Die Matrixelemente werden wie folgt berechnet:
() == ) (0) = (o)
(7o) revo= () (70) = (7o)

=a11 =4, ai2= -2, a1 =2, ap =1
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Also hat f folgende Gestalt:

- (9)-2)

Besonders gut lassen sich die Matrixelemente berechnen, wenn man die Bil-
der der Einheitsvektoren von V' kennt:

Bemerkung 4.28: Es seien f: R"™ — R, B, und B,, beliebige Basen
des Raums R" bzw. R sowie {1, - , €, } die kanonischen Einheitsvek-
toren bzgl. B,,. Dann sind f(€%),-- -, f(€n) bzgl. By, die Spaltenvektoren
der zu f gehorigen Abbildungsmatrix A bzgl. der Basen B, und B,,.

Das erkennt man sofort, wenn man das Matrixprodukt A - é; ausrechnet.
Der Ubersichtlichkeit halber wird das hier am Beispiel einer Abbildung f :
R3 — R? und &, gezeigt:

ail a1z a13 0 a2
A-é&=|azraxnax |- [1]|=|ax
agy azz ass 0 as2

Dies entspricht gerade der zweiten Spalte der Matrix A.

Im Folgenden wahlen wir fiir die Basen B,, und B,, - falls nicht anders
beschrieben - immer die kanonischen Basen.

Beispiel 4.29: Eine Abbildung f : R?* — R3 ist gegeben durch f(¥) = @x 7,
wobei @ € R3 ein konstanter Vektor und @ x & das bekannte Vektorprodukt
zweier Vektoren ist. Es gilt:

al 1 0
fe)=|a|x|0]=]| a3
as 0 —a9
aq 0 —as
f(éé) = a2 X 1 = 0
as 0 ai
aq 0 a9
f(gg) = a2 X 0 = —ai
as 1 0
Damit ergibt sich
0 —az ag
A= as 0 —aq

—a2 Qi 0
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Test:
1 23 — azx2
Az | = | azz1 —arz3 | = f(2)
€T3 a1T2 — A2

Damit ist f(Z) eine lineare Abbildung.

Der Test am Ende, ob f(Z) = A - wirklich erfiillt ist, ist wichtig, weil man
sich mit der oben beschriebenen Methode auch von nicht linearen Abbildun-
gen eine Abbildungsmatrix erzeugen kann - nur entspricht diese dann nicht
der Abbildung.

Beispiel 4.30: Gegeben ist die Abbildung f : R? — R? mit

rle) = z? + 3
vy ) \ 2?2 —a3

Wir versuchen, eine Abbildungsmatrix zu konstruieren:
1 1
0 1

Also ist

Die Uberpriifung ergibt:

o4 [T1) [Tt -
o(7) = A <x2> - (ml _m) £ 1@)
Damit ist f(Z) keine lineare Abbildung. Die eindeutige lineare Abbildung,

die sich aus der Abbildung von €} und é; ergibt, ist g(Z). Da f(¥) # g(&),
kann f(Z) keine lineare Abbildung sein.

Bemerkung 4.31: Das Bild einer linearen Abbildung f : R™ — R™ ist die
lineare Hiille der Spaltenvektoren seiner Abbildungsmatrix.

BEWEIS Fiir einen beliebigen Vektor ¢ € R™ gilt:

F(0) = fer+ ...+ Mén) = A f(€1) + ...+ A\ f(En).
f(e1)...f(é,) sind aber gerade die Spaltenvektoren @i ...d, der Abbil-
dungsmatrix A. Damit gilt:

f(’l_f) Ad1 + ...+ M\,
Bild(f) = L(@y, ..., ).
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4.2.4 Die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

Definition 3.50 besagte, dass n die Dimension eines Vektorraums V' mit einer
Basis {v1, - v, } ist. Bezeichnung: dim(V) = n.

Definition 4.32: Es sei f : V — W eine lineare Abbildung. Ist das Bild
von f endlichdimensional, dann heifit rg(f) = dim(Bild(f)) der Rang von
f.

Satz 4.33: (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen): Es sei
f:V — W eine lineare Abbildung von einem n-dimensionalen linearen
Vektorraum V in W. Dann ist

dim(Ker(f)) +rg(f) =n.

Erlduterung: Die Summe der Dimension des Wertebereichs (Bild) und der
Dimension des Kerns ergibt die Dimension des Definitionsbereichs.
BEWEIS V ist n-dimensional, d.h. dim(V') = n, und Ker(f) ist ein Unterraum von V. Al-

so hat Ker(f) eine Basis {v1, ..., v, },7 < n. Sie wird zu einer Basis {v1, ..., 0r, Upg1,...,0n}
von V erganzt. Setzt man w; = f(vp4s) fiir i =1,...,n —r, dann gilt Vo € V:

f) = favr 4+ -+ Xvr + Arg1Urp1 + -+ AnUn)
=0 -0
~ = A
= A1 f(v1) +- -+ A flor) FXrp1 f(org1) + -+ Anf(vn)
= A1 f(Urs1) + -+ A f(vn)
= M 1Wrg1 + -+ Apwn

Also gilt Bild(f) = L[wy+1,...,wy]. AuBlerdem sind {wr41,...,w,} linear unabhéngig.
Dazu ist zu zeigen:

)\r+lwr+l+"'+An’wn =0 = )\r+1 =...= ), =0.
Aus
)\r+1w'r+1 + -+ )\nwn - f()\'r+1vr+1 +---t+ Anvn) =0
folgt:
Ar1Vrg1 + -+ + Apvn € Ker(f).

Also muss gelten:
Arg1Urg1 + o+ ApUn = A1 + -+ + \por

flir gewisse A1,..., Ar.

Da aber {v1,...,v,} linear unabhéngig ist, muss auch gelten:
AM=--=X,=0.

Also ist {wr41,...,wn,} linear unabhéngig und damit eine Basis von Bild(f).

Wegen

dim(Ker(f)) =,
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gilt
dim(Bild(f)) =rg(f) =n—r.

Insgesamt erhalten wir dann:
dim(Ker(f)) + dim(Bild(f)) = dim(Ker(f)) + rg(f) =r+n—r =n.

Damit ist die Dimensionsformel bewiesen. n

Beispielaufgaben folgen im néichsten Abschnitt. Zundchst noch eine weitere
Bemerkung:

Bemerkung 4.34: Eine lineare Abbildung f : V' — W zwischen Rdumen
der gleichen endlichen Dimension n ist genau dann surjektiv, wenn sie in-
jektiv ist.
BEWEIS Wir wissen:

e Injektiv bedeutet, dass Ker(f) = {0} und damit auch dim(Ker(f)) = 0 gilt.

e Surjektiv bedeutet Bild(f) = W und rg(f) = n.

Aufgrund der Dimensionsformel dim(Ker(f))4rg(f) = n sind beide Aussagen dquvalent.
[

4.2.5 Beispielaufgaben zur Berechnung von Kern und Bild

4.2.5.1 Weg iiber Berechnung der Abbildungsmatrix

Beispielaufgabe zur Berechnung von Kern und Bild:
Es sei

T 2z 4y

flyl = T—yY+z

z dor —y+ 22
a) Ist f linear? Wenn ja, gebe man die entsprechende Abbildungsmatrix
an.
b) Man bestimme Kern und Bild von f sowie deren Dimensionen.

Teil a) kann man in einem Durchgang erledigen, denn wenn sich eine Abbil-
dungsmatrix angeben ldsst, dann muss f auch linear sein. Die Spalten der
Matrix ergeben sich aus:

1 2 0 1 0 0
fl1ol=|(11,f11]=|-1],f]0|=1]1
0 4 0 -1 1 2
Damit lautet die Matrix:
2 10
A=1]11-11

4-12
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Test:
2 10 x 20+ vy
f@=A-2=|1-11|-|y|= T—y+z
4-12 z dr —y+ 22

Da sich f als f(¥) = A - & ausdriicken lésst, ist f linear.
Teil b): Man beachte die folgende Bemerkung:

Bemerkung 4.35: Am einfachsten hélt man bei der Bestimmung folgende
Reihenfolge ein:

1. Bestimmung des Kerns

2. Bestimmung der Dimension des Kerns

3. Bestimmung des Rangs (= Dimensionsformel)
4. Bestimmung des Bildes

Bestimmung des Kerns:
Es ist die Gleichung f(#) = A - & = 0 zu 16sen, also das Gleichungssystem:

2 10|0
1-111]0
4-12|0
Die Losung mit Gaufl ergibt:
1-1 1]0
0 3-2/0
0 0 00
und schlieBlich z = ; y=2.XN;2=—2- ). Das heiBt mit A = 3 - \"
—1
Ker(f)={%; Z=X| 2|; AeR}
3

und dim(Ker(f)) = 1.

Bestimmung des Bildes:
Die Dimension des Definitionsbereichs n ist gleich der Anzahl der Spalten
von A, also n = 3. Nach der Dimensionsformel ist

rg(f) =n — dim(Ker(f)) = 2.

Wir wissen aus Bemerkung 4.31, dass das Bild die lineare Hiille der Spalten-
vektoren von A ist. rg(f) = 2 bedeutet also, dass zwei linear unabhéngige
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Spalten von A die Basis des Bildes bilden und die dritte Spalte linear ab-
héngig davon ist.

Man wéhlt zwei Spaltenvektoren aus und testet, ob sie linear unabhéngig
sind.

2
§1 = 1 und §2 = 1
4 2

sind linear unabhéngig (51 # AS3). Damit ist das Bild gleich

2 0
Bild(f) ={#; Z=A[1|+p|[1]|; \,peR}
4 2

Aufgabe: Es sei f : R? — R? mit

TEEE

Man bestimme Kern und Bild von f sowie deren Dimensionen.

4.2.5.2 Andere Rechenwege

Beispielaufgabe zur Berechnung von Kern und Bild:
Es sei P™ der Vektorraum der Polynome vom Grad < n. Zeigen Sie, dass
die Abbildung

foP" = P" f(p(x) =pl(z) @

eine lineare Abbildung ist. Bestimmen Sie das Bild und den Kern dieser
Abbildung.

Ist die Abbildung linear? Da es sich nicht um eine Abbildung R™ — R™
handelt, kann man nicht so einfach eine Abbildungsmatrix angeben. Daher
iberpriift man Additivitdt und Homogenitét.

Additivitat:

(p1(x) +p2(z)) - 2
p1(z) -z +po() -7
f(p1(z)) + f(p2(z))

f(p1(z) + p2(z))
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Homogenitat:

fpi(z)) = (Ap1
= Ap1(2) - 7)
= Af(p1(z))

)

~—~~

Damit ist f eine lineare Abbildung.
Bestimmung des Kerns: Es ist folgende Gleichung zu 16sen:
p(x) - z=0

Diese Gleichung ist nur erfiillt fir p(x) = 0. Die Abbildung ist also nach
Bemerkung 4.19 injektiv.

Bestimmung des Bildes: Da der Kern die Dimension 0 hat, sind die Di-
mension von Definitions- und Wertebereich gleich. Da die Dimension der
Zielmenge um 1 grofler ist als die Dimension des Definitionsbereichs, kann
die Abbildung nicht surjektiv sein. Es gilt:

p(x) = apr" + an—lxnil +---+a1x + ag
fp(z)) = a4+ ap_12™ + -+ a12? + apx

Das Bild ist also der Unterraum aller Polynome vom Grad n+1, fiir die das
konstante Glied gleich Null ist.

4.2.6 Isomorphismus und Umkehrabbildung

Bemerkung 4.36: Esseien V und W Vektorrdume tiber K und {vy,--- ,v,}
eine Basis von V. Eine lineare Abbildung f : V' — W ist genau dann ein
Isomorphismus, wenn (f(v1),---, f(vn)) eine Basis von W ist, d.h. wenn
eine Basis von V in eine Basis von W abgebildet wird.

BEWEIS

=

Sei f ein Isomorphismus. Als erstes wird gezeigt, dass die Vektoren f(v1),- -, f(vn) linear
unabhéngig sind. Als zweites wird gezeigt, dass die lineare Hiille von f(v1),--- , f(vn) der
Vektorraum W ist. Daraus folgt, dass f(v1),--- , f(vn) eine Basis von W bilden.

1. Lineare Unabhéngigkeit: Es sei

Af(vi) + -+ Anf(va) = 0. (4.1)
Wegen der Linearitét der Abbildung f gilt:
f()\lvl + -+ >\7LUTL) =0.
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Da die Abbildung f ein Isomorphismus ist, ist f auch injektiv. Also gilt:
f()\lvl+"'+)\n'vn) :O<:>)\1v1+"'+)\n'vn =0

Die Vektoren v, ..., v, bilden im Vektorraum V eine Basis und sind daher linear unab-

héngig. Folglich sind die Faktoren A; =0,V i=1,...,n. Mit (4.1) folgt, dass die Vektoren

f(v1),..., f(vn) ebenfalls alle linear unabhéngig sind.
2. Lineare Hiille: Da f surjektiv ist, gibt es zu jedem w € W ein v € V mit:

w = f(v).

Da die Vektoren v1,...,v, eine Basis im Vektorraum V sind, gibt es Faktoren \; € R,
Vi=1,...,n, mit:
V=MAMV1+ "+ AnUn.

Wegen der Linearitét der Abbildung f folgt:
w=f(v) =Af(v1) + - 4 Anf(n).

Also ist jedes w € W als Linearkombination von f(v1),..., f(v,) darstellbar. Damit ist
die Lineare Hiille von {f(v1),..., f(vn)} gleich dem Vektorraum W.
3. Damit sind die Vektoren f(v1),---, f(v,) eine Basis von W.

<
Nun wird umgekehrt vorausgesetzt, dass die Menge von Vektoren {f(v1),..., f(vn)} eine
Basis von W ist. Zu zeigen ist, dass f ein Isomorphismus, d.h. injektiv und surjektiv ist.
Injektivitat: Sei f(v) = 0. Da {vi,...,v,} eine Basis von V ist, 148t sich v als Linearkom-
bination darstellen:

V=MAMV1+ "+ AnUn.

Wegen der Linearitét von f gilt:
0=f() =X f(vi) 4+ Anf(vn).
Da die Vektoren f(v1),..., f(vn) linear unabhéngig sind, folgt:
A ==X =0,
d.h. v =0, also ist f injektiv.
Surjektivitat:
Es sei w € W. Da {f(v1),..., f(vn)} eine Basis von W ist, existieren \; € R, i =1,...,n,

mit:
w=Af(v1) + -+ A f(vn).

Ist nun v = A\v1 + - - - + Apvp, dann gilt wegen der Linearitiat von f:
JW)=Af(v1) + -+ Anf(vn) = w,

d.h. zu jedem w € W existiert ein v € W mit w = f(v). Also ist f surjektiv und damit
insgesamt bijektiv, folglich ist f ein Isomorphismus. n

Bemerkung 4.37: Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. Eine lineare Abbildung f : R”™ — R" ist ein Isomorphismus.

2. Die zugehorige Abbildungsmatrix A ist quadratisch, d.h. m = n, und
die Spaltenvektoren von A bilden eine Basis des R".
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3. det(A) #0.

BEWEIS (1) < (2): Die Einheitsvektoren €1, ..., €y, bilden eine Basis des
R™. Thre Abbildungen sind die Spalten a,...,d,, der Abbildungsmatrix
A. Nach der vorigen Bemerkung ist f genau dann ein Isomorphismus, falls

ai,...,dm eine Basis des R™ bilden. Dies ist aber nur moglich, wenn m = n
ist.

(2) < (3):

Es gilt:

Die Spaltenvektoren von A bilden eine Basis des R" < Sie sind linear un-
abhéngig < det(A4) # 0 n

Definition 4.38: Zwei Vektorraume V und W heiflen isomorph, falls ein
Isomorphismus f : V — W existiert.

Bemerkung 4.39: Je zwei n-dimensionale Vektorrdume iiber K sind iso-
morph.

BEWEIS Es seien {vi,---,v,} und {wy,---,w,} Basen von V bzw. W.
Nach Satz 4.26 existiert (genau) eine Abbildung f : V. — W mit f(v;) =
wi, -+, f(vn) = wy. Da {vy,--- ,v,} und {wy, -+ ,w,} Basen sind, ist f
nach Bemerkung 4.36 ein Isomorphismus. n

Definition 4.40: Die Umkehrabbildung f~! : W — V zu einer Ab-
bildung f : V — W wird durch die Eigenschaft f~(f(v)) = v bzw.
f(f Y (w)) = w definiert, wobei v € V und w € W.

Bemerkung 4.41: Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Genau dann,
wenn f : V. — W ein Isomorphismus ist, existiert die Umkehrabbildung
f~': W — V und ist ebenfalls ein Isomorphismus.

BEWEIS

=

Ist f als ein Isomorphismus gegeben, dann existiert zu jedem y (surjektiv) ein eindeutiges
(injektiv), so dass f(x) = y gilt. Wegen der eindeutigen Zuordnung gibt es eine Abbildung
g: W — V, mit g(y) = = und g ist ebenfalls eine bijektive Abbildung. Es bleibt nur noch
zu zeigen, dass g linear ist.

o Additivitat:

Es seien f(z1) = y1 und f(z2) = yo.

= g(y1) = z1 und g(y2) = =2

= z1 +x2 = g(f(z1)) + g(f(22))
=g(y1) +9(y2)

Es gilt ebenfalls:
= g(f(z1 + 2))
= g(f(z1) + f(z2))
=g(y1 +y2)

T1 + T2

= g(y1 +y2) = g(y1) + 9(y2)
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o Homogenitét:
Es sei f(z) = y.

=g(y) ==
= Az = Ag(f(z))
= Ag(y)
Es gilt ebenfalls:
Az = g(f(Az))
=g(\f(2)))
=g(\y)

= g(\y) = Ag(y)

g ist eine lineare Abbildung und folglich auch ein Isomorphismus. Mit f~! := g ist der
erste Punkt der Bemerkung gezeigt.

<=:
Ist eine Umkehrabbildung f~* : W — V gegeben, dann gilt f~'(f(z)) = z. Es ist zu
zeigen, dass f ein Isomorphismus ist. Fiir die Injektivitat ist zu zeigen: f(z1) = f(z2) =

flx1) = f(z2)
= [T f (@) = fH(f(32))

= 1 = X2

X1 = T2.

= f ist injektiv.

Surjektivitat: Wir nehmen an, f sei nicht surjektiv. Daraus folgt, das ein Element y aus
W existiert, dem kein z aus V mit f(z) = y zugeordnet werden kann. Demnach ist f~*(y)
nicht definiert und es existiert keine Umkehrabbildung. Dies ist aber ein Widerspruch
zur Ausgangsbedingung. Folglich muss f auch surjektiv sein und f ist damit ein Isomor-
phismus. Nach dem ersten Punkt der Bemerkung ist f~' ebenfalls ein Isomorphismus.
|

Beispiel 4.42: Eine lineare Abbildung f : V = R?> — W = R? ist durch
(z,y) — (x —y,z + y) gegeben. Ist f ein Isomorphismus? Diese Frage ist
jetzt leicht zu beantworten. Es ist zu {iberpriifen, ob eine Umkehrabbildung
existiert. Zum Beweis der Aussage ist die eindeutige Losbarkeit des Glei-
chungssystem

a=x—y

b=z+y
bzw.

1-1|a

1 11b

zu priifen. Sie ergibt sich durch die Bedingung det(A) # 0:

1-1

det A = 11

=2£0.
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Aus det(A) # 0 folgt, dass das Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist. Damit
existiert eine Umkehrabbildung. Nach der vorherigen Bemerkung ist f ein
Isomorphismus und somit injektiv und surjektiv. Der Kern von f ist {0}.
Das Bild ist der R2.

Die Umkehrabbildung selbst erhédlt man durch die Losung des Gleichungs-
systems nach dem Gauf3-Algorithmus:

_a+b
YT

_b—a
y=

4.3 Matrizen

Wir haben in Bemerkung 3.25 gesehen, dass auch die Matrizen einen Vek-
torraum bilden.

4.3.1 Allgemeines

Zusétzlich zu den Definitionen und Eigenschaften beziiglich Matrizen aus
Kapitel 1 brauchen wir nun noch die folgenden:

Definition 4.43: Eine Matrix mit genau einer Spalte wird Spaltenvektor
genannt.

Eine Matrix mit genau einer Zeile wird Zeilenvektor genannt.

Es gibt auch 1 x 1-Matrizen, z.B. (5). Hier ldsst man meist die Klammern
weg und behandelt sie wie Skalare.

Bemerkung 4.44: Die ,alten“ Vektoren werden grundsétzlich als Spalten-

vektoren betrachtet.
1

a=12
3

Will man einen Vektor aus Platzgriinden in eine Zeile schreiben, muss kor-
rekterweise durch ein hochstehendes T angezeigt werden, dass der transpo-
nierte Spaltenvektor gemeint ist:

a=(1,2,3)7
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4.3.2 Die Inverse einer Matrix

Definition 4.45: Sei A eine quadratische Matrix. Gibt es eine Matrix A1
mit
AA ' = AT1A=F,

so heifit A invertierbar. A~1 wird als Inverse von A bezeichnet.

Bemerkung 4.46: Eine Matrix A ist genau invertierbar, wenn die zu-
gehorige lineare Abbildung ein Isomorphismus ist, bzw. wenn det(A) #
0.

Wir hatten in Bemerkung 4.41 gesehen, dass eine lineare Abbildung f genau
dann invertierbar ist, wenn sie ein Isomorphismus ist. Falls gilt: f(z) = Az,
dann ergibt sich die inverse Matrix A~! aus der Umkehrabbildung f~!(z) =
A~z und

fUf(e)=A Az =Bz ==
f(f 2)=AA" e =FEx =2

In Bemerkung 4.37 wurde auch gezeigt, dass eine Abbildung genau dann ein
Isomorphismus ist, falls die Determinante der Abbildungsmatrix ungleich 0
ist.

Bemerkung 4.47: Weiterhin gilt:
1. Jede invertierbare Matrix ist quadratisch.
2. Sind A, B € M(n x n, K), dann gilt

AB=FE & BA=E<B=A""

3. Sind A,B € M(n x n,K) invertierbar, dann auch AB und es gilt
(AB)"'=B7tA~1

4. Ist A € M(n x n, K) invertierbar, dann auch A~!, und weiterhin gilt
(A~H)=l = A,

5. (AT)y=l = (A=H)T
6. (AA)1=31A"1

BEWEIS 1. wurde bereits im vorigen Kapitel bewiesen.
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2. Dass aus B = A~! die anderen Eigenschaften folgen, folgt aus der Definition von
AL
Es sei jetzt AB = E. Dann ist A surjektiv, denn jedes y € K™ lasst sich als A(z)
ausdriicken, wenn man z = By wéahlt:
A(By) = (AB)y =By =y Vye K"
Eine surjektive Abbildung zwischen Réumen gleicher Dimension ist auch injektiv,
also bijektiv. Also existiert A~1. Ist A~! = B? Es ist
BA=(A""A) BA=A'"(AB)JA=AT'EA=A"'A=E.
Damit gilt: AB = E < BA = E. Nach der Definition von A~! folgt daraus
A7t =B.
3. Folgt aus:
B'A ' = B 'ATY(AB)(AB) !
=B 'AT'AB(AB)™Y)
=B 'E(B(AB)™")
— (B7'B)AB)"
= E(AB)™!
= (AB)™"
4. Esgilt EFE = E, also ist F invers zu sich selbst. Deswegen gilt:
E = E—l _ (AA—I)—I — (A—l)—lA—l
Damit ist A™! invertierbar und wegen:
(A =@ AT
(ahH7ta™ha
=FA

Y
- ((AA)*AA)§A*1
_ 1

= )\A
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4.3.3 Wie invertiert man eine Matrix?

4.3.3.1 Erliauterung anhand eines Beispiels

1 011
1 121
0-101
1 002

A=

Die Matrix A soll invertiert werden. Zunachst wird neben die Matrix eine
Einheitsmatrix £ vom gleichen Typ geschrieben:

1 01111000
1 1210100
0-101j0010
1 0020001

Anschlieflend wird die Matrix A schrittweise durch Zeilenoperationen in die
Einheitsmatrix tiberfithrt. Die gleichen Operationen werden auch rechts auf
der Einheitsmatrix F durchgefiihrt. Die erlaubten Zeilenoperationen ent-
sprechen den Operationen des Gauf-Algorithmus’

Z1. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen.
Z2. Vertauschen zweier Zeilen.
Z3. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar A # 0, A € K.

Zunéchst wird A in Dreiecksform gebracht:

11/ 1000
21 0100 |-
01| 0010
02( 0001 |-@
11 1000
10/-1100
01 0010 |+®

~11/-1001
11 1000
10(-1100
11|-1110

~11/-1001  |+®
11 1000
10/-1100
11/-1110
02(—2111

SO OO0 R OO OO~ Oo

O OO R OOOHROOO KO
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Die Diagonalelemente werden durch Multiplikation auf den Wert 1 gebracht.

1011l 1 0 0 ©
0110/-1 1 0 0
0011/-1 1 1 0
0002/—2 1 1 1 |- 1y
1011l 1 0 0 ©
0110-1 1 0 0
0011]-1 1 1 0
0001|—1 14 1 1/

Durch die entsprechenden Zeilenoperationen werden oberhalb der Diagona-
len Nullen erzeugt:

1011 1 0 0 0 |-@
0110(-1 1 0 0
0011-1 1 1 0 |-
0001|-1 1o 1h 1h
1010 2-1p=1h=1h  [-O
0110|— 1 0 0 |-0

0010 0 1o 1lh—1ph
0001|—1 14 1h 1k
1000/ 2 -1 -1 0
0100(—1 lh—1h 15k
0010 0 1k 1h—1h
0001|—1 1k 1h 1k

Die Matrix auf der rechten Seite ist die Inverse A~1.

2-1 -1 0

e B S Rl
01l 1p—=1p

1l Uy 1)

4.3.3.2 Allgemeine Erlduterung: Elementarmatrizen

Definition 4.48: Eine n x n-Matrix heifit Elementarmatrix, wenn sie
durch eine einzige elementare Zeilenoperation aus der Einheitsmatrix FE,
hervorgeht.

Alternative Formulierung: Eine Elementarmatrix ist eine quadratische Ma-
trix, welche sich entweder durch die Anderung eines einzigen Eintrags in
einen Wert # 0 oder durch Vertauschen zweier Zeilen von einer n x n-
Einheitsmatrix unterscheidet.
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Beispiel 4.49: Elementarmatrizen zu folgenden Operationen:

e Operation ,Zeile I - 2%: (g [1)>

e Operation: ,,1. und 2. Zeile vertauschen*: <(1) é)

e Operation ,Zeile II + 2- Zeile I*: (; (1)>

Die Multiplikation einer Matrix A von links mit einer der Elementarmatrizen
entspricht der dazugehorigen elementaren Zeilenoperation auf A.

Beispiel 4.50: Beispiele fiir die bekannten Zeilenoperationen:

71: Zeile i +«- Zeile j“ Beispiel:

100 abc a b c
M-A=|al0]|-|def|=|laa+dab+eac+ f
001 gh i g h 1

72: Die Zeilen ¢ und j werden vertauscht:

010 abec def
V-A=1100|-(def|=|abc
001 gh i gh 1t

73: Multiplikation der Zeile ¢ mit dem Wert «. Beispiel:

100 abc a b c
F=10a0]|-|def|=]|adaeaf
001 gh i g h 1

Eine Zeilenoperation entspricht einer Multiplikation von links mit der ent-
sprechenden Elementarmatrix. Mehrere aufeinanderfolgende Zeilenoperatio-
nen lassen sich durch Multiplikation von A mit mehreren Elementarmatrizen
ausdriicken:

B
Bp-... By -Bi-A=(By-...-By-By)-A=B-A

Daraus folgt: Erzeugt man durch eine Folge von Zeilenoperationen aus ei-
ner Matrix A die Matrix B+ A = F, dann erzeugt die gleiche Folge von
Zeilenoperationen aus einer Einheitsmatrix E die Matrix B- E = B = A1,
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Beispiel 4.51: Invertierung der Matrix A = (; ?)

121 0
3500 1 |-30
1 2[ 1 0

0-1-3 1 (=1
1 2 0 |-2-0
0 1 1

1 0 2

0 1 1

|
w arw =
|

Auf der linken Seite steht:
E=My-F,-M;-A (Bezeichnung wie in Beispiel 4.50)
10_1—2‘10‘10‘12
01/ \o 1 0-1 —-31 35
Auf der rechten Seite steht:

A ' =M, -F,-M,-FE

(52)=671) 6) (1) ()

4.3.4 Matrizen als Vektorraume

Bemerkung 4.52: Die Menge der linearen Abbildungen Hom(V, W) ist
wieder ein Vektorraum.

Erldauterung: Die Vektoren dieses Vektorraums sind lineare Abbildungen,
d.h. die Matrizen A € M(m x n, K) aus Bemerkung 3.25. Die Operationen
@ und © entsprechen der Addition zweier Matrizen bzw. der Multiplikation
einer Matrix mit einem Skalar.

Bemerkung 4.53: Hat man zwei lineare Abbildungen g : V. — W und
f:W =Y, soist die zusammengesetzte Abbildung f o g = f(g(x)) wieder
linear.

BEWEIS Es sei f(y) = Ay und g(x) = Bz, dann ldsst sich f(g(z)) darstellen
als ABx, also der linearen Abbildung, die durch das Matrixprodukt AB
gegeben ist. [ |
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4.3.5 Der Rang einer Matrix

Im Definition 4.32 haben wir den Rang einer linearen Abbildung definiert.
Im Folgenden werden zusétzlich die Begriffe Zeilenrang und Spaltenrang
eingefiihrt.

Definition 4.54: Ist A € M (mxn, K), so nennt man rg(A) = dim(Bild(A))
den Rang der Matrix A. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten-
vektoren von A nennt man den Spaltenrang von A, die maximale Anzahl
linear unabhéngiger Zeilenvektoren von A den Zeilenrang von A.

Es wird sich herausstellen, dass Rang, Zeilenrang und Spaltenrang immer
gleich sind. Zunéchst wird die Gleichheit von Rang und Spaltenrang gezeigt.
Anschlieend werden wir zeigen, dass Zeilenrang und Spaltenrang einer Ma-
trix immer gleich sind.

Satz 4.55: Der Rang einer Matrix A ist gleich ihrem Spaltenrang.

BEWEIS Sei & = z1€1 + - - - + x,6,. Wir wissen, dass fiir eine lineare Abbil-
dung f: X — Y gilt:

@) =a1f(él) + - +anf(en)

Die Vektoren ai = f(€1),...,an = f(€,) sind dabei die Spaltenvektoren der
Abbildungsmatrix A. Fir das Bild von f gilt:

Die Dimension des Bildes ist somit die Anzahl der linear unabhéngigen Spal-
tenvektoren der Abbildungsmatrix. n

Um den Zusammenhang von Zeilenrang und Spaltenrang zu untersuchen
miissen wir eine Voriiberlegung anstellen. Dazu betrachten wir die bekann-
ten elementaren Zeilenoperationen Z1, Z2, Z3 sowie die entsprechenden
Spaltenoperationen:

S1. Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen.
S2. Vertauschen zweier Spalten.
S3. Multiplikation einer Spalte mit einem Skalar A # 0, A € K.

Wir werden die Auswirkungen dieser Operationen auf die entsprechenden
Rénge einer Matrix untersuchen. Zunéchst ist zu bemerken, dass jede Ope-
ration die entsprechende inverse Operation besitzt. Weiterhin gilt:

Satz 4.56: Zeilen- bzw. Spaltenoperationen dndern nicht den Zeilen- bzw.
Spaltenrang einer Matrix.
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BEWEIS

Zeilenoperationen/Zeilenrang:

Seien z1,...,zm die m Zeilenvektoren einer Matrix A. Die Lineare Hiille dieser Vektoren
ist gegeben durch L(z1,. .., zm). Wir wissen, dass der Zeilenrang gleich der Dimension der

lineare Hiille ist.
e Die Zeilenoperation Z2 adndert trivialerweise L nicht.
e Wegen L(z,...,2m) = L(z1,...,A%;, ..., 2m) dndert die Zeilenoperation Z3 auch
die lineare Hiille nicht.
e Daauch L(Z,...,2m) = L(Z,...,2; + A%, ..., Zi, ..., zm) gilt, andert die Zeilen-
operation Z1 ebenfalls die lineare Hiille nicht.

Folglich dndern die Zeilenoperationen den Zeilenrang nicht.

Zeilenoperationen/Spaltenrang:

Es ist zu zeigen, dass die Zeilenoperationen die Anzahl der linearen unabhéngigen Spal-
tenvektoren nicht dndert. Es seien die Spaltenvektoren i, ..., $; eine beliebige Teilmenge
aller Spaltenvektoren der Matrix A.

Lineare Unabhéngigkeit heifit:

MS1+ -+ =02 A\ =--=X;=0
Komponentenweise in Matrixschreibweise heifit das:

s11 812 -+ 814|0
< es gibt nur die triviale Lésung

Sn1 Sn2 -+ Sni|0

Die Losung dieses Gleichungssystems mit dem Gauflschen Algorithmus entspricht genau
der Anwendung der Zeilenoperationen Z1-Z3.

Also dndern die Zeilenoperationen Z1 - Z3 die Losung A1, ..., A; nicht.

Die Spaltenvektoren si, ..., $; sind nach den Zeilenoperationen Z1 - Z3 genau dann linear
unabhéngig, wenn sie es schon vorher waren. Da die Spaltenvektoren si, ..., s; eine belie-
bige Teilmenge aller Spaltenvektoren der Matrix A sind, dndern die Zeilenoperationen Z1
- Z3 den Spaltenrang nicht.

Analog verfihrt man anschlieflend auch mit Spaltenoperationen/Spaltenrang und Spal-
tenoperationen/Zeilenrang. ™

Satz 4.57: Es sei A eine Matrix vom Zeilenrang r. Durch eine Folge von
Zeilen- und Spaltenoperationen der Form Z1 - Z3 bzw. S1 - S3 kann man
die Matrix A zu einer Matrix umformen, die in den ersten r x r Elementen
die Form einer Einheitsmatrix hat und deren restliche Elemente 0 sind. Sie
hat also die Darstellung

10---00---0
01---00---0
00---10---0
00---00---0
00---00---0
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Die Einsen stehen auf der Diagonalen der ersten r Spalten bzw. Zeilen.

Daraus folgt sofort:
Satz 4.58: Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix A sind gleich.

Beispiel 4.59:
1032 -2

2310 4

1020 1

0012-3

2322 1

10 3 2-2

-2-@ 03-5—-4 8

) 00-1-2 3

00 1 2-3
-2-0 03—-4-2 5
10 3 2-2
03-5—-4 8
00-1-2 3
00 1 2-3
—-©® 00 1 2-3
10 3 2-2

:3 101 —=353—4/3 8}3

(=1 {00 1 2-
+3 (00 0 O

o W

00 0 0 0
10000
01000
00100

00000
00000
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4.4 Determinanten

4.4.1 Einfiihrung

Wir beginnen direkt mit der Definition:

Definition 4.60: Die Determinante det : M(n x n, K) — K ist eine
Abbildung vom Raum der (n x n)-Matrizen iiber dem Koérper K nach
K mit den folgenden vier Eigenschaften:

1. Vertauscht man in A zwei benachbarte Spalten, dann &ndert
det(A) ihr Vorzeichen, d.h.

det(...,d;, dit1,...) = —det(...,djt1,di,-.-)

2. Multipliziert man eine Spalte der Matrix A mit einer Konstanten
s € K, so multipliziert man die Determinante mit s, d.h.

det(dy...,sd;,...,dy) = s-det(ay,...,d;,...dy)
Diese Eigenschaft nennt man Homogenitat.

3. Stimmen zwei Matrizen iiberall bis auf eine Spalte ¢ {iberein, so
addiert man ihre Determinanten, indem man die beiden Spalten ¢
addiert und dann die Determinante der Summe bildet, d.h.

det(al, ceey @izt @iy Gigly. .-, 0n)
i, o o .
+det(dy,...,di—1, @, dit1,.-.,0n)
B i, . o oo o -
=det(ay,...,di—1, 4; + @, dit1,.-.,0n)

Dies ist die Additivitat der Determinanten.

4. Es ist det(E) = 1, wobei E die Einheitsmatrix ist.

Warum gerade diese (zunéchst einmal ziemlich willkiirlich erscheinende) Ei-
genschaften? Historisch war zunéchst die Determinante iiber ihre Rechen-
vorschrift definiert. Es war bekannt, dass eine bestimmte Rechenvorschrift
det(A) einer quadratischen Matrix (oder einem entsprechenden Gleichungs-
system) einen Wert zuordnet, mit dem bestimmte Eigenschaften der Matrix
ermittelt werden konnen. Einige davon haben wir bereits kennengelernt:

e Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann eindeutig l6sbar, wenn
die Determinante ungleich 0 ist.



158 KAPITEL 4. LINEARE ABBILDUNGEN

e 7Zu einem Gleichungssystem existiert eine eindeutige Umkehrabbil-
dung, wenn die Determinante ungleich 0 ist.

e Durch Berechnen einer Determinante kann festgestellt werden, ob eine
Menge reeller Funktionen linear unabhéngig ist.

Mit der Determinante kann man also einfach die oben genannten Eigen-
schaften bestimmen (determinieren = bestimmen, festlegen!).

Die Determinante ist ein unentbehrliches Werkzeug, auf das man bei der
Untersuchung und Ermittlung von Eigenschaften eines linearen Operators
nicht verzichten kann (Schaum: Lineare Algebra, S. 171).

Mit dieser Definition sind allerdings einige Fragen schwer zu beantworten.
Beispielsweise:

e Hat die Determinante noch andere niitzliche Eigenschaften?
e Gibt es noch andere Rechenvorschriften, die den gleichen Zweck erfiil-
len?

Daher wurde eine moglichst kurze Definition entwickelt, aus der automatisch
die bekannten Eigenschaften (sowie eventuell neue) folgen. Daraus entwickel-
te man die moglichen Rechenvorschriften zur Berechnung der Determinan-
ten. Bei der Entwicklung erkannte man, dass es nur eine Rechenvorschrift
mit diesen Eigenschaften gibt.

Bemerkung 4.61: Fiir konkrete Matrizen A wird anstatt det(A) auch die
kiirzere Schreibweise | A| verwendet. Beispiel:

12
= det <34>

4.4.2 Eigenschaften der Determinante

12
34

Aus den vier Eigenschaften, die laut Definition 4.60 eine Determinante de-
finieren, lassen sich nun weitere niitzliche Eigenschaften herleiten. Um hier
nicht relevante Ausnahmen nicht dikutieren zu miissen, beschrianken wir uns
in diesem Unterkapitel auf die Kérper K € {R,C}. Wir beginnen mit einem
Ergebnis der Berechnungsmethode (siehe Kapitel 4.4.5), das wir hier ohne
Beweis angeben.

Bemerkung 4.62: Es gilt

det(A) = det(AT) VA € M(nxn,K),

wobei AT die zu A transponierte Matrix ist.
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Hieraus folgt, dass die Eigenschaften 1-4 einer Determinante auch fiir Zeilen
an Stelle von Spalten gelten. Aulerdem kénnen wir uns damit fiir die Beweise
der folgenden Aussagen auf Spalten beschrédnken ohne die Aussagekraft fiir
Zeilen zu verlieren.

Bemerkung 4.63: Vertauscht man zwei beliebige Spalten/Zeilen, so an-
dert die Determinante ihr Vorzeichen.

BEWEIS Ist der Abstand zweier Spalten n, so ist die Anzahl der Vertau-
schungen zweier Nachbarn 2n — 1, also eine ungerade Zahl. n

Bemerkung 4.64: Besitzt eine Matrix A zwei gleiche Spalten/Zeilen, so
gilt det(A) = 0.

BEWEIS Durch die Spaltenvertauschung erhilt man det(A) = —det(A). m

Bemerkung 4.65: Addiert man ein Vielfaches einer Spalte/Zeile zu einer
anderen Spalte/Zeile, so dndert sich die Determinante nicht.

BEWEIS Spalte i+-«-Spalte j; @ # j:

det(&’l,--- ,61_1,a¢+&6j,5i+1,"' ,6n)
:det(c_il,--- ,C_in) +det(&’1,--- ,6i_1,ac?j,6i+1,--- ,an)
=0
= det(dy, - ,dn) + o det(@y, -+, @1, a5, Gig1s- - »Gin)
= det(ay, - ,an)

Bemerkung 4.66: Addiert man ein Vielfaches einer Spalte/Zeile zu dem
Vielfachen einer anderen Spalte/Zeile, so &ndert sich die Determinante in
der Art, dass der Faktor der Spalte/Zeile erhalten bleibt, in die die Summe
eingetragen wird.

BEWwWEIS Diese Operation entspricht der Hintereinanderausfithrung einer Mul-
tiplikation einer Spalte mit einem Skalar und der anschlieffenden Addition
eines Vielfachen einer anderen Spalte:

B- Spalte i 4+ «- Spalte j; @ # j:

det(@, -+, di—1,B - di + adj, dit1,- -+, dn)
=0
:/Bdet(c_il’ 7dn) + o det((_ila"' 76i7176ja6i+17"' a(_in)
B - det(ay, , n
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Fir die folgende Bemerkung geben wir wieder keinen Beweis an, sie ldsst
sich aber wieder anhand der Rechenregeln aus Kapitel 4.4.5 nachweisen.

Bemerkung 4.67: Es gilt

det(AB) = det(A) - det(B) VA, B € M(n xn,K).

Aus der Herleitung des Rangs einer quadratischen Matrix sieht man, dass
die Gleichung AX = FE fiir jede Matrix A € M(n x n,K) genau dann
eine Losung X = A~! hat, wenn gilt rg(A) = n. Dies ist genau dann der
Fall, wenn gilt det(A) # 0. Das entspricht genau der Aussage der wichtigen
Bemerkung 4.46, in der wir festgestellt hatten, dass eine Matrix A genau
dann invertierbar ist, wenn det(A) # 0.

Die Anwendung des Satzes iiber die Determinante eines Produkts liefert

Bemerkung 4.68: Ist A invertierbar, d.h. det(A) # 0, dann gilt
det(A™1) = (det(A))~".

BEWEIS
det(A) - det(A™1) =det(A- A7) = det(E) = 1

4.4.3 Geometrische Interpretation

Interessanterweise hat die Determinante auch eine sinnvolle geometrische
Bedeutung. Die Determinante von n Vektoren des R ist gleich dem Betrag
des n-dimensionalen ,,Volumens*“, das von den Spaltenvektoren bzw. von den
Zeilenvektoren der Matrix eingeschlossen wird. In Kapitel 2.3.1.1 hatten wir
diesen Zusammenhang bereits im R? untersucht. Allgemein im R™ gilt dieser
Zusammenhang zwar auch, wir konnen ihn aber nicht darstellen. Auf den
R? lasst er sich dagegen leicht iibertragen:

Die Determinante einer 2 x 2-Matrix ergibt

0 a c
det<‘g§>:ad—bc: 0 — o] x]a
ad — be 0 0

Nach Definition 2.31 gibt die euklidische Norm des Kreuzprodukts zweier
Vektoren im R™ aber genau den Flicheninhalt des aufgespannten Paral-
lelogramms an. Somit gibt die Determinante einer 2 x 2-Matrix also das
2-dimensionale ,Volumen®, sprich selbigen Flécheninhalt, an.
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4.4.4 Schematische Darstellung der Determinante

Die folgende schematische Darstellung der Determinanten kommt praktisch
ohne mathematische Formeln aus.

Nehmen wir als Beispiel eine 3 x 3-Matrix. Wir bilden Produkte aus je ei-
nem Element jeder Zeile, wobei alle Elemente aus unterschiedlichen Spalten
stammen miissen. Z.B:

apy. Q12 a3 11 A2 Q13

a21\a22\a23 a21a\2‘2'/a23
as

1 Q32 “Aas3 a31 azy” ass

Wie viele von diesen Produkten gibt es? Fiir eine n x n-Matrix sind es n!, also
2 fiir eine 2 x 2-Matrix, 6 fiir eine 3 x 3-Matrix und 24 fiir eine 4 x 4-Matrix.
Diese Produkte werden mit einem Vorzeichen versehen (Regel spater) und
addiert. Das Ergebnis ist die Determinante. Die mathematische Formel dazu
(spater) ist die Leibnizsche Formel.

Die Produkte kann man in Baumform darstellen. Da der Zeilenindex sich
automatisch aus dem Level des Elements im Baum ergibt, kann man sich
auf den Spaltenindex beschrianken:

air a2 1 2
2x2: [ (|
g2 QA21 bzw. 2 1

Nachfolgend die entsprechende Baume fiir 2 x 2, 3 x 3 und 4 x4-Matrizen. Das
Vorzeichen richtet sich nach der Anzahl der Vertauschungen, die nétig sind,
um die Elemente des Pfades zwischen der Wurzel und dem entsprechenden
Blatt in aufsteigende Reihenfolge zu bringen (Gerade Anzahl = positiv,
ungerade Anzahl = negativ).
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12
9% 9 b
21
+_
1 2 3
AN
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3 23 12 1
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4 x4 :
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22 31 3
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4 34 23 24 34 13 14 24 12 13 23 12
+ —— +4+ —— +4+ —— 4+ - ++ —— ++ —-

+ = —

4.4.5 Rechenverfahren
4.4.5.1 Leibnizsche Formel

Es sollen jetzt die Regeln aus Definition 4.60 und Kapitel 4.4.2 angewandt
werden, um zu zeigen, dass damit eine Formel gefunden werden kann, um
den Wert der Determinante zu berechnen, und dass damit die Determinante
eindeutig bestimmt wird. Wir wollen dies zunéchst fiir zweireihige Deter-
minanten durchfithren und daran die Berechnungsmethode erkennen. Es sei
also

ai by

b= az by

Fiir den 1. Spaltenvektor kann man nun schreiben:
. ay 1 0 - .
a = =a + as = aj1e1 + aze3
a9 0 1

-, —. —. -,

det(d,b) = det(a1€1 + az€3,b) = a; - det(€31,b) + ag - det(é3, b),

und damit
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wegen der Eigenschaften 2 und 3 der Definition. Wendet man die gleiche
Methode auf den Vektor b an, dann erhélt man weiter

det(d, 5) = a1(by - det(éi,€1) + by - det(€é1, €3)) + az(by - det(€3, €1) + by - det(é3, €3))
=0 =1 -1 —0

—_— —_— —_——~ —_——
=aiby- det(é}, 51) +aqbo- det(él, 52) +aob- det(é’g, 51) +aobo- det(éé, 52) .

Zwei Determinanten sind gleich 0, weil die Matrizen gleiche Spalten haben.
Wegen det(F) = 1 und dem Vorzeichenwechsel beim Tausch von Zeilen gilt

det(€1,€3) =1 und det(€3,€1) = —1 und damit die bekannte Formel
Lo a by
D= det(a, b) = = a1b2 — CLle.
a9 b2

Im Falle n=3 liefert die Anwendung dieser Eigenschaften die bekannte Sar-
russche Regel.
Die Anwendung der selben Regeln auf die 4-reihige Determinante von

al bl C1 d1
ag ba ¢ do
a3 bs c3 d3
ay by cyq dy

liefert fiir det(A) das Ergebnis:
aybyczdy —aybadzcy +arbzcgds —aybgcady + aybycads — ay bycsdy

—agbiczdy+agbidscs —azbzcady +agbscidy —asbygcids +azbyesdy
+azbicady —azbicyda +azbacyadr —azbacids +azbycrda —azbycady
—agbicods 4+ agbicsdo —agbycsdy + agbycyds — agbs ey do + aq b co dy.

Dies sind insgesamt 24 Produkte. Man sieht also, dass die Sarrussche Regel
fir n = 4 nicht mehr gilt. Aulerdem erkennt man, dass in jedem Produkt
aus jeder Zeile und jeder Spalte genau ein Element vorkommt, und dass
simtliche Indexkombinationen vorkommen. Die Anzahl dieser verschiedenen
Kombinationen ist genau n!. Bei jedem Produkt steht, wie wir im Falle n = 2
gesehen haben, zunéchst eine Determinante, die nur aus Einheitsvektoren
besteht. Thr Wert ist daher:

0, wenn gleiche Vektoren vorkommen,

1, wenn sie durch eine gerade Anzahl von Vertauschungen in die Determi-
nante der Einheitsmatrix iiberfiihrt werden kann bzw.

-1, wenn die Anzahl der nétigen Vertauschungen ungerade ist.
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Fiir n-reihige Determinanten sieht die Herleitung formal so aus:
e d; bis @, als Summe schreiben: @; = Y")_; ;€.

e Fiir alle Summen die Determinanten aufspalten. Man erhélt eine Sum-
me aus n” Summanden. Jeder Summand hat n Vorfaktoren (je einen
Vorfaktor aus jeder Spalte) und eine Determinante aus Einheitsvekto-
ren.

e Alle Summanden, die doppelte Einheitsvektoren in der Determinante
haben, fallen weg. Es bleiben nur noch Summanden, die Permutationen
von (€1, - ,€,) in der Determinante haben (n! Summanden).

e Die Determinanten sind 1 oder -1, je nachdem, ob sie sich durch
eine gerade oder eine ungerade Anzahl von Vertauschungen in det
(€1, - €y,) uberfithren lassen.

Satz 4.69: (Leibnizsche Formel): Die Determinante einer n-reihigen Ma-
trix A = (a;;) kann dann wie folgt berechnet werden:

n n
det(A) = Z Z 5i1,...,z‘naih1 @iy
i1=1 =1
wobei gilt
0, falls gleiche Indizes unter den i1, ...,%, vorkommen
Sitrrin _ 1,  falls ¢y ...4, durch eine gerade Zahl von Vertauschungen

in die Reihenfolge 1,2, ..., n gebracht werden kann

—1, falls die Zahl der notwendigen Vertauschungen ungerade ist.

Diese Formel liefert eine Berechnungsmethode der Determinanten, die nur
aus den Eigenschaften 1-4 aus Definition 4.60 hergeleitet werden kann und
zeigt damit, dass eine n-reihige Determinante durch diese vier Eigenschaften
eindeutig bestimmt ist. Damit kann man auch den folgenden Entwicklungs-
satz herleiten.

4.4.5.2 Entwicklungssatz nach Laplace

Definition 4.70: Ist A € M(n xn, K), so bezeichnet A;; die (n—1) x (n—
1)-Matrix, die durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von A
entsteht. Damit ergibt sich folgendes Ergebnis:



4.4. DETERMINANTEN 165

Satz 4.71: (Entwicklungssatz nach Laplace): Es sei A € M(n X
n, K) und j ein beliebiger fester Index mit 1 < j < n, dann gilt

det(A) = zn: (—1)i+j Qg - det(Aij).
=1

Hier sind die a;; die Elemente der j-ten Spalte. Das nennt man Ent-
wicklung der Determinanten nach der j-ten Spalte.

Statt nach einer Spalte kann ebensogut auch nach einer Zeile entwi-
ckelt werden:

det(A) = Z (—1)i+j * Qg - det(Aij).
j=1

Der Entwicklungssatz nach Laplace ldsst sich auch in der schematischen
Darstellung der Determinante wiederfinden. Das Schema zur Berechnung
der n x n-Matrix umfasst n unterschiedliche (n —1) x (n —1)-Untermatrizen:

1 2 3
ANV ANRVAN

BRI
3 23 12 1
+ —— ++ -
4x4:
N S S VO R Ve e
2/£\4 1/£\4 1/£\4 1/£\3
AEATE AT TR AN
N
N/ R R N
Dy —Dyy Das —Diy

Diese Berechnungsformel fiir eine Determinante kann auch als rekursive De-
finition der Determinanten aufgefasst werden. Dazu muss man dann noch
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fiir n = 1 die Determinante definieren durch
det(A) = daill.

Beispiel 4.72: Entwicklung nach der 1. Zeile:

20 1
42 -3|=2- g_i’ +1- g;
53 1

=2(249)+ (12— 10) = 24

Aus dem Entwicklungssatz nach Laplace folgt direkt ein einfacher Sonderfall:

Bemerkung 4.73: Ist A € M(n x n, K) eine obere oder untere Dreiecks-
matrix, dann ist det(A) das Produkt der Elemente auf der Hauptdiagonalen.

b11 blg'-' bln
0 ba2 -+ bap

det . =b11-bog ... bpyn.
0--- 0 by

4.4.5.3 Gaul3-Algorithmus

Dieses Ergebnis motiviert die Berechnung einer Determinante mit Hilfe des
GauB-Algorithmus. Dabei werden die Regeln zur Umformung der Matrix
entsprechend der Regeln zur Losung eines Gleichungssystems nach Gauf
angewendet bis eine Dreiecksgestalt erreicht ist. Allerdings muss man auf-
grund der bisher gezeigten Eigenschaften der Determinante beachten:

e Die Multiplikation einer Zeile/Spalte mit einem Faktor A bewirkt,
dass die Determinante mit dem Faktor A multipliziert wird. Dies muss
ausgeglichen werden. Beispiel:

cd_ch

ab| 1

2 2b|

e Die Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten verédndert das Vorzeichen
der Determinante:

ab
cd

cd
ab
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e Einzig die Operation ,Zeile a + «- Zeile b bzw. ,Spalte a + «- Spalte
b* verdndert den Wert der Determinanten nicht.

Damit bringt man die Matrix auf Dreiecksform. Die Determinante ist das
Produkt der Hauptdiagonalelemente.

Beispiel 4.74:

20 1 1 20 1
42—325 42 -3
53 1 106 2

20 1
——-lo2-5
06 -3
20 1
——-lo2-5
00 12

1
=--2-2.-12=24
2

Beispiel 4.75: Geschickte Kombination von Zeilen- und Spaltenoperatio-
nen. Erklarung der Kiirzel: Z2=Zeile 2; S2=Spalte 2.

t—1 1 1
1 t—1 1 |Z2 —Z1 — Z2; Z3—-7Z1— Z3
1 1 t—1

t—1 1 1
=2t t—-2 0 151+ S2 4+ 53 — 51
2-t 0 t—2

t+1 1 1
= 0 t—2 0
0 0 t—2

=({t—-22(t+1)

4.4.5.4 Sarrussche Regel

Fir 2 x 2- und fiir 3 x 3-Matrizen kann man auch die Sarrussche Regel
anwenden:

20 1

Beispiel 4.76: |42 -3|=2-2-141-4-3—2-(—3)-3—1-2-5 =2+12+18-10 =
53 1

24
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4.4.5.5 Kombination der Regeln

Es konnen zur Berechnung der Determinanten auch mehrere Regeln kombi-
niert werden. Beliebt ist z.B. fiir 4 x 4-Matrizen die Kombination: 1 Schritt
Laplace, danach Sarrus. Gut funktioniert auch: Gauf}, bis nur noch wenige
Werte in einer Zeile/Spalte stehen, danach Laplace.

Beispiel 4.77: Mit der Operation ,,51 — 2 - 53 — S1“ wird erreicht, dass
nur eine einzige Zahl # 0 in der ersten Zeile steht. Danach wird mit Laplace
fortgesetzt.

20 1 00 1

42 -3|=1102 -3

53 1 33 1
=30—-6=24

4.4.6 Rechenaufwand zur Berechnung einer Determinanten

Dies nennt man die Komplexitat des Problems. Es sei

ai @12 -+ Qin

ag G2+ -+ G2p
det(A) = .

a/nl ------ ann

Es werden nun durch Zeilenoperationen, die den Wert der Determinanten
nicht dndern, unterhalb der Diagonalen Nullen erzeugt. Wir nehmen zu-
néchst an, dass ay; # 0 ist. Als Beispiel soll as; Null werden. Dann gilt fiir
die neue 2. Zeile:
(1) a1 .
ay’ =ay —ay;—, t=1,...,n.
ar

(1)

a5, wird nicht berechnet, da es immer Null wird. Entsprechend kann man
iiberall in der 1. Spalte unterhalb der Diagonalen Nullen erzeugen und dieses
Verfahren fiir die weiteren Spalten so fortfithren, bis man eine obere Drei-
ecksmatrix erhélt. Berechnet man die Summe sdmtlicher Multiplikationen
und Divisionen, die dazu notig sind, dann erhélt man

n3—n

3

Fiir n = 10 ist der Wert 330. Beim Entwicklungssatz erhélt man einen Wert
> n!, fiir n = 10 also 10! = 3628800 ~ 3.6 - 10%. Die Leibnizsche Formel
braucht (n — 1)n! Multiplikationen, also noch mehr.
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4.4.7 Berechnung der Inversen mit der Methode der Unter-
determinanten

Definition 4.78: Unter der zu A komplementiren Matrix A versteht
man die Matrix mit den Elementen

dij = (—1)i+j . det(Aji).

Bemerkung 4.79: Fiir die inverse Matrix gilt:

1 ~
ATl = - A.
det(A)
Beispiel 4.80: Die Matrix
10 2
A=141 1
327

wird einmal mit dem Gauflschen Algorithmus und einmal mit der Methode
der Unterdeterminanten invertiert.

GauBlscher Algorithmus:

10 21 0 0
41 110 10 |-4-Q
32 =710 01 |-3-Q
10 2[1 0 0
01 —-7-4 1 0
02-13-3 0 1 [-2-Q
10 201 00 [-2-®
01 —=7-4 1 0 |[+7-®
00 1] 5 -2 1
10 0/-9 4-2
01 0/31-13 7
00 1] 5 -2 1

Methode mit Unterdeterminanten:
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1. Schritt: Aufstellen einer Matrix B, an deren Position b;; die Unterdeter-
minante A;; steht.

11141
=732

2111 2]|10
=713 =732

411141

02 ’12 10

2. Schritt: Verdndern des Vorzeichens nach dem Schachbrettmuster.
-9 31 5

C= 4-13 -2
-2 71

3. Schritt: Transponieren der Matrix. Das Ergebnis ist die komplementére

Matrix A.
—9  4-2
A= 31-13 7
5 —2 1

4. Schritt: Teilen durch det(A). Das Ergebnis ist die Inverse A~!. Es gilt:

det(A) = —-7+16-2—-6=1

Damit ist:
-9 4-2
Al=1|31-13 7
5 =2 1

Fiir 2x2-Matrizen ist die Berechnung der Unterdeterminanten aber einfacher
und schneller als der Gausche Algorithmus.
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Beispiel 4.81:

Beispiel 4.82:

4.4.8 Unterdeterminanten und Rang einer Matrix

Bemerkung 4.83: Essei A € M(mxn, K). Es sei r die Anzahl der Reihen
der grofiten (r x r)— Untermatrix von A, deren Determinante ungleich Null
ist, dann ist r der Rang der Matrix.

Beispiel 4.84: Es sei
7 25
3 14
-2 06
4-31

A=

Welchen Rang hat A? Durch Streichen der Zeile i erhdlt man vier mogliche
3 x 3 Untermatrizen A;:

3 14 7 25
Ai=|-2 06|, Ay=]|-2 06,
4-31 4-31
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7 25 725
As3=13 14|, Ay= 314
4-31 —-206

Nach der vorigen Bemerkung hat A genau dann den Rang 3, wenn die De-
terminante von mindestens einer dieser Untermatrizen # 0 ist. Es ergibt
sich:

det(A1) =24+24+544+2=104 #0.

Damit hat A den Rang 3. Da A; sich aus den ersten drei Zeilen der Matrix
zusammensetzt, sind diese drei Zeilen linear unabhingig.

4.5 Transformationsmatrizen

4.5.1 Basiswechsel

Bisher haben wir die Koordinaten eines Vektors im R™ immer beziiglich der
kanonischen Einheitsvektoren €1, ..., €, angegeben. Zum Beispiel bedeutete
7= (3,1,4)T, dass & = 3¢&} + €3 + 4€3. Man kann den gleichen Vektor aber
auch beziiglich einer beliebigen anderen Basis des R™ wiedergeben. Nehmen
wir z.B. die Basis A = {d;, d2, d3} mit

1 1 0
51: 2 ,52: 0 ,63: -1
0 1 1

Dann hat der Vektor & beziiglich der Basis A die Koordinaten (2, 1,3)7. Wir
verwenden als Schreibweise

KA(f) = (23 1, 3)T7

wenn explizit unterschieden werden soll, auf welche Basis sich ein Vektor
bezieht. Fehlt die Angabe der Basis, sind immer die kanonischen Einheits-
vektoren gemeint.

Dartberhinaus méchten wir neben dem R™ auch andere Vektorrdume un-
tersuchen. Deshalb suchen wir eine Moglichkeit, die Koordinaten bzgl. un-
terschiedlicher Basen in beliebigen Vektorrdumen ineinander umzurechnen.

Gegeben sei ein Vektorraum der Dimension n mit den Basen
— N / -/ -/
A={dy,...,d,} und A ={aj,...,a,}.
Fiir einen Vektor & existieren also die Darstellungen

= (KA@)1 61+ -+ (KA@)n - Gn = (Kar (@)1 @+ + (Kar (@)

—/

a, -

A-K 4(7) A'K /()
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Daraus lassen sich direkt die Transformationen
KA(#)=ATA K ()
T4
bzw.  Ku(Z)=A""A-K(Z)

A
T4

ableiten, wobei T4 die Transformationsmatrix von A’ nach A genannt
wird. In Worten ausgedriickt bestehen die Spalten von T ALV aus den Koor-
dinaten der Einheitsvektoren von A’ beziiglich der Basis A. Analoges gilt
auch fiir TA“,.

Bemerkung 4.85: Die Transformation von A’ nach A ist die Umkehrung
der Transformation von A nach A”:

TA’ _ A—IA/ — (A/—lA)—l — (T;f/)_l
Da A und A’ Basen bilden, sind sie und somit auch TA‘V und Tj‘, invertierbar.

Beispiel 4.86: Beziiglich der Basen

1 1 1 0 1
A=<{l2|,lo],| -1 und A’ ={|-1|,|-1],]1
0 1 1 0 1 1

hat der Vektor ¥ = (3,1,4)7 die Koordinaten
KA(@) =(2,1,3)7 baw. Ku(Z) = (3,-4,0)T.

Ein beliebiger Vektor & lasst sich mit Hilfe der Transformationsmatrix

1

110\ 1 01
TY =A7'A =20-1| -|-1-11
011 0 —11
11 1 1 01
=12 -1-1|-|-1-11
21 2 0 —11
—2-21
=13 20
-3-31

von A’ nach A tiberfithren. Weiterhin gilt damit fiir die Umkehrung:

2921\ " /=21 2

Ty =T =3 20| =|3 -1-3
-3-31 3.0 -2
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Die Korrektheit ldsst sich mit obigem Beispielvektor iiberpriifen:

2 —2-21 3 2
1| =Ka@) =T Kyp@)=|3 20|-|-a|=]1
3 —3-31 0 3

Bemerkung 4.87: Ist A die kanonische Einheitsbasis, so ergibt sich als
Transformationsmatrix

T =4 A =F"1 A=A

Dieses Ergebnis erhélt man fiir den R™ auch aus Bemerkung 4.28, wenn die
Basistransformation als Abbildung interpretiert wird.

4.5.2 Basistransformation bei Abbildungsmatrizen

Das Aussehen der Abbildungsmatrizen héngt nach Bemerkung 4.28 von der
Wahl der Basen im Definitionsbereich und im Bild ab.

Definition 4.88: Sei A eine Basis des Vektorraums V sowie B eine Basis
des Vektorraums W. Eine Matrix M ‘g repréasentiert die lineare Abbildung
® : V — W beziiglich der Basen A und B, wenn gilt:

Kp(®(z)) = Mj(®) - Ka(x)
Die Matrix M#(®) heiBt Abbildungsmatrix von ® beziiglich A und B.

Wie sieht nun die Abbildungsmatrix der gleichen linearen Abbildung beziig-
lich der Basen A’ und B’ aus? Es gilt:

Satz 4.89: Es sei ® : R™ — R" eine lineare Abbildung und M3 (®) ihre
Abbildungsmatrix beziiglich A und B, dann ist

M(®@) = T - MA(®) - T}

My
| KA(Z) | | KB(<I>(f))|
| | | |
| | | |
| A | | 78|
| A | | B
| | | |
| | | |
: K (%) : : : KB,(<I>(£’)):
[ - | Mg, [ - |
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Die Spalten einer Transformationsmatrix Tg/ sind die in Kapitel 4.5.1 erlau-
terten Einheitsvektoren der Basis B beziiglich der Basis B’. Analoges gilt
fiir Tﬁv.

Beispiel 4.90: Die Abbildung f : R? — R2? mit f((x,y,2)7) = (2,9)"
projiziert den R? auf die (z,y)-Ebene. Die Abbildungsmatrix beziiglich der
kanonischen Basen A und B ist

MA(S) = <§ " 8) .

Um die Abbildungsmatrix beziiglich der Basen

1 1 0
A= 2,101, -1 und B’:{(f)(i)}
0 1 1

zu bestimmen, nutzen wir also

My (f) =T§ - M(f)- T4 = (T§)™" Mg (/) - T4
(2300 [0
011
_ (4 2 3)
3 —1-2
4.5.3 Koordinatentransformationen in der Ebene

Zwei Basen, die durch eine lineare Koordinatentransformation Tf' - inein-
ander iiberfiihrt werden kénnen, sind zueinander gedreht, gespiegelt und/oder
verzerrt, jedoch sind die Nullpunkte nicht gegeneinander verschoben. Dies
gilt allgemein im R™. Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf den
R2.

Beispiel 4.91: Die folgenden Transformationen spielen aufgrund der geo-
metrischen Vorstellung eine besondere Rolle:

+_[cos¢ —sing .
o T4 = sing cos </7> = Drehung des Koordinatensystems um den
Winkel ¢
/ 10 . -
o T = 01 = Spiegelung des Koordinatensystems an der z-

Achse
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/ 1
o T4 = < 0 (2)> = Verzerrung des Koordinatensystems in y-Richtung

Ist zusétzlich die Determinante von Tf' gleich 1, dann kommt nur noch eine
Drehung in Frage. Ist die Determinate gleich —1, wurde zusétzlich gespiegelt
(ohne Beweis).

Beispiel 4.92: Eine Abbildung ® : R? — R? sei fiir die kanonischen Basen

A = B gegeben durch
Ajar [ —10

beschreibt also eine Spiegelung an der y-Achse, wenn sowohl im Definiti-
onsbereich als auch im Bild die kanonischen Basen gewéhlt werden. Die
Einheitsvektoren der Basen A’ = B’ haben beziiglich der Basen A bzw. B

die Werte:
. . 1 (1 . . 1 (-1
ol = €y = 7\@ 1 und oy, = €p, = —ﬁ E

Das neue Koordinatensystem A’ bzw. B’ fiir den Definitionsbereich und das
Bild ist damit gegeniiber A bzw. B jeweils um 45° gedreht.

_~

6a2 = 6b2

Cal, = €y,

U
Q)
S
I
[
X

Die Transformationsmatrizen haben die Form:

/ / 1 1-1
Wie sieht die Abbildung ® beziiglich der Basen A’ und B’ aus?
Mg (®) = (TF) ™" - Mp(®) - T4

SO HED ()
)
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Die Abbildung ist, wie zu erwarten war, die Spiegelung an der Mitteldiago-
nalen.

Bemerkung 4.93: Die Invertierung der Transformationsmatrix (Tg/)_1
erfordert einen Aufwand, den wir - wie in Bemerkung 6.6 dargestellt - in
den sehr hiufig auftretenden Spezialfillen der Orthogonalmatrizen aus Ka-
pitel 6.1 deutlich reduzieren kénnen.
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Kapitel 5

Lineare Gleichungssysteme

5.1 Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems

Zunéichst einmal verallgemeinern wir die Definitionen aus Kapitel 1.2.1:

Definition 5.1: Ist A = (a;5) € M(m x n,K) und b = (by,...,by) € K™,
dann heifit

annry + -0+ apT, =b

Am1T1 +  + QpnTn = by,
ein lineares Gleichungssystem bzgl. (z1,...,x,) mit Koeffizienten in K.
Z1,...,Ty sind die Unbekannten des Systems. Ist b der Nullvektor, dann

nennt man das System homogen, sonst inhomogen. Das Gleichungssystem
kann in der Form

Axr =10

geschrieben werden.

Definition 5.2: Unter der Losungsmenge des zu (A,b) gehorigen Glei-
chungssystems verstehen wir

L(A,b) = {z € K"|Az = b}.

Die aus dem vorherigen Kapitel bekannten Eigenschaften tiber lineare Ab-
bildungen und Matrizen fithren zu folgenden Ergebnissen.

179
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Satz 5.3: Ax = b ist genau dann lésbar, wenn gilt:

ai -+ Qaip aiy -+ aip b

Aml " Qmn m1 - Amn bm

Eine andere Schreibweise ist

rg(A) =rg(A,b).

BEWEIS Es seien dy, - - ,d, die Spaltenvektoren der Matrix A. Es gilt:
Az = (@1, ,@n)T=a1-dl + - +ap-dp =0
Daraus folgt, dass ein Losungsvektor Z genau dann existiert, wenn gilt
b € L{dl,...,d,} < rg(A) =rg(A,b),
wobei L die lineare Hiille der Vektoren ist. n

Satz 5.4: Ist z; € K" eine Losung, d.h. gilt Az, = b, dann gilt

L(A,b) =z, + Ker(A) = {xs + x| z € Ker(A)}.

BEWEIS
x € Ker(A) & Az =0
< Alzs+ ) = Azs + Ax = Azg =D
[
Bemerkung 5.5: Ist x5 eine Losung und (vy, .. ., v,) eine Basis von Ker(A),
dann ist

L(Ab) ={zs + Mv1 + ...+ M| N € K}

Dabei gilt wegen der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen: r = dim(Ker(A)) =

n —rg(A).

Erlduterung: Ist x5 eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungs-
systems Ax = b und ist z; die allgemeine Losung des homogenen
Systems Ax = 0, dann ist z, = x) + =5 die allgemeine Losung des
inhomogenen Gleichungssystems Ax = b.
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Bemerkung 5.6: Ein l6sbares Gleichungssystem ist genau dann eindeutig

l6sbar, wenn Ker(A) = 0, d.h. rg(A) = n ist.

Eine eindeutige Losung existiert also genau dann, wenn rg(A) = rg(A,b) =n
ist.

A-z=0b

] - nein X
I8 5 A) =rg(A, b) Dol hemosne syemo

rg(A)=n?

(n: Anzahl der Spalten) Kelne Losung

nein
Unendlich viele Lésungen mit

Genau eine Losung (n—rg(A)) Parametern.

Fur homogene Systeme: Fiir inhomogene Systeme:
Triviallésung « = 0. Spezielle Losung des inhomogenen Systems
allgemeine Losung des homogenen Systems.

=+

Bemerkung 5.7: Ist A quadratisch, d.h. m = n, so ist das Gleichungssys-
tem Az = b genau dann eindeutig lésbar, wenn det(A) # 0 ist.
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System

Lineares (n X n
cr =

A

)_
b

nein

o A) Zrg(A, b) Pl mhemosen: e

ja Keine Losung

Unendlich viele L6sungen mit

Genau eine Losung

(n—rg(A)) Parametern.

Fur .Ilor{logene Systeme: Fiir inhomogene Systeme:
Triviallssung z = 0. Spezielle Losung des inhomogenen Systems +
allgemeine Losung des homogenen Systems.

() )

Es ist n = 2. Da det(A) = —2, ist auch rg(A) = 2 und rg(A,b) = 2. Daher
gibt es eine eindeutige Losung.

= (2) ()

Es ist n = 3. Da die Zeilen nicht Vielfache voneinander sind, ist rg(A) = 2
und auch rg(A,b) = 2. Daher gibt es unendlich viele Losungen.

() ()

Es ist n = 3. Da die beiden Zeilen von A Vielfache voneinander sind, ist
rg(A) = 1. Die beiden Zeilen von (A, b) sind keine Vielfachen voneinander,
also ist rg(A, b) = 2. Daher existiert keine Losung.

Beispiel 5.8:

Beispiel 5.9:

Beispiel 5.10:

Beispiel 5.11:

41 3
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Es ist n = 2. Die beiden Spalten sind keine Vielfachen voneinander, also ist
rg(A) = 2. Welchen Wert hat der Rang von (A,b)? Da rg(A,b) > rg(A) und
rg(A,b) < (n+ 1) ist rg(A,b) gleich 2 oder 3. rg(A,b) = 3 gilt genau dann,
wenn det(A, b) # 0. Eine Uberpriifung ergibt:

12-1
det [32 1[=6+8-3-1-1848=0
41 3

Also ist rg(A, b) = 2. Daher gibt es eine eindeutige Losung.

Bemerkung 5.12: Es diirfen zwei unterschiedliche Situationen nicht
verwechselt werden:

e Ein Gleichungssystem Ax = b mit quadratischem A ist genau dann
eindeutig 16sbar, wenn det(A) # 0.

e Ist ein Gleichungssystem Az = b gegeben, wobei

— A eine Zeile mehr als Spalten hat (Form: (n + 1) x n).

— die Spalten von A linear unabhéngig sind.

ist das System genau dann eindeutig losbar, wenn det(A,b) = 0
ist.

Beispiel 5.13:
12 1
A=132]; b=10
41 0

Es ist n = 2 und rg(A) = 2. Weiterhin gilt: 2 < rg(A4,b) < 3. Mit

121 .
det(A,b) = [320| = 1] [/ = =540
410

ergibt sich rg(A, b) = 3. Daher existiert keine Losung.

5.1.1 Losbarkeit von quadratischen Systemen mit det=0

Im Falle singuldrer Matrizen, d.h. det(A) = 0, ist das inhomogene Glei-
chungssystem Ax = b nicht fiir alle b 1sbar. Die Existenz einer Losung
kann wie folgt charakterisiert werden.
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Satz 5.14: Ist A € M(n xn,K) und det(A) = 0, dann ist das inhomogene
Gleichungssystem Ax = b genau dann l6sbar, wenn fiir alle Lésungen z des
transponierten homogenen Systems ATz = 0 gilt (b, 2) = 0.

BEWEIS Wir nehmen an, Az = b sei 16sbar, z sei die Losung und z sei Losung von
ATz = 0. Dann folgt

(b, 2) = (Az, 2) = (Az)T 2z = (T AT)z = 2" (A"2) = 0.

Also gilt (b,z) = 0.

Nun sei (b, z) = 0 fiir alle Losungen z des transponierten homogenen Systems ATz =0.
Zu zeigen ist, dass Az = b dann losbar ist.

Seien @; die Zeilenvektoren der Matrix A, d.h. die Spaltenvektoren der transponierten
Matrix AT und 2z = (715, zn)T. Dann gilt

ATz =0
21

& (d1y...,dn) D]l =0
Zn

<~ 6121-‘1-"'-’—6”2'":0

Fir diese z gilt nach Voraussetzung auBerdem (b, z) = 0, also
bizi+ - +bpzn =0.

Dies kann man mit der vorigen Gleichung zusammenfassen zu:

AT
| z=0
bT

Diese Gleichung hat die gleichen Losungen z wie ATz = 0, somit das gleiche Bild und
auch den gleichen Rang. Damit ist
AT
rg = rg(4)
bT
und da fiir alle Matrizen rg(Z) = rg(Z7) ist, gilt auch:

rg(4,b) = rg(4)
Dies ist genau die Losbarkeitsbedingung fiir die Gleichung Az = b. m

Beispiel 5.15:
120
A=1240 | = (dy,ds, ds3)
361

Da dy = 2 - dy, ist rg(A) = 2 und det(A) = 0. Wir betrachten zwei unter-
schiedliche rechte Seiten:
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3
1.by = [ 6| =a@ +d —a@ =r1g(A,b) =2 = unendliche viele
8
Losungen.
3
2.bo=15 = rg(A4,b) =3 = keine Losung
8

Gemaf des vorigen Satzes miisste fiir die Losungen z des homogenen Systems
ATz =0 gelten: (b1,7) = 0 und (b, ) # 0. Es gilt:

123 z1
ATz=1246 ] | 2| =0
001 z3
= 23 =0 = 221 +429 = 0 = z1 = —22z9. Mit z9 = z erhilt man als
Losungen:
—2x
Z= T
0
3 —2z
1. (b1,2)=(| 6|, z |)y=-6x+62=0
8 0
3 —2x
2. (bg, 2y =(| 5|, z |)=—-6x+br=—z

oo
@)

Beispiel 5.16: d x & = b bzw. in Matrixschreibweise: Az = b mit

0 —a, ay
A= a, 0 —a,
—ay a; 0

Sind Loésungen vorhanden? Die Losungen zu:
ATz = —Az=-axZ=0
sind alle 2’ || @. Das Gleichungssystem Ax = b hat nur dann Losungen, wenn

fiir alle diese Z gilt: (b, Z) = 0. Dies ist nur dann der Fall, wenn b L @.
= a X & = b ist nur dann lésbar, wenn b L 4.
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5.1.2 Aquivalente Bedingungen zur Losbarkeit eines Glei-
chungssystems

Es sollen jetzt sdmtliche dquivalente Bedingungen fiir die eindeutige Losbar-

keit

eines linearen Gleichungssytems angegeben werden.

Satz 5.17: Fir eine Matrix A € M(n x n,R) und die dadurch gegebene
lineare Abbildung L 4 sind folgende Bedingungen &quivalent:

1

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. A ist invertierbar.
Az = 0 hat nur die triviale Lésung z = 0.

. Durch Zeilen- und Spaltenumformungen kann A auf die Einheitsmatrix
transformiert werden.

. A ist darstellbar als Produkt von Elementarmatrizen.
. Die Gleichung Az = b besitzt fiir jedes b € R™ mindestens eine Losung.
. Az = b hat genau eine Losung fiir jedes b € R™.

. det(A) # 0.

. Das Bild von L4 ist R™.

. L4 ist bijektiv.

Die Spaltenvektoren von A sind linear unabhéngig.
Die Zeilenvektoren von A sind linear unabhéngig.
Die Spaltenvektoren von A sind eine Basis des R™.
Die Zeilenvektoren von A sind eine Basis des R™.
rg(A) = n.

Ker(Ls) = {0}.

Das orthogonale Komplement von Ker(L4) ist R™.

Das orthogonale Komplement des von den Zeilen von A aufgespannten
Raums ist {0}.

AT A ist invertierbar.
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5.2 Die Cramersche Regel

Es wird jetzt eine Formel fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems
mit Determinanten angegeben, die sogenannte Cramersche Regel:

Satz 5.18: (Cramersche Regel): Es scien A € M(nxn, K) und Z,b €
K™ sowie AZ = b ein lineares Gleichungssystem und es gelte det(A) # 0.
Man definiert Matrizen A; dadurch, dass die Matrix A; mit der Matrix
A bis auf die i-te Spalte {ibereinstimmt, in der der Vektor b steht. Es
gilt z.B. .

Aj = (A1, .o, @im1,b,Tig1y .., An).
Dann gilt
o det(Az)
~ det(A)

T

BEWEIS Man definiert Matrizen X; dadurch, dass sich die Matrix X; von der Einheits-
matrix E nur in der i-ten Spalte durch den Vektor Z unterscheidet. Es gilt z.B.

10x10...0
01220...0
“0z350...0
Xg=| .. .
01
S0 .0
00x,0...1
Dann gilt:
A-X;=A-(e1,8, - ,8i-1,Z, €41, - ,Cn)
= (dthu"' 76:1'*131457&:7;4’17"' 7an)
:(517627"'76i—17gvai+17"'7d7l

Aufgrund der Darstellung von X; erkennt man: det(X;) = z;. Daraus folgt:
det(A;) = det(A - X;) = det(A) - det(X;)

o det(Ai)
¥ det(A)

Beispiel 5.19: Losung des linearen Gleichungssystems

201 + w2+ w3 = 2
Tr1 — X9+ 3x3
5x1 + 2x9 + 43 = 1

Il
|
-3
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2 11
D =det(A)=|1-13|=-2+#£0
5 24

Damit ist A invertierbar. Weiterhin gilt:

2 11 2 21 2 1 2
Dy=|-7T-13|=-2, Dy=|1-73|=—-4, D3=|1-1-7|=4
1 24 5 14 5 2 1
Losung: 1 =1, ©9 =2, x3 = —2

Probe mit Gauf:

2 1 1] 2
1-1 3] -7
5 2 4] 1
1-1 3] -7
2 1 1 2
5 2 4] 1
1-1 3 -7
0 3 5 16
0 7-11| 36
1-1 3| -7
5 16
00 34
3 3
2 4
§x3:—§:>:v3:—2
10 16
$2+§:§$1‘2:2

1 —2—-6=—-T=x1=1

Beispiel 5.20: Berechnen Sie das Gleichungssystem

nach Gaufl und nach der Cramerschen Regel.

Gauf:

3 1:3-7-0
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_ 37
T

1 1/ 37 1 /185 — 236
v=30y—4) 3(5 59 ) 3( 59 )
S L N

3 59 59

Cramersche Regel:

3_5
A=’ 8'_24+35_59
_4-5
A=, 8‘ 32415 = —17
3.4
Ay=|0 5| =9+28 =137
_ A 17
T4 T Ty
_ Ay 37
Y=4 T 59

5.3 Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme

5.3.1 Orthogonalprojektion auf Unterrdume

In Satz 3.97 haben wir die Projektion eines Vektors auf einen Unterraum
mit einer Orthonormalbasis kennengelernt. Nun méchten wir die Projektion
auf allgemeine Unterrdume des R" untersuchen.

Bemerkung 5.21: pA(l_;) sei die Projektion eines Vektors b € R™ auf den
von den Vektoren A = (@, ...,d,) € M(mxn,R) aufgespannten Unterraum
U= L(a,...,d,), also das Bild von A. Damit existiert ein & € R™ mit

—

=

I
Eal
HNgE
I

]

Eal
Q

Dann gilt b — pa(b) L U bzw. b— A - Z € UL und damit

= (ak, —A- f) = Vk
S AT . b—A- %)=
s ATA.7 =AT.b

Die Gleichungen AT A% = ATb heifien Normalgleichungen.
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Bemerkung 5.22: Die Normalgleichungen sind fiir jede reelle Matrix A €
M (m x n,R) losbar. Im Falle rg(A) = n existiert mit

7= (ATA)"1. AT .p

sogar eine eindeutige Losung. Die Matrix (AT A)~!. AT heifit dann auch
verallgemeinerte Inverse von A.

5.3.2 Methode der kleinsten Quadrate

Satz 5.23: (Methode der kleinsten Quadrate): Gegeben ist das
Gleichungssystem

AZ=b, A EM(mxn,R),gG R™ m > n.

Da mehr Gleichungen als Unbekannte gegegeben sind, ist das Glei-
chungssystem i.A. nicht 16sbar. Sind die Spaltenvektoren von A linear
unabhéngig, d.h. rg(A) = n, dann ist

= (ATA)1. AT .}

die Naherungslosung nach der Methode der kleinsten Quadrate (LSE =
Least Squares Estimator), d.h. die Norm des Fehlervektors £ wird fiir &
minimal:
= ||b — AZ|| = min ||b — AZ]
&l = 15 — A7) = min IF - A7]

BEwEIS Nach Bemerkung 5.22 ist # = (AT A)~!. AT . b dann die eindeutige
Losung der Normalgleichungen und pa(b) = AZ = A- (ATA)~!. AT . b ist
die orthogonale Projektion von b auf das Bild von A. Mit dem Satz des
Pythagoras ergibt sich fiir beliebige 2z € R™:

-,

16— AZ|?> = [|(b — pa(D)) + (pa(b) — AZ)|?

%_,/__,/

L (b—pa(b))
=6 —pa®)]) + [[pa(b) — AZ|?
> 16— pa(®)|?
= ||b— AZ|

—,

Somit liefert p4(b) den kleinsten euklidischen Abstand aller Elemente des
Bildes von A zu b. [

Beispiel 5.24: Das Gleichungssystem

xr =2
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ist iiberbestimmt und nicht losbar. Es gilt:

r—1=¢1

r—2=¢9

Die Aufgabe ist es, eine Zahl z (bzw. einen Vektor ¥ des R') zu finden, fiir

-)

direkt bestimmen:

den ||&]] =

‘ minimal ist. In diesem einfachen Fall kann man z leicht

a2 =(z 12 +(@-22=2>-22+1+2® —do+4=22> 62 +5
|€]|? ist minimal fiir 42 — 6 = 0, d.h. fiir z = %

Nun wird der Wert noch einmal ausgerechnet, diesmal unter Verwendung der
verallgemeinerten Inversen. In Matrixform hat die Gleichung das Aussehen

AT = b,

1 - - 1
A:<1>, 7= (x), b:<2>.

Berechnung der besten Ndherung -

wobei

AT Az = ATh

(1,1)(1):5 1,1)@)

2

(
r =3

Beispiel 5.25: Das Gleichungssystem

u=1
v=2
u+v=4

ist {iberbestimmt und nicht 16sbar. In Matrixform hat die Gleichung das

Aussehen
AZ =0
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wobei

10 1
A=|o01], f:(“) b= |2
11 v 4

|€]12 ist minimal fiir Z = (ATA)~LATb.
10
. (101 (21
ATA = (011) ?1 - (12)

337

5.3.3 Ausgleichsrechnung mit der Methode der kleinsten Qua-
drate

Im Rahmen einer Ausgleichungsrechnung oder Regression sind mehrere
Datenpunkte gegeben, die physikalische Messwerte, wirtschaftliche Groien
oder Ahnliches reprisentieren kénnen. Gesucht sind dabei die Parameter
eines als bekannt angenommenen parametrisierbaren funktionalen Zusam-
menhanges. Dazu verwendet man die vermutete (z.B. physikalische) Bezie-
hung, die der Messung zugrunde liegt. Die Aufgabe ist es, die Parameter



5.3. UBERBESTIMMTE LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 193

der Funktion zu finden, die moéglichst genau durch die Punktwolke passt
(Fitting). Unter ,passen® versteht man, dass die Summe der quadratischen
Abweichungen der Kurve von den beobachteten Punkten minimiert wird.
Beschrankt man sich auf die Funktionenmenge der Polynome, so muss man
zundchst festlegen, welchen Grad n das Polynom haben soll. W&hlt man
n = 1, so erhilt man eine Gerade und spricht von einer linearen Regres-
sion.

Beispiel 5.26: Diese Punkte kénnen beispielsweise so aussehen:

(0;0), (1;3),(2;2), (3;2.5), (4;4.5)

In unserem Beispiel verwenden wir zunéchst ein Polynom vom Grad n =1,
d.h., wir versuchen eine Gerade y = a - x + 8 durch die Punkte zu legen.
Das fithrt zu folgendem Gleichungssystem:

a-0+8=0
a-14+5=3
a-2+p5=2
a-3+p8=25
a-4+p5=45

oder in Matrixform:
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01 0
11 3
21 -<a>: 2
31 B 2.5
41 4.5

o und 8 ergeben sich aus (o, 8)7 = (ATA)~LATb.

v, (3010
4 A_<10 5)
1 5—10
T Ay-1_ &
(474) 50 (—10 30)

32,5
12
a) 1 (425) (0,85
) 50\ 3 )\ 0,7

Also ist die gesuchte Kurve y = 0,852+ 0,7.

AT

Ein quadratischer Fit ergibt das Gleichungssystem:
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a-02+B-0+7=0
a-1?+8-1+~y=3
a-224+B-24y=2
a-32+6-34+7=25
a- 4245 44y=45
In Matrixform:
001 0
111 [« 3
421 =] 2
931\~ 2.5
1641 4.5

was (nach erheblich ldngerer Rechnung) das Ergebnis
y = —0.0357 - 2% 4 0.9929 - z + 0.6286 liefert.

Bemerkung 5.27: Gegeben seien die Datenpunkte (zx,yr), k= 1,...,m.
Das Ausgleichspolynom soll den Grad n = 1 haben, also eine Gerade sein.
Dann ist

xp 1 Y1

x9 1 Y2

Ty 1 Ym
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(e%

— ATh
B

Die Gleichung AT A

ergibt ausmultipliziert

Shir e Yk | (o) _ [ i wryk

Yo Tk om B > k=1 Yk
was genau das Ergebnis aus der Analysis-Vorlesung ist, in der wir {iber die
Extremwerte der Summe der Abweichungsquadrate argumentiert hatten.

5.4 Unterbestimmte lineare Gleichungssysteme

Nun betrachten wir ein dhnliches Ergebnis fiir unterbestimmte Gleichungs-
systeme.

Satz 5.28: Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem
A=, A € M(m x n,R), FeRY,bER™ m<n.

Dieses Gleichungssystem hat immer Losungen, wenn rg(A) = m ist, da

-,

dann auch gilt rg(A) = rg(A4,b) = m. In diesem Fall hat der Losungs-

vektor .
Z,=AT(A- AT

des Gleichungssystems AZx = b die Eigenschaft, dass er:

e die Losung mit der kleinsten Norm von allen Losungen & ist, d.h.

17| = min {[Z]]}.
r=

e orthogonal zu sédmtlichen Losungen Z' des zugehorigen homogenen
Gleichungssystem Az = 0 ist, d.h.

(Zs,2) =0
In diesem Fall heif3t die Matrix

AT(A . AT)fl

die verallgemeinerte Inverse der Matrix A.

BEWEIS &, ist definiert, wenn (A - AT) invertierbar ist. Da rg(A) = m, sind die Zeilen
von A linear unabhéingig. Also ist A - AT nach Kapitel 5.1.2 auch invertierbar (siehe auch
Bemerkung 6.40).

Zs ist eine Losung von AZ = b, denn

AZ, = A(AT(A-AT) ) = (A- ATYA - ATY b =1,
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Allgemein gilt: allgemeine Lésung des inhomogenen Gleichungssystems = spezielle Losung
des inhomogenen Gleichungssystems + allgemeine Lésung des homogenen Gleichungssys-
tems. Die Losungen des homogenen Gleichungssystems

AZ=0

sind allgemein
Z=MZ1+ ...+ M2

Ts liegt senkrecht auf den Losungen Z, denn

(z,8) =2TAT(A- AT o= Az (A-AT) ') =0

Man kann Zzi,..., 2%, so wihlen, dass sie paarweise orthogonal sind. Mit der speziellen
Losung Zs lasst sich die allgemeine Losung schreiben als:

T=Ts+p1z1 4+ pr2Zr, pi €R.
Wegen der Orthogonalitat gilt fir jede Losung & nach Pythagoras:
I = NE ) + N 2r 4 - 2| > (181
Damit ist &5 der eindeutig bestimmte Losungsvektor von AZ = b mit der kleinsten Norm.

Beispiel 5.29: Das lineare Gleichungssystem
r+2y—2z=5

ist unterbestimmt. Die Losungen bilden eine Ebene im R3. Der gesuchte
minimale Losungsvektor Z ist der Vektor, der vom Nullpunkt ausgeht und
senkrecht auf die Ebene trifft. Aus der Hesseschen Normalform der Ebene

1 )
g(x+2y—2z):§

1
% 2 |. Dieses Ergebnis erhélt man auch durch die
-2
Berechnung von & = AT(AAT)~1b mit

erhalt man direkt ¥ =

A: (172’72)’ 'f:

[SEINSE
Sy
Il
—
ot
SN—
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Es gilt:



Kapitel 6

Spezielle Matrizen

6.1 Orthogonale Matrizen

Definition 6.1: Eine Matrix A € M(n x n,R) heiit orthogonal bzw. or-
thonormal, falls gilt ATA = E.

Die Menge der orthogonalen Matrizen bezeichnet man mit O(n). Es gilt
O(n) C M(n x n,R).

6.1.1 Eigenschaften orthogonaler Matrizen

Bemerkung 6.2: Folgende Aussagen sind dquivalent fiir eine Matrix A €
M(n xn,R):

(a) A€ O(n)

(b) A ist invertierbar und es gilt A=! = AT,

(c) A-AT = E.

(d) Die Spaltenvektoren von A bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des Stan-
dardskalarprodukts im R".

(e) Die Zeilenvektoren von A bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des Stan-
dardskalarprodukts im R".

BEWEIS (a)&(b): Die Aussage (a) bedeutet nach Definition der inversen Matrix, dass
AT = A~ ist, also die Aquivalenz von (a) und (b).

(a)<(c): Da bekanntlich ein linksinverses Element in einer Gruppe gleich dem rechtsin-
versen ist, folgt aus AT - A = F auch A- AT = E, also die Aquivalenz von (a) und

(c).
(a)<(d): Die Aussage (a) bedeutet, dass gilt AT - A = E. Schreibt man dieses Matrix-

199
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produkt explizit hin, dann sieht man, dass (a) dquivalent zu (d) ist:

A= (@1, ,dn), di,--+,dn: Spaltenvektoren von A.
i
=A"=|:
T
i
= AT A= : (@1, dn)
T
<61761> : <a176n>
<an761> : <anadn>
=F
== <(_]:z,d7,> =1
<6:¢',(_I']>:O, 7’7&]
(a)&(e): Beweis dhnlich wie (d) n

Bemerkung 6.3: Fir alle A € O(n) gilt |det(A4)| = 1.

BEWEIS Mit den Eigenschaften der Determinanten gilt
|det(A-AT)| = |det(A)-det(AT)| = | det(A)|-| det(AT)| = | det(A)]|-| det(A)]

und
| det(A - AT)| = |det(E)| = 1.

Also gilt insgesamt | det(A)|? = 1 und damit gilt die Bemerkung. n

Die Umkehrung der letzten Bemerkung gilt nicht, denn fiir die Matrix
32
gilt |det(E)| = 1. A ist offensichtlich keine Orthogonalmatrix.

In Beispiel 4.91 hatten wir Dreh-, Spiegelungs- und Verzerrungsmatrizen im
R? kennen gelernt. Diese untersuchen wir nun auf Orthogonalitiit:

Beispiel 6.4: (Drehmatrix im R?):

[ cos¢ —sing
A_<sin<;5 cosgb)
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ist eine Drehmatrix im R?. ¢/ = A - Z dreht den Punkt # um den Winkel ¢
um den Ursprung.

Das wird deutlich, wenn man die Gleichung i/ = A - Z in Polarkoordinaten

schreibt, also & = r,, (C(.)S )\> und ¢ = 7y <C(.)SM> . Dann ist:
sin A sin p

o[ CosH) _ cos ¢ —sin ¢ . Ccos A
Y\sinp/ \sing coso “\ sin A
_ cOS A cos ¢ — sin Asin ¢
~ "\ cos Asin ¢ + sin Acos ¢

., cos(¢+ )
T\ sin(¢ + )

Die Drehmatrix A = (U3,72) ist orthogonal, denn ihre Spalten bilden ein
Orthonormalsystem.

|#1]] = cos* ¢ +sin® ¢ = 1
[|¥]| = sin® ¢ + cos® ¢ = 1
(U1, T2) = — cos ¢ sin ¢ + sin ¢pcos ¢ = 0

Bemerkung 6.5: Spiegelungsmatrizen sind ebenfalls Orthogonalmatrizen.
Matrizen zu Verzerrungen hingegen nicht.
Nun untersuchen wir die Umkehrung:

Bemerkung 6.6: Ist die Transformationsmatrix 7, g/ von Basis G’ in Basis
G eine Orthogonalmatrix, dann kann die Transformation aus einer Drehung
und/oder einer Spiegelung, nicht aber aus einer Verzerrung, bestehen. Das
ergibt sich aus der Eigenschaft (TS - x;, TS - x;) = (2i,2;) der Orthogo-
nalmatrizen. Da Orthogonalmatrizen auBerdem die Eigenschaft (7§ )~! =
(TS )T besitzen, gilt nach Satz 4.89 fiir Abbildungsmatrizen einer Abbildung
® bzgl. der Basen G’ und H' bzw. G und H

M (@) = (Tf )" - M{j(®) - TE .

Beispiel 6.7: In Beispiel 4.92 kénnen wir somit die Invertierung der Matrix
Tg/ durch deren Transponierung ersetzen.

Bemerkung 6.8: Fiir A, B € O(n) gilt AB € O(n).
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BEWEIS
(AB)™' =B 'A™! = BTAT = (AB)"

Bemerkung 6.9: O(n) ist eine Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation.

BEWEIS Die Abgeschlossenheit ergibt sich aus der vorigen Bemerkung. Die
Assoziativitat ergibt sich allgemein aus der Matrixmultiplikation. Das neu-
trale Element E ist € O(n), ebenso wie das inverse Element A~! = AT,
[ ]

Bemerkung 6.10:
(a) A€ O(n) & (Azx, Ay) = (x,y) Va,y € R".
(b) A€ O(n) < ||Azx| = ||z|| Vx € R"

BEWEIS
(Az, Ay) = (Az)T Ay = 2T AT Ay = 2Ty = (2, y)
[ |

Bemerkung 6.11: A ist eine Orthogonalmatrix genau dann, wenn sie jedes
Orthonormalsystem in ein anderes transformiert.

BEWEIS Die Bedingungen fiir ein Orthonormalsystem waren:
a) Samtliche Vektoren zj, sind paarweise orthogonal. (x;, z;) =0, @ # j.
b) [zl =1

Es gilt: (Az;, Az;j) = (zj, ;) = 0 und || Az;|| = ||| =1 -

6.2 Die QR-Zerlegung

Die QR-Zerlegung wird zur Eigenwertberechnung sehr grofler Matrizen ver-
wendet (Eigenwerte werden im néchsten Kapitel behandelt). Das komplette
Verfahren wird in Numerik 1 behandelt. In diesem Kapitel wird:

e crldutert, was unter der QR-Zerlegung zu verstehen ist sowie

e kurz beschrieben, wie man eine Matrix unter Zuhilfenahme des Gram-
Schmidtschen Othogonalisierungsverfahrens QR-zerlegt. In der Praxis
verwendet man statt dessen jedoch die besseren (numerisch stabileren)
Verfahren von Givens oder Householder, die ebenfalls in Numerik 1b
erlautert werden.
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Bemerkung 6.12: Ist A eine (n x m)- Matrix mit linear unabhéngigen
Spaltenvektoren (d.h. m < n), dann gibt es eine (n x m)- Matrix @ mit
orthonormalen Spalten (d.h. QT - Q = E,,) und eine (m x m)- Matrix R,
die eine invertierbare obere Dreiecksmatrix ist, so dass gilt

A=QR,

die sogenannte QR-Zerlegung der Matrix A. E,, ist die Einheitsmatrix in
M(m x m,R).

Die Matrix @ ist im Falle m < n keine Orthogonalmatrix, da sie nicht
quadratisch ist. Es gilt nur Q7 - Q = E,,,, aber Q - QT # E,!

Erlduterung: Es ist die Gleichung A = @ - R zu 16sen. A ist gegeben. @) und
R sind gesucht. Nimmt man den Vektorraum V' = R", dann kann man A, @)
und R wie folgt darstellen:

e A= (dy, - ,dp), Die Vektoren aj, sind die Spalten von A.

e Q= (¢, ,qm), Die Vektoren g sind die Spalten von @ und damit
paarweise orthonormal.

A1 een - Am

0 Ao2...Aoam
e R =

0 ...0 XMum

Diese Gleichungen kann man mit dem Orthogonalisierungsverfahren nach
Gram-Schmidt 16sen. Das wird am folgenden Beispiel gezeigt.

Beispiel 6.13: Die Matrix
1 1
A= (a,d2)=|2-1
2 2

soll aus dem Orthogonalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt QR-zerlegt
werden. A = QR ergibt ausgeschrieben:

1 1
_(m o~ A11 A2
2-11=(q, @) |,
9 9 22
In Gleichungsform ist das:

ar = A\1q1
a2 = A\2q1 + A\222
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Die orthogonalen Vektoren ¢; und ¢ koénnen mit Gram-Schmidt erzeugt
werden. Die A\-Werte erhélt man aus den Zwischenergebnissen. Aus Gram-
Schmidt ist bekannt:

S a S L S T2
Q=75 To=dy— (d2,q1)q1; G= 7=
[l (72|

= A1 = [|a1|
A12 = (d2, q1)
Aoz = |72
1 1
Es gilt: @i = | 2 | und dy = | —1 | Daraus errechnet sich
2 2
A= fla|l =3

2
5 . 1
=dg—1 Q13(5
4
. V45
)\22=H7’2||=T=\/5
PO T U
TRl vas |
Damit ist
1 2
3
o- |15k
5P
3 VIS
3
0

&
|
/N

S
N———

Also ist die Matrix A QR-zerlegt.
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6.3 Eigenwerte von Matrizen

Wir betrachten jetzt aussschliefilich Abbildungen von einem Vektorraum in
denselben Vektorraum: f : V — V. Diese Abbildungen heiflen Endomor-
phismen. Die zugehorigen Abbildungsmatrizen sind quadratisch. In diesem
Kapitel geht es darum, zu einem gegebenen Endomorphismus eine Basis
(d.h. ein Koordinatensystem) zu finden, in dem diese Abbildung durch eine
Diagonalmatrix dargestellt werden kann:

A1 0
y = .. €T
0 A
In diesem Fall gilt auch
A- €; = )\z’ &

Ein Vektor auf einer Koordinatenachse bleibt also nach der Transformation
auf der Koordinatenachse (moglicherweise an einer anderen Stelle dort). Um
die Basisvektoren des neuen Systems zu bestimmen, suchen wir (im alten
System) nach den folgenden Vektoren:

Definition 6.14: Sei eine Matrix A € M (n x n, K) gegeben, dann hei-
Ben alle Vektoren z, fiir die gilt

A-xz=\z,

Eigenvektor der Matrix A. Die zugehorigen A\ € K heiflen Eigenwert
oder charakteristische Zahl von A zum Eigenvektor x.

Beispiel 6.15:

A c9s§ sin% _ C?S%—Sin% (1 0
sing —cos g sing cosg 0-1
spiegelt einen Punkt erst an der z-Achse und dreht ihn anschlieend um

30°(%)- Die Abbildungsvorschrift vereinfacht sich wesentlich, wenn man sie
in einem neuen Koordinatensystem betrachtet, dass gegeniiber dem alten

um 15° gedreht ist:
, (10
A= <0 REE
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A
.o P
A: C(‘)SG Sln6 //Q\/ \\\
sinZ —cosZ sy N
6 6 | N\
AP B /\ \
/ N
fod pr = AP
I
l RS L
T >
\ : /
\ O
\ I
\ | /
\ | /
N\ | /
AN //
‘e .-
P ]

Konstruktion von A - P. Der Punkt P wird erst an der x-Achse gespiegelt
und dann um 30° gegen den Uhrzeigersinn gedreht.

Die Abbildungsvorschrift vereinfacht sich wesentlich, wenn man das Koordi-
natensystem um 15° dreht. Der Punkt P wird nur an der x-Achse gespiegelt.
Die neuen Koordinatenachsen sind die Eigenvektoren. Die Eigenwerte sind
die Werte auf der Hauptdiagonalen von A.

Gibt es zu einer Matrix A € M (n xn,K) eine Zahl X und einen Vektor = # 0
mit

Ax = \z?
Diese Gleichung kann in der Form
Az —dx =0 bzw. (AE—-A)zx=0 bzw. (A= AE)z =0

geschrieben werden. Dies ist ein homogenes Gleichungssystem mit der Ma-
trix

AE — A.
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Definition 6.16: Das Polynom

p(A) = det(AE — A)

heifit charakteristische Polynom einer Matrix A € M (n x n,K).

Somit besitzt das lineare homogene Gleichungssystem (AE — A)z = 0 genau
dann eine nichttriviale Losung Z, wenn gilt

p(A) = 0.

Das charakteristische Polynom p(A) ist ein Polynom n-ten Grades und hat
deshalb n Nullstellen Ay in C. Es miissen also nicht in jedem Fall reelle Lo-
sungen existieren. Zu jedem Eigenwert A\ gehért mindestens ein Eigenvektor
.

6.3.1 Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren

Ausgangspunkt: Eine Gleichung Az = Az. A ist bekannt, A und z sind
unbekannt. A ist eine n x n-Matrix.

1. Losung des charakteristischen Polynoms

IAE — Al =0oder |[A—AE|=0

Die Losungen des Polynoms A1, Ao,---, A, sind die Eigenwerte. Es
kann mehrfache Eigenwerte geben. Eigenwerte kénnen auch komplex
sein.

2. Einsetzen der Eigenwerte \; in das homogene Gleichungssystem
(ME—-—A)x=0

Fiir jeden Eigenwert findet man unendlich viele Losungen (sonst hat
man sich verrechnet). Es gibt mindestens einen freien Parameter, es
sind aber auch mehrere moglich.

3. Findet man einen freien Parameter, z.B. ¥ = A(1,1,0)7, so bezeichnet
man (1,1,0)7 als (speziellen) Eigenvektor zum entsprechenden Eigen-
wert. Der Zusatz ,speziell“ wird oft weggelassen. Auch alle Vielfachen
dieses Vektors sind Eigenvektoren. Gibt es zwei freie Parameter, z.B.
7 = M1,0,0)7 + u(1,1,1)T, so erhilt man zu dem Eigenwert zwei
linear unabhéngige (spezielle) Eigenvektoren. Dies bedeutet, dass al-
le Linearkombinationen davon ebenfalls Eigenvektoren sind. Dies gilt
dquivalent auch fiir drei und mehr Eigenvektoren.
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Beispiel 6.17:

1-33
A=|3-53
664

A-1 3 -3

p(A) =det(\E —A)=| —3 A+5 —3

6 6 A—4

A-1 0 -3

=| -3 A4+2 -3

—6 A+2X1—4

A-1 0 -3

=| -3 A4+2 -3

3 0 A—1

= (A +2)[(A=1)2 -9

Aus dem Faktor (A + 2) ergibt sich sofort \; = —2. Die beiden anderen
Nullstellen ergeben sich aus (A — 1)2 — 9 = A2 — 2\ — 8. Dies fiihrt zu
Ao = —2 und A3 = 4. Ein Eigenwert ist also doppelt.

Berechnung der Eigenvektoren: Einsetzen der Eigenwerte und Losung des
homogenen Systems.

o \=-2:

Es gilt also z = y — x. Die Losung hat zwei Freiheitsgrade und ist z.B.

x 1 0
y | =« 01+p8]1
z -1 1

Damit erhélt man zu A = —2 die Eigenvektoren (1,0, —1)% und (0,1, 1)T.
Es ist auch moglich, dass man andere Eigenvektoren erhéalt. Sie miis-
sen allerdings linear unabhéngig und Linearkombinationen der beiden
oben genannten Vektoren sein.
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e )\ = 4: Analoges Einsetzen ergibt

O o wo ww
N~ W o ©w
|
= RO WO W Ww
S oo oo o

eine Losung mit einem Freiheitsgrad und einen (speziellen) Eigenvek-
tor von (1,1,2)7 (oder ein Vielfaches davon).

Beispiel 6.18: Es sei
30 0
A=102-5
01-2

Das charakteristische Polynom lautet:

A=3 0 0
p(A) = det(A\E — A) = det 0 X—=2 5
0 -1 A+2

=A=3)[(A=2)A+2)+5=AN=3)(\2+1)

Die Eigenwerte lauten also \; = 3, Ao = ¢, A3 = —i. Eigenwerte kénnen auch
komplex sein. Es kann im Reellen kein Koordinatensystem gefunden wer-
den, in dem A durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird. Die (komplexen)
Eigenvektoren werden wie im vorigen Beispiel durch Losung des Gleichungs-
systems (A — AE)x = 0 nach dem GaufB-Schema berechnet. Dies wird am
Beispiel Ay = i gezeigt:
i—3 0 0
0 i—2 5
-1 i+2
0 0
-1 742
i—2 5
0 0
-1 742
0 0f

O O OO OOl oo

O O RIO OO

* 54+ (14+2)(i—-2) =5+ (i?-22)=5-1-4=0
0

Wéhle z=a=y=2(i4+2); =0, th=a|i+2
1
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Bemerkung 6.19: Es gilt fiir das charakteristische Polynom

p(A) = det(A\E — A)
= det()\_’l — C_il, )\52 — C_iz, ceey )\é}L — &’n)
= det()\éi, )\52 — 62, ey )\é}L — 6n) + det(—c_il, )\52 — 62, ey )\e_'n — ﬁn)

= .. =det(\el, ..., \ey) + ...+ det(—ay,...,—dn)

Andererseits gilt bei entsprechender Wahl des Vorzeichens auch:
PA)=A=A) ..o (A=)
i=1

Zusammen erhalt man:

Beispiel 6.20: Im vorigen Beispiel hatte die Matrix

1-33
A=|[3-53
6 —64

die Eigenwerte -2 (doppelt) und 4. Daraus ergibt sich
det(A) = (=2)?-4 =16

Nachpriifen ergibt:

1-33
det | 3—53 | =—-20—54—-54+18436+90 =16
6—-64

6.3.2 Eigenwerte spezieller Matrizen

Bemerkung 6.21: Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix sind die Werte auf
der Hauptdiagonalen.

BEWEIS Ist A eine Dreiecksmatrix, so ist A — AE ebenfalls eine Dreiecks-
matrix und das charakteristische Polynom ist

p()\):(CLH—)\)-(QQQ—A)‘...-(ann—)\):0

Diese Gleichung ist erfillt fiir A\ = aq1,..., A\n = anp. n
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Bemerkung 6.22: Ist A ein Eigenwert von A und x ein zugehériger Eigen-
vektor, so gilt:
AFg = Ny

BEWEIS

Afgp = AF 1. Ag = AF1 . ag = 2AF 1

Bemerkung 6.23: Der Absolutbetrag der Eigenwerte von Orthogonalma-
trizen A € O(n) ist 1, d.h.

Az =Xz = [N =1

Damit bleibt bei der Abbildung mit A nicht nur die Richtung, sondern auch
die Lange erhalten.

BeEwEIs Mit Bemerkung 6.10 erhélt man:

2] = |Az[| = [Az][ = |A[ - [l=] & [Al=1.

6.3.3 Diagonalisierbarkeit linearer Abbildungen

Gegeben sei eine beliebige n x n-Matrix. Hat diese Matrix n linear unab-
héngige Eigenvektoren &1, .. ., Zp, so gilt mit den dazugehorigen Eigenwerten
)\1, ey )\nt

AL = M7

Ay, = ATy

In Matrixschreibweise:
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wobei Eigenwerte auch doppelt sein diirfen. B ist invertierbar und D diago-
nal. Daraus ergibt sich die Diagonalisierung einer linearen Abbildung:

AB = BD
D=B'4B bzw. A= BDB!

In den Spalten von B stehen die Eigenvektoren. Die Diagonalelemente von
D sind die entsprechenden Eigenwerte.

Manche quadratischen Matrizen kénnen nicht diagonalisiert werden. Andere
besitzen komplexe Eigenwerte und -vektoren, so dass die Diagonalisierung
keinen praktischen Nutzen hat. Im Einzelnen gelten folgende Punkte:

e Zu jeder (n x n)-Matrix gehort das charakteristische Polynom
A+ ap A"+ ag.

Damit gibt es m Eigenwerte Ag,..., An, die mehrfach sein kénnen.
Weiterhin kénnen die Eigenwerte komplex sein. Hat ein Eigenwert \;
die Vielfachheit v;, dann ist > ;" v; = n. v; heiBt die algebraische
Vielfachheit von ;.

e Jeder Eigenwert besitzt eine Anzahl g; von linear unabhéngigen Ei-
genvektoren. g; nennt man die geometrische Vielfachheit von A;.
Es gilt:

1<gi <wv.

Jeder Eigenwert hat also mindestens einen Eigenvektor. Ein doppelter
Eigenwert kann zwei (linear unabhéngige) Eigenvektoren, aber auch
nur einen Eigenvektor besitzen. Die Menge FE) aller Eigenvektoren
zu A und des Nullvektors nennt man Eigenraum zu )\ und bildet
offensichtlich einen Unterraum.

e Figenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhéan-
gig.

e Eine Abbildung ist genau dann diagonalisierbar, wenn die geometri-
sche und die algebraische Vielfachheit aller Eigenwerte gleich sind.
Anders ausgedriickt: Wenn es zu jedem n-fachen Eigenwert auch n

Eigenvektoren gibt. Insbesondere ist eine Abbildung dann diagonali-
sierbar, wenn jeder Eigenwert nur einfach ist.

e Wie im néchsten Kapitel gezeigt wird, lassen sich reellsymmetrische
Matrizen immer diagonalisieren, denn fiir sie gilt:

— Eigenwerte und Eigenvektoren sind reell.

— Jeder n-fache Eigenwert hat n orthonormale Eigenvektoren.
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6.4 Symmetrische Matrizen

Symmetrische Matrizen hatten wir in Definition 1.14 definiert.

Satz 6.24: Fiir reelle symmetrische Matrizen sind die Eigenwerte im-
mer reell und es existiert immer ein reeller Eigenvektor.

BEWEIS Es gelte also Az = Az, wobei wir zuniichst annehmen, dass der Vektor z =
z+iy (x,y €ER™)und A =y +iw (v,w € R) komplex sind:
Az +iy) = (v +w)(z + iy).

Da die Elemente von A reell sind, kann man dies nach Real- und Imaginéarteil aufteilen
und erhélt

Az = yr — wy,

Ay = yy + wz.
Nun ist A symmetrisch. Daher gilt

(Az,y) = (Az)"y = 2" ATy = (z,ATy) = (=, Ay).
Daraus folgt
(yr —wy,y) = (z, 7y + w),
also
Y, y) —wly, y) = v(z,y) +wiz, z)
oder
w(llzl|* + [ly|*) =0

und da der Eigenvektor x + iy = z # 0 ist, folgt w =0, also A € R.
Da A reell ist, gibt es auch einen reellen Eigenvektor x. n

Fir die Eigenvektoren von A gilt nun:

Bemerkung 6.25: Die zu verschiedenen Eigenwerten einer reellsymmetri-
schen Matrix gehorigen Eigenvektoren sind orthogonal zueinander.

BEWEIS Fiir zwei Eigenwerte A1 # A2 einer Matrix A seien x1 und z2 zwei (bekanntlich
von Null verschiedene) zugehorige Eigenvektoren aus R™. Dann gilt

(z2, Ax1) = ngatl = (ATxg)Tm
= (Amg)Txl = <A£C2,$1>
= (x1, Ax2)

Wegen
<$2,A331> = )\1<1‘2,1‘1> und <:L‘1,ACL‘2> = )\2<I17l‘g>

folgt A1(x2,x1) = A2{x1,x2), also (A1 — A2)(z2,21) = 0.
Da nach Voraussetzung A1 # Az ist, folgt (z1,22) =0 d.h. 27 L 23. n
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Falls alle Eigenwerte A1, ..., A, unterschiedlich sind, und die Eigenvektoren

Z1,... %y, so gewdhlt werden, dass ||21]| = ... = ||z,]| = 1, dann ist B =

(21, ...,%y) nicht nur invertierbar, sondern sogar orthogonal und es gilt:
BTAB=D

Wie wir sehen werden, gilt dies auch, wenn mehrfache Eigenwerte auftreten.

Satz 6.26: Zu jeder reellsymmetrischen Matrix A gibt es eine Ortho-
gonalmatrix U und eine Diagonalmatrix D mit

UTAU =D

A1 0

BEWEIS Um dies zu beweisen, geht man schrittweise vor.

Hilfssatz 1: Ist A eine reellsymmetrische (n x n) - Matrix und ist « ein Eigenvektor von
A zum (reellen) Eigenwert A von A, dann gilt fiir das orthogonale Komplement z* = {y €
R™; yla}, dass aus

y €zt = Ay € z".
Beweis: Es gilt (Ay,z) = (y, ATz) = (y, Az) = My, z) = 0 wegen der Symmetrie von A
und der Voraussetzung y_Lx. Also ist auch Ay € zt.
Weiter kann man, wenn man einen Eigenwert kennt, das Problem um eine Dimension,
also von n auf n — 1 reduzieren.

Hilfssatz 2: Ist x1 normierter Eigenvektor einer reellsymmetrischen Matrix A zum Eigen-
wert A1, dann existiert eine Orthogonalmatrix V' und eine symmetrische (n — 1) x (n — 1)
- Matrix B mit
A1] 0
Vi AV =
0|B

Beweis: Man definiert die Matrix V durch V = (1:1 ‘Vn_l ) , wobei die n X (n—1)— Matrix
V-1 gerade (n — 1) orthonormierte Spaltenvektoren aus dem orthogonalen Komplement
des Vektors x1 enthalt. Dann folgt

AV:A (J}1‘Vn71) = (Alxl‘A-anl)
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und

VT-A~V= ()\11’1‘14"/”_1)
VnT—l

x?)\1$1 ‘ :L‘{Avnfl

VI Mz |[VEA -V

Die Nullen in der 1. Zeile entstehen wegen z” - AV,,_; = (0,...,0) wegen Hilfssatz 1 und
die Nullen in der 1. Spalte wegen V,L | - A\ - & = (0,.. .,O)T ebenfalls wegen Hilfssatz
1, da die Zeilenvektoren von V,I_; das orthogonale Komplement des Vektors x bilden.
B = VnT_lAvn,l ist symmetrisch, da

(VnT—lAanl)T = n—lATVf_l = Vf_lAanl.
Somit ist B eine symmetrische (n — 1) X (n — 1)— Matrix.
Wenn man jetzt annimmt, dass fiir die (n—1) x (n—1)— Matrix B ein Orthonormalsystem

von Eigenvektoren (im R™™') existiert, dann kann man zeigen, dass die (n x n)— Matrix
A ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren im R™ besitzt (Schluss von n — 1 auf n).

Hilfssatz 3: Ist B eine reellsymmetrische (n — 1) x (n — 1)— Matrix, fiir die eine Diago-
nalmatrix Dy,_1 und eine Orthogonalmatrix W € O(n — 1) existiert, dann gilt dies auch
fiir eine reellsymmetrische (n x n)— Matrix A.

Beweis: Man definiert eine Matrix U durch

U=V )
(1174

wobei V' € O(n) wie im Beweis von Hilfssatz 3 definiert ist. Damit gilt auch U € O(n)
und es folgt

also

und nach Hilfssatz 3
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A1 0 Al O
ow"r-B-w 0 |Dn—1
wobei die letzte Matrix eine (n x n)— Diagonalmatrix ist, die auf der Diagonalen die

Eigenwerte \; der reellsymmetrischen Matrix A enthélt. n

Beispiel 6.27: Gegeben ist die symmetrische Matrix

111
A=1[111
111

Der vorige Satz sagt: Es existieren drei orthonormale Vektoren i1, i, i3 und
drei Eigenwerte A\, A2, A3, so dass mit U = (i1, U2, U3) gilt:

A 00

UrAu = 0x 0

0 0As

Suchen der Eigenwerte:
1-X 1 1
det| 1 1-X 1 |=0=-X>+1+1-31-)
1 1 1-A
=B3-M)\=0

:>)\1:3, )\2/3:0

Suchen der orthonormalen Vektoren:

A= 3
-2 1 10
1-2 1/0
1 1-2{0
Die Losung des Gleichungssystems ergibt z; = x5 = x3. Der normierte
FEigenvektor ist
1
U] = —
g3 =
111/0
111/0

111/0
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Die Losung des Gleichungssystems hat zwei Freiheitsgrade. Wéhle zwei li-
near unabhéngige Losungen und orthonormiere sie (falls sich die Losungen
orthonormieren lassen, waren sie linear unabhangig. Man muss das nicht
extra tiberpriifen). Wéhle z.B.:

1 0
272 == 0 und 173 == 1
-1 -1

Aus der Orthonormalisierung nach Gram-Schmidt ergibt sich:

=
— [
S
|
— =

Damit ist
11 1
V3 V2 W6
U=|-% 0 =%
o
V3 V2 V6

und

300
D=UTAU=000
000

Umgekehrt gilt:

Bemerkung 6.28: Gibt es zu einer Matrix A eine Orthogonalmatrix U
und eine Diagonalmatrix D mit

UTAU = D,
so ist A symmetrisch.
BeEweEls Es gilt: UT AU = D, sowie D = DT und U? = U~!. Dann ist:

A=WwhH'pu~t =ubpUT
AT = (wpUuh)" = Wh'D'UT =UDUT = A
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6.5 Definitheit von Matrizen

6.5.1 Definitheit

Es gibt spezielle reellsymmetrische Matrizen mit zusétzlichen Eigenschaften,
die bei der Losung von Gleichungssystemen und Extremwert- bzw. Optimie-
rungsaufgaben wichtig sind, wie wir sie aus der Analysis oder der Numerik
kennen.

Zunéchst einige Definitionen:

Definition 6.29: Das Produkt F' = (z, Ax) wird quadratische Form ge-
nannt.

Beispiel 6.30: Es sei

- 12 [T
Dann ist die quadratische Form:
o T1 12 Tl
_ < x1 T+ 2%’2 >
- To |7\ 3z + 4o
= 1:12 + 2x129 + 3xox1 + 429

= :v12 + bx1x9 + 4x22

2

Definition 6.31: Die Hauptunterdeterminanten D; = det(Ay) einer
Matrix A € M(n x n,K) sind die Determinanten der von links oben begin-
nenden k x k-Untermatrizen Ay = (a;5),1 <i<k,1<j<kk=1,..,n

Beispiel 6.32: Die Matrix

l\’)ClaOr—‘CD
N O 0o
w oY O W
N W NN

hat vier Hauptunterdeterminaten D — Dy4. Es sind die Determinanten der
vier moglichen quadratischen Teilmatrizen (1 x 1 bis 4 x 4), die das linke
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obere Element von M einschlieflen:

Dy = det(6) = 6
61
Dg—det<18> =48 —1 =47

613
D3 = det 18 0| =288—-6-72=210

—-30 6
6 1-3 2
1 8 0-2
Dy = det 3 0 6 3 =375
2-2 3 7

Jetzt zu den speziellen reellsymmetrischen Matrizen:

Definition 6.33: Eine symmetrische Matrix A € M(n x n,R) heifit
positiv definit, falls die quadratische Form F = (z, Az) > 0 ist fiir
alle Vektoren x € R" mit = # 0.

Hé&ufig verwendet man auch die Abkiirzung ,,spd“ fiir symmetrisch po-
sitiv definit.

Satz 6.34: Folgende Aussagen sind dquivalent fiir symmetrische Matri-
zen A:

1. A ist positiv definit;
2. A hat nur positive Eigenwerte;

3. samtliche Hauptunterdeterminanten von A sind positiv;

Der vollstindige Beweis des Satzes ist z.B. in J.H. Wilkinson; The Algebraic
FEigenvalue Problem, Ozford 1965, p.28, p.229 zu finden.

()

ist positiv definit. Die Hauptunterdeterminaten von A sind D; = 2 und
Dy =4 —1 = 3 und somit beide positiv. Die Eigenwerte von A ergeben sich
aus:

Beispiel 6.35: Die Matrix

2-X 1

det(A—AE)zdet( 1 2-»

):/\2—4)\+3:O
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und haben die Werte Ay = 1 und Ay = 3, sind also beide positiv. Fiir die
quadratische Form gilt:

=) (3) )
Y 2x+y
() ()

=222 4 2zy + 242
=@+y)’+22+y*>0

Bemerkung 6.36: Eine positiv definite Matrix A ist invertierbar.

Bewers Aufgrund Eigenschaft 3 ist det(A) # 0. Damit ist A invertierbar.
[

Definition 6.37: Eine symmetrische Matrix A € M (n x n,R) heift

—_

. negativ definit, falls gilt (z, Az) <0 V€ RY;

2. positiv semidefinit, falls gilt (z, Az) >0 Vo eRLy;
3. negativ semidefinit, falls gilt (z, Az) <0 Va2 € Rl;
4

. indefinit, falls gilt sie weder positiv noch negativ (semi-)definit ist,
d.h.
Jz,y € Ry, mit (z,Az) >0 A (y,Ay) <O0.

Bemerkung 6.38: Ist A negativ definit, dann gilt —(z, Az) = (z, —Az) >
0 d.h. —A ist positiv definit.

Bemerkung 6.39: Fiir die Hauptunterdeterminanten einer negativ defini-
ten Matrix gilt:
det(Ag) = det(—(—Ag)) = (—1)* - det(—Ay)
(—1)*det(Ay) = det(—Ay) > 0

Das heifit, die Hauptunterdeterminanten Aj sind fir £k = 1,--- ,n abwech-
selnd positiv und negativ. In der Analysis haben wir das mit Hilfe des
Hurwitz-Kriteriums tiberpriift.

(x,Az) | D1 | Dy | D3 | Dy | Qualitdt Kriterium
positiv definit >0 >0 >0|>0]>0 hinreichend
negativ definit <0 <0|>0]|<0|>0 hinreichend
positiv semidefinit >0 >01>0|>0]>0 notwendig
negativ semidefinit <0 <0[>0|<0]|>0 notwendig
indefinit sonst hinreichend
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Die letzte Spalte sagt dabei aus, dass man aus dem Vorzeichen der Unter-
determinaten auf positiv oder negativ Definitheit schlieffen kann, da es sich
um ein hinreichendes Kriterium handelt.

Selbiges gilt jedoch nicht fiir die beiden grau gedruckten Zeilen der Semide-
finitheit, da es sich hier nur um ein notwendiges Kriterium handelt.

Das Kriterium fiir die Indefinitheit ist zwar hinreichend, aber es gibt auch
indefinite Matrizen, bei denen Unterdeterminanten gleich 0 sind.

6.5.2 Die Matrix AT - A

Ein spezielles Beispiel einer positiv definiten Matrix wird im folgenden Hilfs-
satz angegeben.

Bemerkung 6.40: Sind die n Spalten einer Matrix A € M (m xn,R) linear
unabhingig, dann ist die Matrix AT A positiv definit.

BEwEIs Die Matrix A hat n Spaltenvektoren @; € R™. Also muss n < m
sein, damit diese Vektoren linear unabhangig sein kénnen. Nun ist

(x, AT Az) = 2T AT Az = (Az)T Az = (Az, Az) = || Az|]>.

Weiter gilt

Ar = z1d1 + ... + xpdp,

und da die Spaltenvektoren a; linear unabhéngig sind, ist dieser Ausdruck
nur gleich Null, wenn alle x; gleich Null sind d.h. x der Nullvektor ist. Also
gilt fiir alle x # 0, dass

(x, AT Az) = | Az||> > 0

ist d.h. dass die Matrix AT A positiv definit ist. Also ist sie auch regulir und
damit invertierbar. =

Bemerkung 6.41: Vertauscht man Zeilen und Spalten, dann gilt, dass die
Matrix AAT positiv definit ist, falls die Zeilen von A linear unabhingig sind.

Bemerkung 6.42: Ist die Matrix A aulerdem quadratisch, dann folgt be-
kanntlich aus der linearen Unabhéngigkeit der Spalten die Bedingung det(A) #
0. Wegen

det(AT - A) = det(AT) - det(A) = det(A)* # 0

gilt also, dass die Matrix A genau dann invertierbar ist, wenn A7 - A inver-
tierbar ist. Dies sind die dquivalenten Bedingungen 1 und 18 aus Satz 5.17
in Kapitel 5 iiber lineare Gleichungssysteme.
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6.6 Hauptachsentransformationen

6.6.1 Einfiihrung

Ist eine Matrix A € M (n x n, R) symmetrisch, dann existiert nach Satz 6.26
eine Orthogonalmatrix () mit der Eigenschaft

A=QDQ",

wobei D eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente D;; die (reellen)
Eigenwerte von A sind. Die Spalten von () sind die Eigenvektoren von A, wo-
bei die zum gleichen Eigenwert gehorigen Eigenvektoren so zu wéhlen sind,
dass sie zueinander orthogonal stehen. Umgestellt ergibt sich die Gleichung

D = QT AQ.

Das bedeutet, dass man ein Koordinatensystem A’ finden kann, in dem
die Abbildung A diagonal ist. Die Umrechnungsmatrix nach Kapitel 4.5.1
ist Tf/ = @. Da @ orthogonal ist, sind nur Drehungen und Spiegelungen
moglich. Die neuen Koordinatenachsen sind die Spalten von @, also die
Eigenvektoren von A.

Beispiel 6.43: Aus Beispiel 4.92 erhielten wir bei gleichen Basen im Defi-
nitionsbereich und Bild A’ = B’ die Abbildungsmatrix

o= (2)

Da M, (®) symmetrisch ist, kann M4, (®) mit einer Hauptachsentransfor-
mation wieder diagonalisiert werden:

det(M4 (@) —AE) =X —1=A+1)(A—1)
Bei der Bestimmung der Matrizen ) und D gibt es folgende Freiheitsgrade:

e Die Eigenwerte konnen in ihrer Reihenfolge variiert werden (je zwei
Méglichkeiten).

e Die Eigenvektoren kénnen mit -1 multipliziert werden (je vier Mog-
lichkeiten).

Bei zwei Eigenwerten bzw. Eigenvektoren gibt es insgesamt acht Moglich-
keiten. Schlieft man mit der Bedingung det(Q)) = 1 die Spiegelungen aus,
verbleiben vier Moglichkeiten, die jeweils um 90° gegeneinander gedreht sind.
Die Riicktransformation in die urspriingliche Basis A erfolgt mit

R 1 . 1
A =-—1, Ay =1, vl:\}i<_1>’v2:12<1>'
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6.6.2 Hauptachsentransformation von Kegelschnitten

Eine Anwendung des letzten Abschnitts ist, gedrehte Kegelschnitte mit Hilfe
einer Hauptachsentransformation zu bestimmen.

6.6.2.1 Hauptachsentransformation von quadratischen Formen
Eine quadratische Form ist definiert durch
F(x)=(z,Zx); = € R", Z € M(n xn,R).
Auflerdem ist Z als symmetrisch vorausgesetzt. Dann gilt:
Z=QDQ".
Fiihrt man eine neue Basis U ein, so dass T’ g = @, dann gilt:
F(2) = (2,QDQ"a) = 2" QDQ Tz = (Q")" D(Q"x) = (T¢a)" D(T{w).

Rechts und links steht T}z = K/ (), also die Darstellung von x beziiglich
der Basis U. Schreiben wir diese Vektoren als u = Ky (z), ldsst sich die
Gleichung schreiben als:

F(u) = uI'Du = (u, Du) = M\ju? + -+ \ul,

d.h. beziiglich der neuen Koordinaten u’ = (uy, ..., u,) besitzt F' nur noch

Quadrate und die A; sind die Eigenwerte der Matrix A.

6.6.2.2 Hauptachsentransformation von Kegelschnitten

Mit den bisherigen Ergebnissen konnen gedrehte Kegelschnitte bestimmt
werden. Wir betrachten quadratische Gleichungen in (x,y) der Form

ar? + by + ey’ +der+ey+ f=0, z,y € R.

Aus Kapitel 2.4.6 wissen wir, dass ein Kegelschnitt gedreht ist, wenn b # 0
ist. Diese Art von Kegelschnitten konnten wir bisher noch nicht bestimmen.
Jetzt konnen wir allerdings ein Koordinatensystem bestimmen, in dem der
Kegelschnitt nicht gedreht, d.h. b = 0 ist. Die zugehoérige quadratische Form,
die zu betrachten ist, ist

az® + bxy + cy® = (%, AT),

s (=), 4_(a %),
= () =)
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Da A symmetrisch ist, kann diese Gleichung umgeformt werden in:
(Z, AZ) = (%,QDQT, %) = (i, Dii),

wobei i@ = (u,v)” die Koordinaten beziiglich eines gedrehten Systems U sind.
Dort verschwindet das gemischte Glied und es gilt (i, D) = a’u?+c'v?. Wir
haben also als Zwischenergebnis:

dul+ vt +de+ey+ f=0.

a’ und ¢ sind dabei die Diagonalelemente von D. Fiir den zweiten Teil
definiert man k = (d, e)”. Damit ist

dx + ey = (k, @) = (k, T{ @) = (k, Q@) = k" Qu = (QTk)Tu = (QTk, @)
) = QTE:

duP+dviP+du+ev+ f=0.

U

Man erhélt mit & = <e’

Beispiel 6.44: F = 522 — 4y + 8y? — 36 = 0 oder

T 4 an [ 5 =2
T AZ — 36 = 0; A—<28>.

Hier ist also d = e = 0. Das charakteristische Polynom von A ist
pA) =det(A—AE) = (5-N)8 -\ —4=(A—-9)(\—4):

Die Eigenwerte von A sind also Ay = 4 und Ay = 9 und die zugehdrigen
Eigenvektoren sind

1 (2 1 (-1 1 (21
)y L ) _ L _ 1
=51 =5 () =e=5 ()=

2 2
Fed®+902-36=0 < <“> +(U> — 1.

Die Kurve ist also eine Ellipse mit den Halbachsen 2 und 3. Die genaue Lage
der Ellipse ist nicht Bestandteil der Vorlesung, soll aber hier kurz erwdhnt
werden. Durch die Hauptachsentransformation kann das Koordinatensys-
tem gedreht und an einer Geraden durch den Nullpunkt gespiegelt sein.
Da det(®) = 1, handelt es sich um eine reine Rotation (ohne Beweis). Bei
det(Q) = —1 wiére der Kegelschnitt zusatzlich noch gespiegelt worden. Der
Drehwinkel ist

2

cos(0) = (zW). &) =
(0) = (7, &) 7

0 ~ 26, 565°
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\~‘~_—2_4
5z — dxy + 8y* — 36 =0

—3

Beispiel 6.45: Das 2. Beispiel ist der Graph der Gleichung

F =172 — 122y + 8y* — 68z + 24y — 12 = 0.
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Es soll nur die Mittelpunktsgleichung, nicht die genaue Lage des Kegel-

schnitts berechnet werden. Die quadratische Form ist mit & =

17 -6

(x, Ax) = (Z, (—6 8) Z) = 1722 — 12zy + 8y>

Das charakteristische Polynom zu A ist:

p(A) = det(A — AE) = (17 — A)(8 — A) — 36

=X\ — 25\ + 136 — 36
=\2 — 25\ + 100

Daraus ergeben sich die Eigenwerte

2

2 25\ 2

_ §i /625 — 400
2 4

2 2

25 15
+
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Damit ist Ay = 20 und A2 = 5. Der normierte Eigenvektor zu A; ist die
Losung des Gleichungssystems

2
und somit U7 = % <1> Der Eigenvektor zu A\ ergibt sich mit

1
zZu Uy = % ( 2). Damit erhalt man

1 [ 21 r 1 (2-1 20 0
Q:\/5<—12>’ @ :\/5<1 2)’ D:<05>

Jetzt miissen noch der z- und der y-Term behandelt werden. Es ist

(£)-o(5)- 56 (3509

Damit ergibt sich als Zwischengleichung:

160 20
T —
V5 Wb
Da a-b = 20-5 > 0 und a # b, handelt es sich um eine Ellipse. Diese muss jetzt

noch durch quadratische Ergénzung in die Standardlage gebracht werden.
Es ist:

2007 4 5v3 — vy — 12 = 0.

2007 — 1\;5;1}1 = 20(v? — 551)1)
_ 9 {(m _ \4@)2 _ 156]
= 20(v; — jg)? — 64
505 — \2/05112 5(vy \L/Lgvg)
Jo
= 5(vg — 1)2 —4
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Mit ug = v1 — % und us = vg — % ergibt sich schliefflich die Gleichung

20u? — 64+ 5uf —4—-12=0
20u? 4 5u3 = 80
1 2 1 2

Es handelt sich also um eine Ellipse mit Hauptachsen der Lénge 2 und 4.

6.7 Hadamardsche Ungleichung

Aus dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren und damit aus der
QR-Zerlegung lassen sich einige einfache Ergebnisse herleiten.

Satz 6.46: (Hadamardsche Ungleichung): Es sei A eine reelle n x n -

Matrix # 0. Ferner sei
L ldet(4)]

IRy la®
Dann gilt: 0 < H < 1. Die Grenzfille bedeuten:

H =1: Die Spalten von A sind orthogonal
H =0: Die Spalten von A sind linear abhingig

Je kleiner H ist, um so weniger weichen die Spaltenvektoren der Matrix A
von linear abhéngigen Spaltenvektoren ab.

BEWEIS Die Spaltenvektoren a*) von A sind genau dann linear abhéngig, wenn det(A) =
0 und somit H = 0. Sind die Spaltenvektoren von A linear unabhingig, dann gilt nach
dem Schmidtschen Orthonormierungsverfahren

k

a® =3 "rig” (1)

i=1
wobei ¢ die orthonormierten Vektoren sind. Weiter folgt daraus

la™)1* = (™, a™)

k k
<Z Tikqm) : (Z V‘jkq(j>)
i=1 j=1

Tik

-

1

k
rOPF (2

K3

AuBlerdem bedeutet (1), dass gilt
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wobei @ eine orthogonale Matrix ist und R eine obere Dreiecksmatrix mit det(R) # 0 d.h.
mit nicht verschwindenden Diagonalelementen und es gilt

| det(A)| = |det(QR)| = | det(Q)||det(R)| = |det(R)| = [ru1] -+ [rnn|
<O ™) = (1M [l
d.h. N
|det(A)] < T lla™I-
k=1

Wegen
el < /Tl TR

gilt Gleichheit genau dann, wenn R eine Diagonalmatrix ist, also alle Elemente auflerhalb
der Hauptdiagonalen gleich Null sind. Da

a = q(i) * Tidy
gilt in diesem Fall (¢ || ¢”). Da die ¢ paarweise orthogonal sind, sind auch die a'”
paarweise orthogonal. -

Beispiel 6.47: Sind die Spalten der Matrix

A=

N DN
=N N
[N V)

orthogonal? Dies kann mit der Hadamardschen Ungleichung tiberpriift wer-
den. Es gilt:

det(A)=—4—-4—44+1-8—8=-27

3
[T 1™ =v9-vo-vo =27
k=1

Damit sind die Spalten von A orthogonal.

-,

Beispiel 6.48: Fiir eine 2 x 2-Matrix A = (a, b) gilt:
det(A) = det(a@, b) = ||a@l|||b]| sin 0

und somit

det(a, b
H = |(i(7al)| = |sin 6|
[lall[o]

d.h. H ist gleich dem Sinus des zwischen den beiden Spaltenvektoren ein-
geschlossenen Winkels. Im R? gilt die Beziehung H = |sin @ cos¢| (siche
Lineare Algebra 1).

Bekanntlich hat eine orthogonale Matrix @ die Eigenschaft |det(Q)| = 1.
Aus der Bedingung |det(Q)| = 1 kann aber nicht geschlossen werden, dass
() orthogonal ist. Es gilt aber
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Satz 6.49: Es sei A eine reelle n x n - Matrix mit | det(A)| = 1. Aulerdem
seien sdmtliche Spalten von A auf 1 normiert, dann ist A eine orthogonale
Matrix.

BEWEIS Da die Spalten von A normiert sind, ist

[Tlawl=1
k=1

Falls auch |det(A)] = 1, ist H = 1 und die Spalten sind auch orthogonal. Daraus folgt,
dass A eine Orthogonalmatrix ist. ™
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