Klausur Grundlagen der Mathematik WS2005/06

04.10.2005

Aufgabe 1:
Vereinfachen Sie den Ausdruck

+
z =
2+

Nt
DN |

‘ .

1—3

indem Sie ihn auf die Form a + ib bringen.

Losung:
! 540 1 (5+i)(1—4)
T 97 2-2i41 T2 3_9;
1—1
1 5-5i+i—4 1 5-4i+1
2 3—2i 2 3-2i
1 6—42’_3—22’_1
2 3-2i 3-2i

3 Punkte
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Aufgabe 2: 3 Punkte
Unter Verwendung der Formel i Jj = n(n;l) beweisen Sie

(ohne vollstdndige Induktion): "~

Fiir alle n € N gilt: 1+4+7+~~~+(3n—2):n(3n2_1)

Losung:

144474+ Bn—-2) = > (3 —2)
j=1

= 3> j—2>1
j=1 j=1

3 1
= n(n;—)_zn

= B+ -4)=Z6n-1
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Aufgabe 3:
Losen Sie die Ungleichung

1+ |z +3| <[22 — 3|

Geben Sie die Losungsmenge an und skizzieren Sie diese auf der Zahlen-
gerade.

Losung:

Fallunterscheidung;: | }
-3 3/2

a) ¢ € (—o00,—3) =
l-2-3<-224+3 = z2-2<3 = 1<5
Ly = (—00,5) N (=00, —3) = (—o0, —3)

3
b)xe[—3,§):>
l+2+3< 22+3 =
1
r+4<3 — 3r<-1 — x<—§
1 3 1
Ly=(—0c0,—=)N|[-3,=) =[-3, —=
2 (007 3) [ 72) [ ) 3)

3
c) xe[i,oo) =
1+2+3<22 -3 = 7T<ux
I = (7,00) N 2, 00) = (7,00)

Aus a) , b) und c) folgt:

1
L:L1UL2UL3 = <—OO,—3)U[—3,—§)U(7,00>

= (~00,—5) U (T,0)

3 Punkte
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Aufgabe 4: 3 Punkte
Sei M ={a,b,c} und R sei folgende Relation auf M :
R ={(a,a),(a,b),(a,c)(c,a) (b )}

a) Begriinden Sie, warum R weder reflexiv, symmetrisch noch transitiv ist.

b) Ergénzen Sie die Menge R so durch weitere Paare, dass die neue
Relation R’ eine Aquivalenzrelation auf M ist.

Losung:

a) 1. Die Relation ist nicht reflexiv, weil (b, b) und (¢, ¢) nicht zur R gehort

2. Die Relation ist nicht symmetrisch, weil (a, b) zur R aber (b, a) nicht zur R
gehort

3. Die Relation ist nicht transitiv, weil (b, ¢) und (¢, a) zur R gehoren, nicht
aber (b, a)

b) R = RU{(b,b),(c,¢),(b,a),(c,b)}
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Aufgabe 5: 3 Punkte

a) Bei einer Tanzveranstaltung seien 10 Frauen und 10 Ménner. Es ist Damenwahl.
Man berechne wie viele Paarbildungen (Frau+Mann) denkbar sind.

b) Ein Fufibalklub hat 2 Torwarte und 12 andere Spiel. Wie viele verschiedene
FuBlballmanschaften zu 11 Spieler kann der Klub aufstellen?

Hinweis: Fiir jedes Torwart kann man die restlichen 10 Spieler aus den 12
auswahlen

Loésung:

a) Die 1. Frau hat 10 Moglichkeiten

Die 2. Frau hat 9 Moglichkeiten
—> 10! Paare

Die 1. Frau hat 10 Mdoglichkeiten

b) Fiir jeden Torwart hat man

12 12! 11-12
(10) = 10112 — 10)1 TR 11-6 = 66 Speielerkombination.

Fiir 2 Torwarte hat man 2 - 66 = 132 Manschaften.
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Aufgabe 6: 3 Punkte

Beweisen Sie die Tautologie der Importation und der Exportation
(A= (B=0C)< ((AANB)=C)
a) durch Aufstellen einer Wahrheitstafel,

b) mittels logischer Umformungen.

Losung:
a) A B C B=C A= B=C) AnB AnB=C

0 0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1
0O 1 1 1 1 0 1
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1

fr fr

b) Esgilt z=y=7Vy

A= (B=C) = A= (BvVC)=AV(BVO)

~—~

= (AVB)VC=(AANB)VC=(AAB)=C
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Aufgabe T7: 3 Punkte

Zeigen Sie, dass die Menge M = {—1,—4,1,i} mit der {iblichen
Multiplikation eine kommutative Gruppe bildet.

(Hinweis : ¢ bezeichne hier die imagindre Einheit)

Losung:

Es gilt: G2-Assoziativgesetz und G5H-Kommutativgesetz, weil diese fiir alle Komplexe
Zahlen gelten. Ferner gilt:

G1) Fir alle 2,2 € M ist 2 - 2 definiert und ein Element von M. Es gilt ndmlich:
(-1)?*=1eM, (1) (—i)=ieM, (-1)1=-1eM, (-1)i=—i€M,
(—i))=1eM, (—i)-1=—1eM, (—i)-1=—i*=1€e M,
12=1eM,1-i=ieM,i®?=-1eM

G2) Das neutrale Element ist die 1
(-)-1=—-1,(=i)-1=—i,1-1=1,4-1=4

G4) Jedes Element z € M besitzt ein Inverses-Element, das wieder in der Menge M
liegt. Es ist ndmlich:

(1) - (=1)=1, (=i)-i=1,1-1=1,i-(—i)=1
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Aufgabe 8: 3 Punkte
Gegeben seien die Mengen M = {1,2,5,6} und N = {2,6}

a) Geben Sie die Potenzmenge P(M) von M an

b) Berechnen Sie die Menge (M\N) x N

Losung:
a) P(M) = {0.{1}, {2}, {5}, {6}, {L.2}, {1,5}, {16},
2,5}, {2,6}, {5,6}, {1,2,5}, {1,5,6}, {2,5,6}
{1,2,6}, {1,2,5,6}}
b) M\N = {1,5}

(M\N) x N ={1,5} x {2,6} = {(1,2) , (1,6), (5,2) , (5,6)}
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Aufgabe 9:
Man zeige durch vollstédndige Induktion

n—1 3
Y <L onx2
k=1 3

Losung:
Induktions-Anfang:
28 8

1
Fir n=2 gilt: Y k*=1<= =_
el 2 3

Induktions-Annahme:

n—1 TL3
Fir n gelte : Z k< —
k=1

Induktions-Behauptung :

Fiir (n+1) gilt dann: > k> < ———>
k=1

Induktions-Beweis :

Es gilt:

n n—1 n ?
Zk222k2+n2 S 7+n2§
k=1 k=1 3

?
n3+3n? < (n+1)3 <

n3+3n2 < n3+3n%23n+1

3 Punkte
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Aufgabe 10: 3 Punkte
Man berechne alle Nullstellen der Gleichung 22 — 2z +5 = 0.

Losung:

2+4-20 2+-16 2+4y/-1 Y
2 N 2 N 2 N

21,2 =



